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Bei  der  Abfassung  des  Yorliegenden  Lehrbuches  gingen  wir  von 
dem  Wunsche  aus,  eine  völlig  elementar  einsetzende  und  durchweg 
leicht  faßliche  Darstellung  der  Geometrie  zu  bieten ,  die  dennoch  dem 
Leser  bald  einen  umfassenderen  Überblick  verschaffen  sollte.  Wir 
wünschten y  den  Stoff  systematisch  so  zu  ordnen,  daß  jeder  Gegenstand 
einen  ihm  aus  erkennbarem  Grunde  zukommenden  Platz  fände,  jeder 
Fortschritt  in  der  Untersuchung  sich  mit  erkennbarer  Notwendigkeit 
vollzöge.  Dies  konnte  nur  durch  frühzeitige  Einführung  des  Begriffs 
der  Transformationsgruppen  und  durch  das  Yorschreiten  von  der 
weitesten  in  Betracht  kommenden,  der  projektiven  Gruppe  zu  ihren 
Untergruppen,  nicht  umgekehrt  von  diesen  zu  jener,  erreicht  werden. 

So  gelangten  wir  zu  der  Überzeugung,  daß  mit  der  projektiven 
Geometrie  zu  beginnen  sei,  daß  sie  durch  Auszeichnung  der  un- 
eigentlichen Elemente  zunächst  nur  zur  Gesamtheit  der  bei  allen 
affinen  Transformationen  invarianten  geometrischen  Beziehungen,  d.  h. 
zur  affinen  Geometrie,  und  diese  endlich  erst  durch  Auszeichnung 
des  uneigentlichen  Kugelkreises  zu  der  bei  allen  Ähnlichkeits-  oder 
„äquiformen'^  Transformationen  invarianten  Geometrie,  die  wir  die 
äqui forme  nennen,  zu  erweitem  sei.  Die  projektive  Geometrie  er- 
scheint dabei  wie  die  Zeichnung  eines  Bildes,  das  in  der  affinen 
Geometrie  mit  einem  Farbenton,  in  der  äquiformen  mit  einem 
zweiten  belegt  wird,  um  so  erst  den  bunten,  unserm  Auge  gewohnten 
Eindruck  hervorzurufen. 

Der  Weg,  den  wir  als  den  einzigen  uns  befriedigenden  erkannt 
hatten^),  stellte  sich  also  als  der  durch  Cayleys  Ausspruch  vom 
Jahre  1859  (daß  alle  sogenanpten  metrischen  Eigenschaften  geome- 
trischer Figuren  als  projektive  Beziehungen  zwischen  diesen  und  dem 
„absoluten  Gebilde^  angesehen  werden  können  *))  vorgezeichnete  her- 
aus, als  der  Weg,  den  F.  Klein  in  seinem  ErLemger  Programm  vom 

1)  Vgl.  Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Ver.  Bd.  12  (1908),  S.  490  ff. 

2)  Cayley,  A  Sizth  Memoir  on  Qnantics,  Phil.  Trans.  1. 149  (1859),  S.  61—90. 
Coli.  Math.  Papers  Vol.  ü  (1889),  S.  661  ff. 
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Jahre  1872^)  und  später  wiederholt  skizziert  und  den  auch  E.  Study 
vom  inyariantentheoretischen  Standpunkt  aus  unter  Berücksichtigung 
aller  zwischen  der  projektiven  Gruppe  und  der  Gruppe  der  Be- 
wegungstransformationen liegenden  reellen  Gruppen  zuerst  im  Jahre  1896 
empfohlen  hat.') 

Aber  so  einfach  und  schön  das  genannte  Prinzip  ist,  so  ordnend 
und  klärend  es  wirkt,  so  scheint  es  doch,  wenigstens  in  der  ana- 
lytischen Geometrie,  noch  immer  nicht  zum  leitenden  Gesichtspunkt 
einer  mit  den  Elementen  beginnenden  und  nicht  bloß  in  bezug  auf 
die  projektive  Geometrie  ausführlichen  Darstellung  gemacht  worden 
zu  sein.*)  Die  Lehrbücher  der  projektiven  Geometrie,  die  zudem 
nur  selten  die  analytische  Darstellungsform  benutzen,  verschmähen  es 
meist,  diese  nachher  noch  in  beträchtlichem  üm£ang  zur  affinen  imd 
äquiformen  Geometrie  auszubauen,  oder  sie  lassen  doch  die  scharfe 
Unterscheidung  zwischen  den  beiden  letzteren  Abstufangen  vermissen. 
Die  andern  aber  betreten,  ohne  überhaupt  solche  Unterscheidungen 
zu  machen,  sogleich  das  ganze  Gebiet  der  äquiformen  Geometrie  und 
verabreichen  höchstens  zum  Schluß  gleichsam  als  Nachtisch  für  be- 
sondere Feinschmecker  eine  kurze  Darstellung  des  Gayley sehen  Ge- 
dankens. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  möchte  nun  den  Beweis  erbringen, 
daß  der  oben  angegebene  Plan  in  völlig  elementarer  Weise  durch- 
führbar ist.  Es  möchte  hierdurch  dazu  beitragen,  jenes  Anordnungs- 
prinzip der  Geometrie  in  den  weitesten  Kreisen  einzubürgern,  und  so 
bewirken,  daß  man  bei  jedem  geometrischen  Problem  zunächst  frage, 
ob  es  der  projektiven,  der  affinen  oder  der  äquiformen  Geometrie  an- 
gehört, bezw.  von  welchen  Teilen  des  Problems  das  eine  oder  andere 
gilt.  Eine  solche  Kritik  des  Problems  birgt  in  sich  den  Lohn,  daß 
man  von  vornherein  auf  den  Charakter  der  naturgemäßesten  Lösungs- 
methode hingewiesen  wird.  Wir  hoffen  aber,  neben  den  ästhetischen 
und  orientierenden  Vorzügen  dieses  Prinzips  auch  seine  Fruchtbarkeit 
erwiesen  zu  haben.  Liegt  es  doch  auf  der  Hand,  daß  eine  konse- 
quente Durchführung  dieser  Methode  nicht  nur  zur  Aufstellung  aller 
projektiven  Sätze,  die  die  Quelle  von  äquiformen  sind,  zwingt, 
sondern  daß  auch  umgekehrt  die  leicht  zu  vollziehende  systema- 
tische Spezialisierung  projektiver  Sätze  einen  vollständigeren  Lihalt 


1)  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen, 
Erlangen  1872.    Vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  43  (1893),  S.  63  ff. 

2)  Über  Bewegungsinvarianteu  und  elementare  Geometrie,  Leipz.  Ber.  1896, 
S,  649  ff. 

3)  Vgl.  übrigens  das  (nach  Drucklegung  des  größten  Teiles  des  vorliegenden 
Bandes  erschienene)  Werk  von  K.  Th.  Vahlen,  Abstrakte  Geometrie,  Leipzig, 
Teubner,  1906. 
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der  affinen  und  äquiformen  Geometrie  liefert,  als  die  mehr  oder 
minder  dem  Zufall  unterworfene  direkte  Aufsuchung  der  Sätze  der 
letzteren.  —  Daß  endlich  durch  eine  derartige  Darstellung  der  Eukli- 
dischen Geometrie  die  Wege  für  die  Entwicklung  einer  absoluten 
Geometrie  vorbereitet  sind,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden. 

Um  den  Inhalt  der  drei  ursprünglich  durch  die  zugehörigen 
Transformationsgruppen  definierten  Abstufungen  der  Geometrie  in 
direkter  Weise  zu  kennzeichnen,  wird  der  Nachweis  geführt,  daß  in 
der  projektiyen  Geometrie  alles  auf  die  elementare  Beziehung  der 
Inzidenz  (des  Aneinanderliegens  zweier  Elemente)  zurückführbar  ist, 
daß  in  der  affinen  Geometrie  nur  die  Parallelität,  in  der  äqui- 
formen außerdem  nur  noch  die  Orthogoualität  hinzutritt  (deren 
Betonung  und  Benutzung  als  grundlegende  Beziehung  wohl  auch  dem 
Buche  eigentümlich  ist).  Wir  bezeichnen  deshalb  auch  alles  in  der 
affinen  Geometrie  zur  projektiven  Hinzutretende  als  Parallelmetrik, 
alles  in  der  äquiformen  zur  affinen  noch  Hinzukommende  als  Ortho- 
gonalmetrik.^)  Für  die  analytische  Darstellung  spielen  bei  jeder 
der  drei  Abstufungen  der  Geometrie  die  „charakteristischen  abso- 
luten Invarianten"  eine  fundamentale  Rolle,  nämlich  (wenn  wir  der 
Einfachheit  wegen  hier  nur  von  der  Geometrie  in  der  Ebene  reden) 
das  Doppel  Verhältnis  in  der  projektiven,  das  „Abstands- 
verhältnis" in  der  affinen,  das  Abstandsverhältnis  und  das 
„Richtungsverhältnis"  in  der  äquiformen  Geometrie.  Im  Zu- 
sammenhang hiermit  steht  die  Art  des  jeweils  naturgemäßen  Koor- 
dinatensystems, auf  deren  Bestimmung  großes  Gewicht  gelegt  wird. 
Da  jedes  Koordinatensystem  ein  Spezialfall  des  in  der  vorher- 
gehenden AbstufmoLg  benutzten  ist,  so  gelten  alle  in  der  projektiven 
und  affinen  Geometrie  aufgestellten  Formeln  natürlich  auch  bei  Be- 
nutzung der  später  eingeführten  spezielleren  Koordinatensysteme.  Um- 
gekehrt sind  aUe  Formeln  der  affinen  und  äquiformen  Geometrie  so 
gehalten,  daß  sie  unmittelbar  den  projektiven  oder  affiinen  Stammsatz 
darstellen,  sobald  die  benutzten  Koordinaten  als  die  entsprechenden 
allgemeineren  gedeutet  werden. 

Bezog  sich  alles  bisher  Gesagte  auf  die  in  dem  Buch  vollzogene 
strenge  Scheidung  von  projektiver  —  affiner  —  äquiformer  Geometrie,  so 
muß  andererseits  auf  das  ihm  zugrunde  gelegte  äußere  Einteilungs- 
prinzip der  Geometrie  je  nach  dem  Grundgebilde,  in  dem  sie  sich 
abspielt,  hingewiesen  werden.  Dabei  darf  als  charakteristisch  betont 
werden,  daß  nach  einleitenden   Erörterungen,  die   sich   auf  den  ge- 


1)  Über  die  Wahl  dieser  Namen  vgl.  Heffter,  Über  Anordnung  und 
Aufbau  der  Geometrie,  in  der  „Festschrift  Adolph  Wüllner  gewidmet",  Leipzig, 
Teubner,  1905.  S.  83. 


Digitized  by 


Google 


VI  Vorwort. 

samten  Raum  beziehen^  zuerst  die  Geometrie  in  allen  Grundgebilden 
I.  Stufe,  dann  die  in  allen  Grundgebilden  II.  Stufe  und  dann  erst 
diejenige  im  Baum  behandelt  wird.  Es  wird  also  z.  B.  auch  die  Geo- 
metrie im  Büschel  der  in  der  Ebene,  die  im  Bündel  der  im  Raum 
vorangestellt  und  —  in  weitergehendem  Maße,  als  sonst  üblich  — 
selbständig  behandelt.  Dies  dient  nicht  nur  zur  Entlastung  der 
Geometrie  in  den  Gebilden  höherer  Stufe,  sondern  es  erscheint  auch 
besonders  lehrreich,  dabei  zu  erkennen,  daß  in  der  (eigentlichen) 
Ebene  und  im  Raum  projektive,  affine  und  äquiforme  Geometrie  von- 
einander verschieden  sind,  daß  de^egen  in  der  (eigentlichen)  Punkt- 
reihe affine  und  äquiforme,  im  Büschel  und  im  Bündel  (mit  eigent- 
lichem Träger)   aber  projektive  und  affine  Geometrie  zusammenfallen. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  die  Geometrie  in  allen  Ge- 
bilden I.  Stufe  und  die  Geometrie  in  der  eigentlichen  Ebene,  die  sich 
mit  derjenigen  im  Parallelbündel  deckt.  Der  zweite  Band  wird  die 
Geometrie  im  eigentlichen  Bündel,  die  mit  derjenigen  in  der  un- 
eigentlichen Ebene  zusammenfällt,  und  die  Geometrie  im  Raum  ent- 
halten. Übrigens  gestattet,  was  hier  beiläufig  bemerkt  werde,  die 
innere  Scheidung  des  Stoffes,  das  Buch  statt  in  der  von  uns  ge- 
wählten Reihenfolge  auch  so  zu  lesen,  daß  zuerst  alle  projektiven, 
dann  alle  affinen  und  zuletzt  alle  äquiformen  Abschnitte  studiert 
werden. 

Die  Abgrenzung  des  behandelten  Stoffes  kann  kurz  da- 
durch gekennzeichnet  werden,  daß  nach  Einführung  der  Koordinaten 
und  Behandlung  der  linearen  Gleichungen  zwischen  ihnen  in  jedem 
Gebilde  und  in  jeder  Abstufung  der  Geometrie  nur  noch  die  quadra- 
tischen Gleichungen  als  klassisches  Beispiel  für  die  entwickelten  Me- 
thoden eingehend  erörtert  werden.  Da  das  Lehrbuch  den  Leser  in 
die  Geometrie  nur  einführen  will,  ist  diese  Beschränkung  wohl 
ebenso  gerechtfertigt  wie  diejenige,  daß  auch  innerhalb  jenes  Rahmens 
keineswegs  eine  erschöpfende  Behandlung  angestrebt  wurde. 

Hinsichtlich  der  Darstellung  waren  wir  jederzeit  bemüht,  einer- 
seits den  Stoff  bis  zu  möglichster  Einfachheit  der  Resultate  und  Ent- 
wicklungen durchzuarbeiten,  andererseits  uns  äußerster  Strenge  und 
Präzision  in  der  Fassung  der  Definitionen  und  Sätze  und  in  der 
Führung  der  Beweise  zu  befleißigen  —  selbst  auf  die  Gefahr  hin, 
daß  uns  mitunter  der  Vorwurf  allzu  großer  Umständlichkeit  nicht 
erspart  bleiben  werde. 

Die  imaginären  Elemente  berücksichtigen  wir  in  weitgehendem 
Maße.  Sie  werden  durch  Vermittlung  der  Koordinaten  eingeführt; 
dann  aber  wird  ihre  geometrische  Deutung  vollzogen  und  damit  die 
Unabhängigkeit  ihrer  Bestimmung  von  jedem  Koordinatensystem  dar- 
getan. 
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Was  die  Zitate  betrifiEt^  so  haben  wir  uns  im  allgemeinen  auf 
die  Angabe  solcher  Quellen  beschränkt,  die  wir  bewußtermaßen 
wirklich  benutzt  haben,  daneben  nur  bisweilen  auf  die  historisch 
ältesten  Quellen  oder  auf  Literatur  yerwiesen,  in  der  der  behandelte 
(Gegenstand  weiter  als  hier  im  Buche  verfolgt  wird.  Angesichts  des 
reichhaltigen  QueUenverzeichnisseS;  das  man  heutzutage  in  der  En- 
cyklopädie  dermathematischen  Wissenschaften  besitzt, glaubten 
wir  in  der  Tat,  uns  diese  Arbeitserleichterung  gestatten  zu  dürfen. 

Die  beigefügten  Übungsaufgaben  sollen  zur  weiteren  Ver- 
tiefung in  den  Gegenstand  anregen  und  enthalten  mitunter  leicht 
zu  beweisende  Sätze  oder  Formeln,  die  später  im  Texte  selbst  benutzt 
werden.  —  Ein  alphabetisches  Sachregister  wird  neben  dem  aus- 
führlichen, aus  den  Artikelüberschriften  gebildeten  Inhaltsyerzeichnis 
die  schnelle  Auffindung  Ton  Einzelheiten  erleichtern.  —  Der  Anhang 
enthält  eine  kurze  Darstellung  dßr  Determinantentheorie,  soweit 
sie  in  dem  Werke  benutzt  wird.  —  Kenntnis  der  Differentialrechnung 
wird  nirgends  vorausgesetzt. 

Von  einem  wesentlichen  Punkte  muß  nun  aber  noch  ausführ- 
licher die  Bede  sein.  Bei  dem  charakteristischen  Plan  des  ganzen 
Buches  wäre  es  das  Ideal  der  Verfasser  gewesen,  mit  einer  systema- 
tischen Aufstellung  der  Aiiome  zu  beginnen  und  dann  eine  völlig 
reine  Darstellung  jeder  der  geometrischen  Abstufungen  folgen  zu 
lassen.  Mit  Bücksicht  auf  das  Interessen-Niveau  des  jüngeren  Lesers 
jedoch,  der  nicht  von  vornherein  durch  allzu  abstrakte  und  kompli- 
zierte Betrachtui^en  abgeschreckt  und  so  für  den  dem  Buche  inne- 
wohnenden Hauptzweck  verloren  werden  sollte,  sind  wir  in  zwiefacher 
Hinsicht  von  diesem  idealen  Wege  abgewichen.  Einmal  haben  wir 
auf  eine  systematische  Aufstellung  der  Axiome  verzichtet  und  eine 
—  freilich  ganz  beschränkte  —  Anzahl  elementarer  Lehrsätze  benutzt, 
ohne  sie  im  Buche  selbst  vorher  bewiesen  zu  haben.  Sodann  treten 
zwar  nach  Einführung  des  Doppel  Verhältnisses  und  dem  Beweis,  daß 
es  eine  absolute  Invariante  der  projektiven  Geometrie  ist,  in  den 
projektiven,  affinen,  äquiformen  Abschnitten  des  Buches  je  nur  noch 
projektive,  affine,  äquiforme  Begriffe  und  Beziehungen  auf,  aber  das 
Doppelverhältnis  selbst  wird  vorher  durch  das  Streckenverhältnis  und 
dieses  durch  den  gewöhnlichen,  anschaulichen  Messungsprozeß,  der 
nicht  der  projektiven  Geometrie  angehört,  definiert.  Der  kimdige 
Fachgenosse  weiß  zwar,  daß  der  als  ideal  bezeichnete  Weg  ohne 
sachliche  Schwierigkeiten  durchführbar  ist,  und  er  wird  leicht  über- 
sehen, wie  sich  dieser  Weg  unter  Vornahme  nur  geringer  Änderungen 
in  dem  Buche  hätte  durchführen  lassen.  Einen  Leser  aber,  dem  eine 
genauere  Orientierung  hierüber  erwünscht  sein  sollte,  können  wir 
auf  den  schon   oben   genannten  Aufsatz  in  der  WüUner-Festschrift 
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(S.  85 — 89)  verweisen,  wo  zunächst  die  Aufstellung  der  Axiome  und  zwar 
schon  unter  der  Herrschaft  unseres  Anordnungsprinzipea  skizziert  wird. 

Aus  den  dortigen  Ausführungen  geht  weiter  hervor,  was  bei 
dem  jetzt  gedachten  Wege  an  Stelle  von  Art.  13 — 21  zu  treten  hat, 
wobei  dann  die  Benutzung  des  elementaren  affinen  Satzes,  der  in 
Art.  19  vorausgesetzt  wird,  wegfällt.  Von  Art.  22  an  bleibt  in  den 
projektiven  Abschnitten  des  Buches  alles  ungeändert;  nur  der  Beweis 
des  Satzes  in  Art.  7ü  zieht  sich  auf  wenige  Worte  zusammen. 

Für  die  Darstellung  der  affinen  Geometrie  ergibt  sich,  daß 
jetzt  in  Art.  28  der  in  den  Anmerkungen  S.  60  imd  65  angedeutete 
Standpunkt  Platz  zu  greifen  hat  (womit  die  in  Art.  14  (8)  und 
S.  33  Anm.  postulierten  Sätze  leicht  beweisbar  werden),  femer 
z.  B.,  wie  man  jetzt  das  Verhältnis  und  die  „Gleichheit'^  zweier  Strecken 
auf  derselben  Geraden  zu  definieren  hat.  Daß  zwei  als  „gleich'^ 
definierte  Strecken  durch  Verschiebung  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  d.h.  im  Sinne  der  Anschauung  gleich  sind,  bedarf  dann 
eines  Beweises,  und  dieser  erfordert  ein  parallelmetrisches  Eongruenz- 
axiom  (das  bei  der  im  Buche  durchgeführten  Darstellung  still- 
schweigend schon  in  Art.  14  benutzt  wird).  Entsprechend  ist  Gl.  (39) 
in  Art.  89  jetzt  als  Definition  des  Verhältnisses  paralleler  Strecken 
hinzustellen,  und  damit  fällt  auch  hier  die  Benutzung  eines  oben 
schon  erwähnten  elementaren  Satzes  weg.  Die  Ausführungen  auf 
S.  217,  die  der  affinen  Geometrie  angehörige,  im  Buche  nicht  be- 
wiesene parallelmetrische  Eongruenzsätze  benutzen,  dienen  nur  zur 
Motivierung  einer  Definition  und  sind  daher  vom  logischen  Stand- 
punkt aus  entbehrlich. 

Bei  der  Darstellung  der  äquiformen  Geometrie  endlich  haben 
wir  im  Buch  (Art.  98  ff.)  das  absolute  Verhältnis  zweier  beliebigen 
nicht  parallelen  Strecken  einer  Ebene  als  durch  die  Streckenmessung 
bestimmt  gedacht,  da  diese  ja  in  Art.  14  doch  schon  benutzt  wurde. 
Bei  dem  hier  angedeuteten  Weg  ist  es  jetzt  erst  und  in  anderer 
Weise  zu  definieren,  z.B.  als  Verhältnis  der  orthogonalen  Projek- 
tionen der  Strecken  auf  eine  der  (S.  102  definierten)  Mittellinien  des 
die  beiden  Strecken  tragenden  Geradenpaares.  Hieran  schließt  sich 
dann  wieder  die  Definition  der  Gleichheit  zweier  beliebigen  (abso- 
luten) Strecken,  wodurch  auch  die  Erklärung  des  Ereises  beeinflußt 
wird.  Daß  die  Mittellinien  im  Sinne  der  Anschauung  Winkel- 
halbierende sind,  daß  zwei  „gleiche"  Strecken  zur  Deckung  gebracht 
werden  können,  daß  der  Ereis  (kurz  ausgedrückt)  mit  dem  Zirkel 
beschrieben  werden  kann,  muß  aber  dann  bewiesen  werden  und  er- 
heischt orthogonalmetrische  Eongruenzaxiome. 

Diese  Bemerkungen  im  Anschluß  an  den  zitierten  Aufsatz  zeigen, 
daß  der  von   uns   verfolgte  Weg   durch   geringe  Änderungen   völlig 
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rein  zn  gestalten  ist^  und  daß  dann  auch  die  Beweise  der  wenigen 
im  Buch  vorausgesetzten  elementaren  Sätze  auf  dem  Wege  selbst 
liegen.  

Unserm  gemeinsamen  Freunde  L.  Schlesinger,  der  uns  bei  der 
Korrektur  unterstützt  und  uns  dabei  noch  manchen  wertvollen  Rat 
erteilt  hat,  sagen  wir  auch  an  dieser  Stelle  hierfür  herzlichsten 
Dank.  Ebenso  möchten  wir  nicht  unterlassen,  den  Herren  M.  Pasch, 
R.  Sommer  und  E.  Study  für  die  im  persönlichen  oder  schriftlichen 
Verkehr  dem  einen  von  uns  im  Interesse  des  Buches  gemachten  Be- 
merkungen zu  danken. 

Nicht  zum  wenigsten  aber  fühlen  wir  uns  dem  Hause  B.  G.  Teubner 
verpflichtet,  das  mit  größter  Langmut  uns  die  zur  Arbeit  erforderliche, 
durch  ihre  gemeinsame  Ausführung  erheblich  verlängerte  Zeit  gegönnt 
hat  und  auch  sonst  aUen  unseren  Wünschen  auf  das  Bereitwilligste 
entgegengekommen  ist. 

Aachen  und  Heidelberg,  im  Juli  1905. 

L.  Hefter.    C.  Koehler. 
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1.  [Analysls,    Oeometrle;   Buklldisohe  Ctoometrle.]     Die 

Mathematik  kann,  wenn  von  den  angewandten  Zweigen  abgesehen  wird^ 
in  die  beiden  Hauptgebiete  Analysis  und  Geometrie  eingeteilt 
werden. 

Unter  Analysis  —  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  —  verstehen 
wir  dabei  die  Gesamtheit  der  mathematischen  Disziplinen^  die  sich 
anf  dem  Begriff  der  Zahl  aufbauen.  Der  Name  stammt  von  dem 
Titel  des  Euler  sehen  Werkes  Introductio  in  analysin  infinitorum  (1748). 

Die  Geometrie  untersucht  alle  gesetzmäßig  gestalteten  Gebilde 
des  Baumes  in  bezug  auf  diejenigen  Eigenschaften^  die  ihnen  bei  ge- 
wissen Verwandlungen  treu  bleiben.  Der  Name  ,,Geometrie^^  verrät, 
daß  diese  Wissenschaft  aus  solchen  Problemen  erwachsen  ist,  die  wir 
heute  als  „geodätische^^  bezeichnen  würden.  In  der  Tat  erzählt  uns 
Herodot,  daß  die  alten  Ägypter  durch  die  jährlichen  Nilüber- 
schwemmungen und  die  immer  wieder  auftretende  Notwendigkeit,  die 
einzelnen  Ländereien  gegeneinander  abzugrenzen,  zu  geometrischen 
Betrachtungen  geführt  wurden. 

Wie  in  allen  mathematischen  Disziplinen  wird  auch  in  der  Geo- 
metrie jeder  neue  Begriff  unter  Benutzung  vorangehender  Segriffe 
und  Sätze  definiert,  jeder  neue  Satz  aus  vorangehenden  Begriffen  und 
Sätzen  auf  dem  Wege  rein  logischer  Deduktion  gewonnen.  Geht 
man  in  dieser  Kette  von  Begriffen  und  Sätzen  rückwärts,  so  gelangt 
man  schließlich  zu  Begriffen  und  Sätzen,  die  nicht  mehr  auf  andere 
gestützt  werden  können,  sondern  undefinierbare  Grundbegriffe  und 
imbeweisbare  Grundsätze  oder  Axiome  sind.  Diese  werden  wir 
als  den  idealisierten  Ausdruck  von  Erfahrungsresultaten  betrachten 
müssen,  die,  seit  Jahrtausenden  bestätigt,  voraussichtlich  auch  in  Zu- 
kunft durch  ihre  logischen  Eonsequenzen  niemals  zu  Widersprüchen 
mit  der  Erfahrung  führen  werden.  Da  aber  diese  Begriffe  und  Sätze 
keine  Denknotwendigkeiten  sind,  so  hat  man  den  erfolgreichen 
Versuch  machen  können,  auf  einem  Teil  der  Axiome  ebenfalls 
logisch  widerspruchsfreie  Arten  der  Geometrie  au&ubauen.  Im 
Gegensatz   zu   diesen   nennt   man   die   besondere  Art  der  Geometrie, 

Heffter  a.  Xoehler,  analytische  Oeometrie,  I.  1 
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die  auf  den  schon  von  Euklid  £usammengestellten  Axiomen  beruht^ 
die  Euklidische  Geometrie. 

Hier  wollen  wir  nur  von  Euklidischer  Geometrie  reden. 

2.  [Die  geometrlsohen  Blemente  und  die  drei  elementaren 
Beiiehungen.]  Durch  Vermittlung  unserer  Sinne  kommt  uns  zu- 
nächst nur  die  Existenz  von  Körpern  im  Räume  zum  Bewußtsein 
und  zwar  von  verschiedenen^  d.  h.  wir  unterscheiden  einen  Körper 
von  seiner  Umgebung.  Erst  auf  dem  Weg  der  Abstraktion  gelangen 
wir  von  da  zum  Begriff  der  Fläche,  als  der  Abgrenzung  eines  Körpers 
gegen  seine  Umgebung.  Da  wir  uns  mehrere  Flüchen  vorstellen 
können,  kommen  wir  ebenso  zum  Begriff'  der  Linie  und  endlich  auf 
demselben  Weg  zu  dem  des  Punktes.  Unter  den  Flächen  erscheint 
uns  als  einfachste  die  Ebene,  unter  den  Linien  die  Gerade.  Beide 
denken  wir  uns  völlig  unbegrenzt.  Punkt,  Gerade  und  Ebene  be- 
trachten wir  als  die  uns  gegebenen  geometrischen  Elemente,  und 
wir  denken  uns  den  gesamten  Raum  angetan  mit  allen  möglichen 
Punkten,  Geraden,  Ebenen.  Sie  sind  uns  gewissermaßen  die  Bausteine, 
aus  denen  sich  alle  komplizierteren  Gebilde  im  Raum  zusammensetzen 
oder  erzeugen  lassen. 

Wie  den  Begriff  der  Elemente  selbst,  so  entnehmen  wir  die  Be- 
deutung von  drei  elementaren  Beziehungen  zwischen  ihnen  unserer 
Anschauung^).    Dies  sind: 

1.  Die  Inzidenz  (das  Aneinander-  oder  Lieinanderliegen,  die  ver- 
einigte Lage)  von  zwei  verschiedenartigen  Elementen,  Punkt  und 
Gerade,  Gerade  und  Ebene,  Ebene  und  Punkt.  Wir  nennen  die  Inzidenz 
auch  die  elementare  Beziehung  der  Lage  oder  der  Verknüpfung. 
Die  Feststellung,  ob  zwei  gegebene  Elemente  inzidieren^  ob  z.  B.  ein 
Punkt  auf  einer  Geraden  liegt,  erfolgt  einfach  durch  das  Auge^). 

2.  Die  Parallelität  von  Geraden,  von  Ebenen,  von  Geraden  und 
Ebenen.  Zur  JB^eststellung,  ob  zwei  Elemente,  z.  B.  zwei  Gerade  der- 
selben Ebene  einander  parallel  sind,  bedarf  man  außer  dem  Auge  noch 
eines  zweiten  Instrumentes,  etwa  der  Wasserwage.  Bringt  man  die 
Ebene  jener  beiden  Geraden  in  solche  Lage,  daß  für  die  eine  Gerade 
die  Wasserwage  einspielt,  so  tut  sie  dies  dann  und  imr  dann,  wenn 
die  Geraden  parallel  sind,  auch  für  die  andere  Gerade,  wie  auch  die 
Ebene  noch  um  die  erste  Gerade  gedreht  wird. 

3.  Die  Orthogonalität  oder  das  Aufeinandersenkrechtstehen 
von  Geraden  und  Ebenen,  von  Ebenen,  von  Geraden  (welche  letztere 

1)  Womit  nicht  gesagt  sein  soll,  daß  sie  nicht  zum  Teil  wenigstens  auch 
auf  andere,  der  Anschauang  za  entnehmende  Beziehungen  zurückfährbar  seien. 

2)  Bei  Enriques,  Vorlesungen  über  projektive  Geometrie,  deutsch  von 
Fleischer,  Leipzig  Teubner  1908,  S.  8  werden  solche  Eigenschaften  deshalb 
visuelle  genannt. 
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sich  nicht  zu  schneiden^  d.^.  nicht  mit  einem  und  demselben  Punkt 
zu  inzidieren  bi-auchenj.  Zur  Feststellung  der  Orthogonalität  bedarf 
man  außer  dem  Auge  und  der  Wasserwage  noch  eines  dritten  Instru- 
mentes^ des  Senkbleies. 

8.  [Die  Parallelit&t  und  die  nneigenfUchen  Blemente.] 
Die  Beziehung  der  Parallelität  führt  uns  dazu,  unser  Baumaterial 
zweckmäßigerweise  noch  durch  gewisse  uneigentliche  Elemente 
zu  ergänzen,  von  denen  wir  die  bisher  allein  vorgestellten  Elemente 
als  eigentliche  unterscheiden. 

Parallel  heißen  zwei  Gerade,  die  in  derselben  Ebene  liegen 
(eine  Ebene  gemein  haben)  aber  keinen  eigentlichen  Schnittpunkt  be- 
sitzen. Von  den  beiden,  ebenfalls  der  Anschauung  zu  entnehmenden 
Sätzen  (Grundsätzen) 

la.  Zwei  nicht  identische  Gerade,  die  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  haben  auch  eine  und  nur  eine  Ebene  gemein 
(bestimmen  eine  Ebene) 

Ib.  Zwei  nicht  identische  Gerade,   die  eine  Ebene  ge- 
mein  haben,   haben  auch  einen  und  nur  einen  Punkt  ge- 
mein (bestimmen  einen  Punkt) 
gilt  also  la  ausnahmslos,  Ib  dagegen  nur,   wenn  die  beiden   Ge- 
raden nicht  parallel  sind. 

Um  diese  Ausnahme  zu  beseitigen,  um  also  verschiedenartige 
Erscheinungen  unter  einen  zusammenfassenden  Ausspruch  zu  zwingen, 
trefifen  wir  die  Übereinkunft,  sagen  zu  wollen:  „Zwei  parallele 
Gerade  haben  auch  stets  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein'^, 
der  aber  kein  eigentlicher,  wirklich  existierender  ist  und  deshalb  als 
uneigentlicher  Punkt  bezeichnet  wird.  (Wir  könnten  ihn  auch 
einen  idealen,  gedachten,  fingierten,  imaginären  —  wenn  dieses  Wort 
nicht  schon  in  anderem  Sinne  verbraucht  wäre  —  neimen.)  Da  zu 
jeder  Geraden  Parallele  existieren,  so  müssen  wir  hiemach  jeder 
Geraden  mindestens  einen  uneigentlichen  Punkt  zuschreiben. 

Soll  nun  la  und  Ib  auch  unter  Zulassung  uneigentlicher  Punkte 
aufrecht  erhalten  werden,  so  folgt: 

Zwei  nicht  identische  Gerade,  die  einen  uneigentlichen 
Punkt  gemein  haben,  sind  parallel;  deim  nach  la  liegen  sie  in 
derselben  Ebene,  und  nach  Ib  haben  sie  dann  keinen  eigentlichen 
Punkt  gemein.  Die  Aussprüche  „zwei  eigentliche  Gerade  sind 
parallel''  und  „zwei  eigentliche  Gerade  haben  einen  uneigent- 
lichen Punkt  gemein^'  sind  also  nunmehr  als  völlig  gleichwertig 
zu  betrachten. 

SoU  nun  ferner  der  für  eigentliche  Punkte  stets  gültige  Grundsatz: 
IIa.  Zwei  nicht  identische  Punkte  haben  eine  und  nur 
eine  Gerade  gemein, 

1* 
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auch  bei  Zulassung  uneigentlicher  Punkte  gültig  bleiben,  so  dürfen  wir  in 
jeder  Geometrie,  die  das  Paralleleuaziom  (,,durcli  einen  eigent- 
lichen Punkt  gibt  es  zu  einer  eigentlichen  Geraden  eine  und 
nur  eine  Parallele^')  beibehält,  also  namentlich  in  der  Euklidischen 
Geometrie,  jeder  eigentlichen  Geraden  nur  einen  uneigentlichen  Punkt 
zuschreiben.  Denn  hätte  die  Gerade  g  zwei  yerschiedene  uneigentliche 
Punkte  ü  und  IJ\  so  könnte  man  durch  einen  nicht  mit  g  inzidierenden 
eigentlichen  Punkt  P  die  Parallelen  PTJ  und  Pü"  zu  ^  legen,  die  vonein- 
ander verschieden  wären,  da  sie  sonst  nach  IIa  auch  mit  g  zusammen- 
fallen müßten.  Man  hätte  also  einen  Widerspruch  mit  dem  Parallelenaxiom . 

Somit  müssen  wir  in  der  Euklidischen  Geometrie  sagen: 

Jede  eigentliche  Gerade  besitzt  einen  und  nur  einen 
uneigentlichen  Punkt. 

Alle  einander  parallelen  Geraden  besitzen  folglich  den- 
selben uneigentlichen  Punkt. 

Nicht  parallele  Gerade  haben  voneinander  verschiedene 
uneigentliche  Punkte,  weil  sie,  falls  sie  sich  schneiden,  nach  Ib 
nur  einen  Punkt,  der  ein  eigentlicher  ist,  gemein  haben,  falls  sie 
sich  aber  nicht  schneiden,  dieselben  uneigentlichen  Punkte  besitzen, 
wie  zwei  ihnen  parallele,  einander  schneidende  Gerade. 

Wenn  wir  zwei  'parallele  Gerade  auch  als  Gerade  von  gleicher 
Richtung,  zwei  nicht  parallele  Gerade  als  Gerade  von  verschiedener 
Richtung  bezeichnen,  so  ist  also  der  uneigentliche  Punkt  einer  Ge- 
raden g  auch  als  Repräsentant  der  Richtung  von  g  und  der  g 
enthaltenden  Parallelenschar  aufzufassen. 

Jede  Ebene  E  enthält  nun  unendlich  viele  verschiedene  Richtungen, 
also  unendlich  viele  verschiedene  uneigentliche  Punkte.  Zwei  parallele 
Ebenen  müssen  daher,  da  sie  genau  dieselben  Richtungen  enthalten, 
alle  ihre  uneigentlichen  Punkte  und  nur  diese  gemein  haben. 

Stellen  wir  nun  noch  die  Forderung,  daß  der  für  nicht  parallele 
Ebenen  stets  gültige  Grundsatz: 

IIb.  Zwei  nicht  identische  Ebenen  haben  eine  und  nur 
eine  Gerade  gemein, 
ausnahmslos,  d.  h.  auch  für  parallele  Ebenen,  gültig  bleiben  soll,  so 
folgt,  daß  zwei  parallele  Ebenen  E  und  E',  da  sie  keinen  eigentlichen 
Punkt  gemein  haben,  sich  in  einer  nur  uneigentliche  Punkte  ent- 
enthaltenden oder  uneigentlichen  Geraden  u  schneiden  müssen. 
Diese  muß  alle  uneigentlichen  Punkte  jeder  der  beiden  Ebenen  ent- 
halten, wenn  IIa  und  Ib  auch  für  uneigentliche  Gerade  gültig  bleiben 
sollen.  Denn,  läge  der  uneigentliche  Punkt  ?7'  in  E  außerhalb  w, 
so  besäße  die  durch  einen  eigentlichen  Punkt  P  von  E  und  TJ' 
bestimmte  eigentliche  Gerade  in  TJ'  und  dem  Schnittpunkt  mit  u  zwei 
verschiedene  uneigentliche  Punkte.     Also  haben  wir  die  Folgerungen: 
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Alle  uneigentlichen  Punkte  einer  Ebene  erfüllen  eine 
uneigentliche  Grerade. 

Alle  einander  parallelen  Ebenen  haben  dieselbe  un- 
eigentliche Gerade  (als  Schnittlinie)  gemein. 

Nicht  parallele  Ebenen  enthalten  voneinander  ver- 
schiedene uneigentliche  Gerade^  weil  sie^  wenn  sie  außer  ihrer 
eigentlichen  Schnittlinie  die  uneigentliche  Gerade  gemein  hätten,  nach 
la  identisch  sein  müßten. 

Wenn  wir  zwei  parallele  Ebenen  auch  als  Ebenen  von  gleicher 
Stellung,  zwei  nicht  parallele  Ebenen  als  solche  von  verschiedener 
Stellung  bezeichnen,  so  ist  also  die  uneigentliche  Gerade  einer 
Ebene  E  als  Repräsentant  der  Stellung  von  E  und  der  E  ent- 
haltenden Schar  paralleler  Ebenen  aufzufassen.^) 

Betrachtet  man  endlich  zwei  verschiedene  Ebenen,  die  sich  in 
einer  eigentlichen  Geraden  schneiden,  so  erhält  man  durch  sie  zwei 
verschiedene  uneigentliche  Gerade,  die  einen  uneigentlichen  Punkt 
gemein  haben.  Sie  bestimmen  also  eine  Ebene  (nach  la).  Diese 
kann  keinen  eigentlichen  Punkt  enthalten,  da  es  sonst  eigentliche 
Gerade  gäbe,  die  mehr  als  einen  uneigentlichen  Punkt  besässen.  Wir 
haben  also  eine  von  lauter  uneigentlichen  Punkten  und  Geraden  erfüllte 
Ebene  oder  eine  uneigentliche  Ebene.  Diese  muß  aber  alle  un- 
eigentlichen Punkte  und  Geraden  des  Raumes  enthalten,  da  sonst 
wieder  eigentliche  Gerade  existierten,  die  mehr  als  einen  uneigent- 
lichen Punkt  hätten.    Also  kommen  wir  schließlich  zu  dem  Ergebnis: 

Alle  uneigentlichen  Punkte  und  Geraden  des  Raumes 
erfüllen  die  uneigentliche  Ebene  des  Raumes. 

Dieser  Ausspruch  ergab  sich  als  notwendige  Eonsequenz  der 
Annahme  der  ,^xiome  der  Verknüpfung^'*)  (la,  Ib,  Ha,  IIb)  und  des 
Parallelenaxioms.  Nimmt  man  umgekehrt  eine  einzige  uneigentliche 
Ebene  an,  die  alle  uneigentlichen  Elemente  enthält,  und  setzt  man 
wieder  die  ausnahmslose  Gültigkeit  jener  Axiome  der  Verknüpfung 
voraus,  so  ist  daraus  leicht  zu  folgern,  daß  auch  das  Parallelenaxiom 
gültig  ist.     Also  müssen  wir  sagen: 


1)  Nach  EmfÜhrung  der  uneigentlichen  Geraden  des  Baomes  bemerken 
wir  auBdrücklich,  daß  der  Satz  „zwei  eigentliche  Gerade,  die  einen  uneigent- 
lichen Punkt  gemein  haben,  sind  parallel^^  nicht  auf  uneigentliche  Gerade 
ausgedehnt  werden  soll.  Wenn  es  aber  gelegentlich  dennoch  bequem  erscheint, 
eine  eigentliche  und  eine  uneigentliche  Grerade,  die  einen  uneigentlichen  Punkt 
gemein  haben,  „parallel'^  zu  nennen,  so  mufi  alsdann  der  Satz  „wenn  zwei  Ge- 
rade einer  dritten  parallel  sind,  so  sind  sie  einander  parallel^^  ausdrücklich  auf 
eigentliche  Gerade  beschränkt  werden,  weil  andernfalls  das  Paradoxon  folgen 
würde  „alle  Geraden  sind  einander  parallel^M 

2)  Für  diese  Bezeichnung  vgl.  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie, 
Leipzig  1899,  §  1;  2.  Aufl.  1893. 
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Die  Annahme  einer  einzigen,  alle  uneigentlichen  Ele- 
mente des  Raumes  enthaltenden  Ebene  neben  den  Axiomen 
der  Verknüpfung  ist  der  Annahme  des  Parallelenaxioms 
neben  jenen  äquivalent. 

Man  nennt  die  uneigentlichen  Elemente  des  Baumes  auch  un- 
endlich ferne  Elemente.  Denken  wir  uns  nämlich  (s.  Fig.  1) 
eine  Gerade  g  und  einen  nicht  auf  ihr  liegenden  eigentlichen  Punkt 
Py  um  den  sich  eine  zweite  Gerade  h  in  der  Ebene  Pg  dreht,  so  rückt 
der  Schnittpunkt  gh  weiter  und  weiter  auf  h  hinaus,  je  mehr  sich  h 
der  zu  g  parallelen  Lage  nähert.  Man  bezeichnet  ihn  deshalb  in  dem 
Moment,  wo  h  ||  (parallel)  g,  der  Punkt  gh  also  uneigentlich  ist,  auch 
als  unendlich  fernen  Punkt.  Entsprechend  nennt  man  eine  un- 
eigentliche Gerade  und  die  uneigentliche  Ebene  auch  unend- 
lich ferne  Gerade  bezw.  Ebene. 

Da  femer,   sobald  h  die  zu  g  parallele  Lage  passiert  hat,   der 
Punkt    gh    in    entgegengesetzter    Richtung    auf  g  in   großer    Feme 

wieder  erscheint,  so  müssen  wir  uns  die 
Gerade  als  eine  durch  ihren  uneigent- 
lichen Punkt  (oder  „im  Unendlichen^ 

geschlossene    Linie    vorstellen. *) 

Ebenso  müssen  wir  uns  die  Ebene 
nach  Annahme  der  uneigentlichen  Ge- 

^v ^    raden  als  (im  Unendlichen)  geschlos- 

,^^\v  sene  Fläche*)  und  den  ganzen  Raum 

x^        nach     Annahme     der     uneigentlichen 
Flg.  1.  Ebene  als  (im  Unendlichen)  geschlos- 

senen Raum  denken. 
Mit  den  imeigentlichen  Elementen  haben  wir  —  wenn  der  Ver- 
gleich gestattet  ist  —  das  von  der  Natur  gelieferte  Baumaterial  noch 
durch  künstlich  hergestellte  Bausteine  vermehrt.  Wir  haben  damit 
erreicht^  daß  die  Sätze  la,  Ib,  IIa,  IIb  und  alle  logischen  Folgerungen 
aus  ihnen  in  dem  erweiterten  Bereich  der  Elemente  ausnahmslos 
gelten,  und  daß  wir  statt  von  der  Parallelität  zweier  Elemente 
von  der  Inzidenz  ihres  Schnittelementes  mit  der  uneigent- 
lichen Ebene  reden  können. 

4.  [Die  Orthogonalit&t  und  die  orthogonale  PaArnng  In 
der  nneigenfUchen  Bbene.]    Wie  die  Parallelität  uns  zu  der  un- 


1)  Wir  entnehmen  bei  dieser  nach  der  vorangehenden  Überlegung  plau- 
siblen Vorstellung  m.  a.  W.  der  Anschauung  das  Axiom:  ,,Die  Punkte  einer 
Geraden  können  in  einer  natürlichen  cjklischen  (geschlossenen)  Anordnung  vor- 
gestellt werden."  (Vgl.  Enriques,  Vorl.  über  proj.  Geom.,  deutsch  von 
Fleischer,  Leipzig,  Teubner  1908,  S.  22.) 

2)  Vgl.  hierzu  Boy,  Göttinger  Nachr.  1901,  Heft  1. 
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eigenüiclien  Ebene  mit  ihren  Punkten  und  Geraden  geführt  hat,  so 
führt  uns  die  Orthogonalität  zu  einer  bestimmten  Paarung  zwischen 
allen  uneigentlichen  Punkten  einerseits  und]  allen  uneigentlichen  Ge- 
raden andererseits. 

Sei  e^  irgend  eine  uneigentliche  Gerade,  E  ||  E^  ||  E^  ||  .  .  .  die 
zugehörige  parallele  Ebenenschar,  g  \\  g^  ||  ^2  ||  •  •  •  die  auf  dieser  senk- 
rechte Geradenschar  mit  dem  uneigentlichen  Punkt  6r„,^)  so  sagen 
wir  kurz  „Punkt  G^^  und  Gerade  e^  sind  orthogonal"  (G^J_cJ. 
Entsprechend  ergibt  sich  zu  jedem  uneigentlichen  Punkt  eine  be- 
stimmte zu  ihm  orthogonale  uneigentliche  Gerade  und  zwar  zu  dem 
Punkte  G^  wieder  die  Gerade  e^})  Es  findet  also  in  der  Tat  eine 
bestimmte  Paarung  statt,  die  wir  die  orthogonale  Paarung  der 
uneigentlichen  Punkte  und  Geraden  neimen  wollen. 

Ist  femer  E  _L  E',  so  nennen  wir  auch  ihre  uneigentlichen 
Geraden  c„,  ej  orthogonal  (e^±.ej).  Ist  g  A-g\  so  nennen  wir 
auch  ihre  uneigentlichen  Punkte  orthogonal  (G^^JLGJ). 

Wenn  nun  e/ J_  ej  also  E'J_  E,  also  E'  ||  g  (J_  E)  ist,  so  inzi- 
diert  ej  mit  G^.  Inzidiert  umgekehrt  ej  mit  G^,  so  ißt  E'  ||  g,  also 
E'J_  E,  also  ej  J^e^.  Ebenso  beweist  man,  daß  GJ  dann  und  nur 
dann  J_  G^  ist,  wenn  GJ  mit  e^  (JL  <tJ  inzidiert.  Also  ergibt  sich 
weiter  für  die  Punkte  und  Geraden  der  uneigentlichen  Ebene: 

Ist  ö„_Lc„,  so  sind  alle  und  nur  die  mit  G^  inzidierenden 
uneigentlichen  Geraden  J_  6^  und  alle  und  nur  die  mit  e^  in- 
zidierenden uneigentlichen  Punkte  J_  G^. 

(Hieraus  folgt  noch,  daß  auf  jeder  uneigentlichen  Geraden 
eine  orthogonale  Paarung  aller  mit  ihr  inzidierenden  Punkte, 
in  jedem  uneigentlichen  Punkte  eine  orthogonale  Paarung 
aller  mit  ihm  inzidierenden  uneigentlichen  Geraden  statt- 
findet.) 

Betrachten  wir  also  nicht  nur  die  uneigentliche  Ebene  selbst, 
sondern  auch  die  orthogonale  Paarung  in  ihr  als  gegeben,  so  ist 
nicht  nur  die  Beziehung  der  Parallelität,  wie  wir  im  vorigen 
Artikel  sahen,  sondern  auch  die  Beziehung  der  Orthogonalität  als 
eine  Inzidenzbeziehung  aufzufassen.  Denn  nach  dem  jetzt  Er- 
mittelten müssen  wir  sagen: 

Zwei  Gerade,  zwei  Ebenen,  eine  Gerade  und  eine  Ebene 
(die   eigentlich   sind)    sind   orthogonal,    wenn   sie   mit   zwei 


1)  Dabei  benutzen  wir  also  die  Voraussetzung,  dafi  eine  Gerade,  die  auf 
einer  Ebene  senkrecht  steht,  auch  auf  allen  zu  ihr  parallelen  Ebenen  senkrecht 
steht,  und  daß  alle  auf  einer  Ebene  senkrechten  (Geraden  einander  parallel  sind. 

2)  Dabei  wird  wieder  eine  der  zuletzt  genannten  ähnliche  Voraussetzung 
benutzt. 
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orthogonal  gepaarten  Elementen  der  uneigentlichen  Ebene 
inzidieren. 

6.  [Die  Dnallt&t  Im  Banme.]  Die  Einführang  der  uneigent- 
lichen Elemente  wird  sich  auch  als  zweckmäßig  erweisen,  wenn  wir 
nunmehr  auf  eine  gewisse  Gleichberechtigung  zu  sprechen  kommen, 
die  zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  des  Raumes  besteht,  wäh- 
rend die  Geraden  dabei  eine  neutrale  Rolle  spielen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  die  in  Artikel  3  benutzten  Grundsätze 
und  zwei  aus  ihnen  folgende  Sätze,  die  nach  Einführung  der  un- 
eigentlichen Elemente  sämtlich  ausnahmslos  gelten,  nochmals  paar- 
weise einander  gegenüber: 


Zwei  nicht  identische  Punkte 
bestimmen  eine  Gerade  (IIa). 

Drei  Punkte,  die  nicht  dieselbe 
Gerade  gemein  haben,  bestimmen 
eine  Ebene. 

Zwei  Gerade,  die  einen  Punkt 
gemein  haben,    haben   auch   eine 


Zwei  nicht  identische  Ebenen 
bestimmen  eine  Gerade  (Hb). 

Drei  Ebenen,  die  nicht  dieselbe 
Gerade  gemein  haben,  bestimmen 
einen  Punkt. 

Zwei  Gerade,  die  eine  Ebene 
gemein  haben,  haben  auch  einen 


Ebene  gemein  (la).  i  Punkt  gemein  (Ib). 

Hieraus  sieht  man  einmal,  daß  es  gar  nicht  nötig  ist,  mit  allen 
drei  Arten  von  Elementen  zu  arbeiten,  sondern  daß  man  auch  aus- 
kommt mit  Punkten  allein  und  mit  Ebenen  allein;  denn  durch 
mehrere  geeignet  gewählte  Elemente  der  einen  Art  kommt  man  schon 
zur  Bestimmung  der  Elemente  der  beiden  anderen  Arten. 

Vor  allem  aber  zeigt  ein  Blick  auf  jene  Gegenüberstellung  die 
auffallende  Gleichberechtigung  zwischen  Punkt  und  Ebene  in  dem 
Sinne,  daß  jene  Sätze  links  und  rechts  sich  nur  miteinander  ver- 
tauschen, wenn  man  die  Begriffe  Punkt  und  Ebene  miteinander 
vertauscht,  den  Begriff  Gerade  aber  ungeändert  läßt.  Diese  Gleich- 
berechtigung bezeichnen  wir  als  die  im  Raum  herrschende 
Dualität  oder  als  das  Dualitätsprinzip  im  Raum  und  stellen 
sie  durch  das  Schema  dar: 

Dualität  im  Raum 
Punkt       I     Ebene 
Ebene       '      Punkt 
Gerade  Gerade. 

Zunächst  nur  ein  Ordnungsprinzip,  wird  uns  die  Dualität 
später  für  einen  großen  und  wichtigen  Zweig  der  Geometrie  zu  einem 
Gesetz  werden,  das  aus  jedem  Satz  nur  durch  die  Vertauschung  der 
Begriffe  „Punkt"  und  „Ebene",  gerade  wie  dies  in  jenen  drei  elemen- 
taren Sätzen  oben  möglich  war,  einen  zweiten  ohne  Beweis  abzu- 
lesen gestattet. 
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Je  nachdem  wir  Geometrie  des  Raumes  treiben,  indem  wir  den 
Punkt,  die  Ebene  oder  —  was  oft  auch  zweckmäßig  ist  —  die  Gerade 
als  Ausgangselement  benutzen,  sprechen  wir  von  „Geometrie  im 
Punkt-Raum*',  „im  Ebenen-Raum"  „im  Geraden-(Strahlen-  oder  Linien-) 
Raum"  oder  kurz  auch  von  „Punkt -Geometrie",  „Ebenen -Geometrie", 
„Linien-Geometrie  im  Raum". 

6.  [Ebenes  Feld  und  Bflndel.]  Die  Untersuchung  des  natür- 
lichen Baumaterials  hat  uns  zu  seiner  Ergänzung  und  dann  zur 
Dualität  geführt.  Nim  könnte  der  Bau  selbst  beginnen.  Wie 
aber  der  Baumeister  das  wirklich  im  Raum  zu  errichtende  Gebäude 
erst  beginnt,  wenn  er  sich  über  den  (Jrundriß  und  alle  möglichen 
Querschnitte  vöUig  klar  ist,  so  werden  auch  wir  uns  in  dem  ganzen 
zur  Verfügung  stehenden  Gebiete,  dem  Raum,  erst  dann  erfolgreich 
bewegen  können,  wenn  wir  uns  zuvor  mit  der  Geometrie  in  den  dem 
Raum  untergeordneten  Teilgebieten  vertraut  gemacht  haben.  Als 
ein  solches  erscheint  uns  auf  den  ersten  Blick  allein  die  Ebene, 
aufgefaßt  als  Träger  aller  in  ihr  befindlichen  Punkte  und 
Geraden  oder  Strahlen.  Die  in  diesem  Sinn  als  Inbegriff  ihrer 
Punkte  und  Geraden  aufgefaßte  Ebene  müssen  wir  unterscheiden  von 
der  Ebene  als  geometrischem  Element  im  Raum  und  bezeichnen  sie 
deshalb  auch  als  ebenes  Feld  oder  Feld  (schlechthin).  Dabei  unter- 
scheiden wir  ein  eigentliches  Feld  von  dem  uneigentlichen,  je 
nachdem  die  Ebene  des  Feldes  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Wir 
werden  also  die  Geometrie  im  ebenen  Feld  oder  in  der  Ebene 
der  im  Räume  voranstellen. 

Hier,  im  Feld,  haben  wir  noch  zweierlei  Elemente,  Punkte  und 
Gerade,  und  wir  sehen  aus  den  Sätzen 

Zwei  Punkte  bestimmen  eine  |      Zwei  Gerade  bestimmen  emen 
Gerade,  |  Punkt, 

die  wieder  erst  nach  Einführung   der   uneigentlichen  Elemente  aus- 
nahmslos gelten,   daß  hier  eine  Dualität  zwischen  Punkten  und 
Geraden   besteht,   gerade   wie  im   ganzen  Raum   zwischen  Punkten 
und  Ebenen.     Wir  bezeichnen  sie  durch  das  Schema 
Dualität  im  ebenen  Feld 


Punkt 
Gerade 


Gerade 
Punkt. 


Je  nachdem  wir  die  Geometrie  in  der  Ebene  aufbauen  mit  dem 
Punkt  oder  der  Geraden  als  Ausgangselement,  sprechen  wir  von 
Punkt-Geometrie  oder  Linien-Geometrie  im  ebenen  Feld. 

Ein  Blick  auf  die  Dualität  im  Raum  lehrt  uns  nun  aber,  daß 
der  Ebene  mit  aUen  ihren  Punkten  un4  Geraden  gleichberechtigt 
gegenübersteht    der  Punkt,    aufgefaßt    als    Träger    sämtlicher 
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durch  ihn  hindurchgehenden  Ebenen  und  Geraden.  Dieses 
Gebilde  bezeichnen  wir  als  Bündel  und  unterscheiden  das  eigent- 
liche und  das  uneigentliche  Bündel^  je  nachdem  sein  Träger 
oder  Mittelpunkt  ein  eigentlicher  oder  uneigentlicher  ist.  Beim 
uneigentlichen  Bündel  sind  alle  Strahlen  untereinander  und  alle 
Ebenen  der  Richtung  dieser  Strahlen  parallel.  Genau  wie  oben  er- 
kennen wir  aus  d^n  Sätzen,  die  beim  eigentlichen  Bündel  von 
der  Einführung  der  uneigentlichen  Elemente  völlig  unabhängig  sind, 


Zwei  Gerade  des  Bündels  be- 
stimmen eine  Ebene, 


Zwei  Ebenen  des  Bündels  be- 
stimmen eine  Gerade, 

die  hier  herrschende 

Dualität  im  Bündel 
Ebene       1      Gerade 
Gerade      i      Ebene. 

Man  bemerkt  zugleich,  daß,  wie  Feld  und  Bündel  selbst,  so  auch 
die  in  beiden  herrschenden  Dualitätsprinzipien  nach  der  Raumdualität 
einander  dualistisch  gegenüberstehen.  Dies  werde  der  Übersicht  wegen 
nochmals  durch  ein  besonderes  Schema  veranschaulicht: 

Dualität  im  Raum 
Ebenes  Feld       I  Bündel 

Punkt  I  Gerade      '      Gerade  |  Ebene. 

Wir  werden  also  außer  der  Geometrie  in  der  Ebene  auch  die  im 
Bündel,  als  in  einem  der  Ebene  gleichberechtigten  Teilgebiete  des 
Raumes,  der  Geometrie  im  Raum  selbst  voranstellen. 

7.  [Pnnktreihe,  Bbenenbflschel,  Strahlbflschel.]  Nun  fragen 
wir»  uns  aber  natürlich  weiter,  ob  nicht  im  ebenen  Feld  und  im 
Bündel  nochmals  einfachere  Teilgebiete  enthalten  sind. 

In  der  Tat  erkennen  wir  als  solches  untergeordnetes  Teilgebiet 
im  Feld  die  Gesamtheit  aller  Punkte  in  einer  Geraden  oder  die 
Punktreihe  und  mit  ihr,  nach  der  Dualität  in  der  Ebene,  die 
Gesamtheit  aller  Geraden  durch  einen  Punkt  oder  das  Strahl- 
büschel. Im  Bündel  haben  wir  entsprechend  die  Gesamtheit  aller 
Ebenen  durch  eine  Gerade  oder  das  Ebenenbüschel,  dessen  Träger 
auch  Achse  genannt  wird,  und  die  Gesamtheit  aller  Geraden  in  einer 
Ebene  oder  wiederum  das  Strahlbüschel,  das  in  der  Tat  nach  der 
Raumdualität  sich  selbst  entspricht.  Das  Strahlbüschel  ist  also  im 
Raum  als  die  Gesamtheit  aller  Geraden,  die  einen  Punkt  und  eine 
Ebene  gemein  haben,  definiert.    Es  besitzt  zwei  Träger. 

Eine  Punktreihe  auf  einer  eigentlichen  Geraden  nennen  wir  eine 
eigentliche  Punktreihe,  eine  solche  auf  einer  uneigentlichen 
Geraden  eine  uneigentliche  Punktreihe.     Ein  Strahlbüschel  mit 
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eigenüichem  Mittelpunkt  heiße  eigentliches  Strahlbüschel,  ein 
solches  mit  aneigentlichem  Mittelpunkt  und  eigentlicher  Ebene 
Parallel-Strahlbüschel,  ein  solches  in  der  uneigentlichen  Ebene 
uneigentliches  Strahlbüschel.  Endlich  nennen  wir  ein  Ebenen- 
büschel ein  eigentliches  oder  ein  Parallel-Ebenen büschel^  je 
nachdem  seine  Achse  eigentlich  oder  uneigentlich  ist. 

Diese  drei  Gebilde:  Punktreihe,  Strahlbüschel,  Ebenenbüschel 
enthalten  keine  einfacheren  Teilgebiete  mehr  in  sich,  da  sie  nur  noch 
aus  Elementen  einer  Art  konstituiert  sind,  und  aus  demselben  Grund 
herrscht  innerhalb  dieser  Gebiete  keine  Dualität  mehr.  Sie  sind  die 
einfachsten  Teilgebiete,  die  wir  aus  dem  Raum  absondern  können. 
Die  Geometrie  in  ihnen  wird  man  daher  als  einfachste  an  die  Spitze 
stellen. 

8.  [Klamriflkatlon  der  Oeometrle  nach  dem  benatrten 
Oebiet.]  Hiermit  sind  wir  nun  in  der  Li^e,  eine  Übersicht  über 
die  Einteilung  der  Geometrie  aufzustellen,  wenn  als  Einteilungsprinzip 
das  Gebiet,  in  dem  sie  sich  abspielt,  benutzt  wird.  Wir  bezeichnen 
zu  dem  Ende  noch  die  aus  dem  Raum  ausgesonderten  Teilgebiete 
nach  der  Anzahl  der  Arten  von  Elementen,  die  sie  enthalten,  als 
Grundgebilde  von  bestimmter  Stufe,  nämlich  Punktreihe, 
Ebenenbüschel,  Strahlbüschel  als  Grundgebilde  I.  Stufe,  — 
ebenes  Feld  und  Bündel  als  Grundgebilde  11.  Stufe,  —  endlich 
den  Raum  selbst  aufgefaßt  als  InbegrijBT  aller  seiner  Punkte,  Ebenen, 
Geraden  (wofür  man  auch  räumliches  System  sagt)  als  Grund- 
gebilde m.  Stufe. 

So  erhalten  wir  die  Klassifikation 

A.  Geomdrie  in  den  Grundgdnlden  L  Stufe. 

I.  in  der  Punktreihe,  —  11.  im  Strahlbüschel,  —  HI.  im  Ebenen- 
büschel. 

B.  Geometrie  in  den  Grundgehilden  IL  Stufe. 

I.  Punkt-  und  Liniengeometrie  im  Feld,   —  11.  Ebenen-  und 
Strahlengeometrie  im  Bündel. 

C.  Geometrie  im  Grundgebilde  HL  Stufe  (im  Raum,  im  räum- 
lichen System). 

I.  Punkt  und  Ebenengeometrie  im  Raum,  —  11.  Liniengeo- 
metrie im  Raum. 

Diese  Einteilung  wird  einen  Leser,  der  bisher  nur  mit  der 
Elementargeometrie  yertraut  ist,  an  die  dort  übliche  Unterscheidung 
von  Planimetrie  und  Stereometrie  erinnern.  In  der  Tat  ist 
B.  L  nichts  anderes  als  Planimetrie,  G.  nichts  anderes  als  Stereo- 
metrie. 
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0.  [Projektlye,  afBne,  ftqnifbrme  Traasfonnatlon.]  Hatten 
wir  hier  eine  Klassifikation  der  Geometrie  nach  dem  Gebiet^  in  dem 
sie  sich  abspielt,  so  wollen  wir  jetzt  nach  dem  Inhalt,  nach  der  Art 
der  Beziehungen  zwischen  den  Elementen,  mit  denen  sie  sich  befaßt, 
unterscheiden  und  müssen  dazu  auf  den  Begriff  der  Transformationen 
des  Raumes  eingehen. 

Schon  in  Artikel  1  wurde  angedeutet,  daß  wir  uns  in  der  Geo- 
metrie nicht  für  die  Eigenschaften  interessieren,  die  an  einer  indi- 
viduellen Figur,  d.  h.  einem  individuellen  System  von  Punkten,  Ge- 
raden, Ebenen  haften,  sondern  nur  für  solche,  die  ihr  bei  gewissen 
Verwandlungen  treu  bleiben.  Die  allgemeinsten  Verwandlungen 
oder  Transformationen,  die  wir  bei  einer  Figur  in  der  Ebene,  im 
Bündel  oder  im  Baum  zulassen,  sollen  den  folgenden  Einschränkungen 
unterliegen.  Da  wir  Punkt,  Gerade,  Ebene  ein  für  aUe  Mal  als  geo- 
metrische Elemente  hingestellt  haben  und  beibehalten  wollen,  —  man 
könnte  z.  B.  statt  der  Ebenen  und  Geraden  auch  Kugeln  und  Kreise 
als  geometrische  Elemente  einführen  —  so  müssen  wir  zunächst  die 
Forderung  erheben: 

1.  Jedes  Element  (Punkt,  Gerade,  Ebene)  geht  wieder  in 
ein  Element  und  zwar  in  eines  von  gleicher  Art  über.  Eine 
Gerade  darf  hiemach  z.  B.  nie  in  eine  gekrümmte  Linie  übergehen. 

Damit  femer  die  in  einer  Figur  enthaltenen  Verknüpfungen  ver- 
schiedenartiger Elemente  miteinander  nicht  gelöst  werden,  fordern  wir 
weiter: 

2.  Zwei  miteinander  inzidierende  Elemente  gehen  wie- 
der in  zwei  solche  über,  kurz  ausgedrückt:  alle  Inzidenzen 
bleiben  erhalten. 

Eine  Transformation,  die  den  Bedingungen  1.  und  2.  ge- 
nügt, aber  sich  nicht  blos  auf  einen  Teil  der  Elemente,  also  nicht 
nur  auf  einzelne  Figuren,  sondern  auf  alle  Elemente  des  betrach- 
teten Gebildes  ü.  oder  IQ.  Stufe  erstreckt,  nennen  wir  eine 
kollineare  Transformation  dieses  Gebildes*),  weü  bei  ihr  z.  B. 
den  Punkten  einer  Geraden  immer  wieder  die  Punkte  einer  Geraden 
entsprechen. 

Bei  einer  kollinearen  Transformation  des  ganzen  Raumes  erleidet 
nach  der  Definition  auch  jedes  in  ihm  enthaltene  Grundgebilde 
n.  Stufe  eine  kollineare  Transformation.  Bei  einer  koUinearen  Trans- 
formation des  Raumes  oder  eines  Gebildes  IL  Stufe  erleidet  auch 
jedes  darin  enthaltene  Grundgebilde  L  Stufe  eine  Transformation  in 
ein  gleichartiges  Gebilde,  die  wir  auch  eine  kollineare  Trans- 
formation  nennen  wollen.     Wir  haben  aber  damit  die  koUineare 


1)  Vgl.  Möbius,  Barycentrißcher  Calcül  (1827)  §  217,  Ges.  Werke  Bd.  I. 
Leipzig  1885,  S.  266. 
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Transformation  eines  Grandgebildes  I.  Stufe  nichi?  selbständig ,  d.  lu 
unabhängig  von  der  kollinearen  Transformation  eines  Gebildes 
höherer  Stufe,  dem  jenes  angehört,  erklärt.  Dies  wird  jedoch  ge- 
lingen, wenn  wir  jetzt  auf  die  wichtigen  Operationen  des  Proji- 
zierens  und  Schneidens  eingehen. 

Man  projiziert  ein  ebenes  Feld  E  und  alle  in  ihm  ent- 
haltenen Figuren  Ton  einem  außerhalb  der  Ebene  des  Feldes 
liegenden  Punkte  P  aus,  indem  man  von  P  die  Strahlen  durch 
die  Punkte,  die  Ebenen  durch  die  Geraden  Ton  E  legt.  Durch  Pro- 
jektion einer  Punktreihe  entsteht  also  ein  Strahlbüschel,  durch  Pro- 
jektion eines  Strahlbüschels  ein  Ebenenbüschel,  durch  Projektion  des 
ganzen  ebenen  Feldes  ein  Bündel. 

Man  schneidet  ein  Bündel  und  alle  in  ihm  enthaltenen 
Figuren  durch  eine  dem  Bündel  nicht  angehörige  Ebene, 
indem  man  in  ihr  die  Schnittpunkte  mit  den  Strahlen  und  die 
Schnittlinien  mit  den  Ebenen  des  Bündels  bestimmt.  Der  Schnitt 
eines  Strahlbüschels  ist  also  eine  Punktreihe,  der  Schnitt  eines 
Ebenenbüschels  ein  Strahlbüschel,  der  Schnitt  des  ganzen  Bündels 
ein  ebenes  Feld.^) 

Statt  duaüstisch  z.  B.  das  ebene  Feld  und  das  Bündel  neben- 
einander entstehen  zu  lassen  (s.  Artikel  6),  können  wir  also  auch 
durch  Projizieren  oder  Schneiden  das  eine  aus  dem  anderen  erzeugen. 
Natürlich  stehen  diese  beiden  Operationen  selbst  einander  dualistisch 
gegenüber. 

Geht  man  nun  durch  beliebiges,  beliebig  offc  wiederholtes  Proji- 
zieren und  Schneiden  yon  einem  Gebilde  L  oder  II.  Stufe  zu  einem 
anderen  gleichartigen  oder  ungleichart^en  über,  so  nennt  man  das 
eine  projektive  Transformation  des  Gebildes.  Daß  die  pro- 
jektive Transformation  eines  Gebildes  11.  Stufe  (und  folglich  auch 
die  eines  Gebildes  I.  Stufe),  die  zu  einem  gleichartigen  Gebilde 
fahrt,  —  und  an  diesen  Fall  wollen  wir  einstweilen  bei  der  Bezeich- 
nung „projektive  Transformation"  allein  denken  —  eine  kollineare 
ist,  daß  sie  also  die  Bedingungen  1.  und  2.  erfüllt,  ist  unmittel- 
bar zu  erkennen.  Daß  aber  auch  umgekehrt  jede  koUineare  Trans- 
formation eines  Gebildes  11.  oder  I.  Stufe  projektiv  ist,  d.  h.  durch 
eine  Reihenfolge  von  Projektionen  und  Schnitten  erzielt  werden  kann, 
ist  die  Aussage  eines  fundamentalen  Satzes,  den  wir  erst  später 
(Artikel  75,  76)  beweisen  können. 

1)  Häufig  spricht  man  auch  noch  vom  Projizieren  einer  Punktreihe 
von  einer  Geraden  aus  und  vom  Schneiden  eines  Ebenenbüschels 
mit  einer  Geraden;  doch  bieten  diese  Operationen  prinzipiell  nichts  neues,  da 
sich  ihr  Eifekt  stets  durch  ein-  oder  zweimalige  Ausfährung  von  einer  der  beiden 
oben  genannten  erzielen  läßt. 
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Infolgedessen  wollen  wir  aber  schon  jetzt  die  Namen  „kollineare" 
und  ,,projektive"  Transformation  bei  den  Gebilden  1.  und  11.  Stufe 
als  Synonyma  benutzen  und  haben  also  nun  auch  für  die  kollineare 
Transformation  der  Gebilde  I.  Stufe  ^  indem  wir  sie  als  projektiye 
Transformation  auffassen^  eine  selbständige  Definition.  Das  ist 
wichtig  für  uns,  weil  wir  ja  mit  der  Geometrie  in  den  Gebilden 
I.  Stufe  beginnen  wollen.  Auch  beim  Gebilde  III.  Stufe,  dem  liaum, 
wollen  wir  die  kollineare  Transformation  gleichbedeutend  auch  „pro- 
jektiv" nennen,  obwohl  wir  den  ganzen  Raum  (ohne  aus  ihm  heraus- 
zutreten) nicht  mehr  projizieren  können. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  projektive  oder  koUineare  Trans- 
formation des  Raumes  ausgeführt,  die  wir  mit  T  bezeichnen  wollen, 
danach  eine  andere,  die  mit  Z"  bezeichnet  werde,  so  ist  die  Aufein- 
anderfolge dieser  beiden  Transformationen,  die  wir  durch  TT'  an- 
deuten wollen,  offenbar  selbst  wieder  eine  projektive  Transformation, 
die  mit  T"  bezeichnet  werden  möge,  sodaß  man  schreiben  kann 

rprp'    /TT" 

Wegen  dieser  Eigenschaft  aller  projektiven  Transformationen  des 
Raumes,  daß  die  Aufeinanderfolge  oder  Zusammensetzung 
irgend  zweier  von  ihnen  immer  wieder  eine  projektive 
Transformation  darstellt,  nennt  man  ihre  Gesamtheit  die 
Oruppe^)  der  projektiven  Transformationen  des  Raumes 
oder  kürzer  die  projektive  Gruppe  des  Raumes. 

Legen  wir  nun  den  projektiven  Transformationen  des  Raumes 
die  Beschränkung  auf,  daß  sie,  im  übrigen  noch  beliebig,  nur  eigent- 
liche Elemente  immer  wieder  in  eigentliche,  uneigentliche 
immer  wieder  in  uneigentliche  Elemente  (kurz  die  uneigent- 
liche Ebene  in  sich  selbst)  wofür  wir  auch  sagen  können,  parallele 
Elemente  immer  wieder  in  parallele,  nicht  parallele  immer  wieder  in 
nicht  parallele  Elemente  überführen  sollen,  so  sondern  wir  aus  der 
projektiven  Gruppe  eine  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  von  Trans- 
formationen aus,  die  sogenannte  affine  Untergruppe  oder  die 
Gruppe  der  affinen  Transformationen  des  Raumes.  Während 
also  eine  beliebige  projektive  Transformation  des  Raumes  auch  den 
oder  die  Träger  eines  Gebildes  I.  oder  U.  Stufe  aus  einem  eigent- 
lichen in  einen  imeigentlichen  verwandeln  kann  und  umgekehrt,  so 
ist  das  bei  einer  affinen  Transformation  nicht  der  FalL  Wir  können 
deshalb  die  affine  Transformation  eines  Gebildes  I.  und 
n.  Stufe  auch  selbständig  (d.  h.  unabhängig  von  der  affinen  Trans- 


1)  Ober  den  allgemeinen  Begriff  der  Gruppe  vgl.  z.  B.  Weber,  Elliptische 
Funktionen  und  algebraische  Zahlen,  Braunschweig,  Yieweg  1891,  8.  173. 
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formation  des  ganzen  Ranmes)  definieren  als  eine  solche  projek- 
tive, die  den  eigentlichen  oder  uneigentlichen  Charakter 
der  Träger  und  aller  Elemente  ungeändert  läßt.  Da  im 
eigentlichen  Strahl-  und  Ehenenbüschel  und  Bündel  nur  eigentliche, 
in  der  uneigentlichen  Punktreihe,  dem  uneigentlichen  Strahlbüschel 
und  dem  uneigentlichen  Feld  aber  nur  uneigentliche  Elemente  vor- 
handen sind,  so  ist  also  für  diese  Gebilde  der  auf  die  Elemente 
bezügliche  Teil  der  vorangehenden  Definition  überflüssig,  und  wir 
sehen,  daß  für  die  sechs  genannten  Gebilde  die  affine  Transformation 
sich  von  der  projektiven  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Träger 
ihren  Charakter  nicht  ändern  dürfen. 

Legen  wir  nun  den  affinen  Transformationen  des  Baumes  die 
weitere  Beschränkung  auf,  daß  je  zwei  orthogonale  Elemente 
wieder  in  solche  übergehen  sollen,  m.  a.  W.  daß  nicht  nur  die 
uneigentliche  Ebene  als  solche,  sondern  auch  die  orthogonale 
Paarung  in  ihr  erhalten  bleiben  soll,  so  sondern  wir  aus  der  af- 
finen Gruppe  nochmals  eine  in  ihr,  ^so  auch  in  der  projektiven 
Gruppe  enthaltene  Untergruppe  aus,  die  wir  die  äqui forme  Unter- 
gruppe oder  die  Gruppe  der  äquiformen  Transformationen 
des  Raumes  nennen  wollen.  Es  wird  sich  nämlich  später  zeigen, 
daß,  wenn  jedes  orthogonale  Paar  zweier  Ebenen,  zweier  Geraden 
durch  denselben  Punkt,  einer  Ebene  und  einer  Geraden  wieder  in  ein 
orthogonales,  also  ein  dem  ersten  kongruentes  Paar  übergeht,  dann 
überhaupt  jedes  Paar  zweier  Ebenen,  zweier  Geraden  durch  denselben 
Pimkt,  einer  Ebene  und  einer  Geraden  in  ein  kongruentes  Paar  über- 
geht. Zwei  in  dieser  Beziehung  zueinander  stehende  Figuren  nennen 
wir  aber  geometrisch  ähnlich,  und  deshalb  ist  die  Bezeichnung 
„äquiforme  Transformation"  gerechtfertigt,  da  die  Worte  „äquiform" 
und  „ähnlich^^  völlig  gleichen  Sinn  haben.  ^) 

Die  äquiforme  Transformation  der  Gebilde  I.  und  II.  Stufe  kann 
unabhängig  von  derjenigen  des  ganzen  Raumes  und  genau  ebenso  wie 
diese  definiert  werden.  Da  aber  in  der  eigentlichen  Punktreihe,  im 
Parallel- Strahl-  und  Parallel-Ebenenbüschel  Orthogonalitäten  nicht 
auftreten,  so  sind  für  diese  Gebilde  und  nur  für  sie  affine  und  äqui- 
forme Transformation  identisch. 

Mit  der  äquiformen  Gruppe  des  Raumes  sind  wir,  wie  sich  im 
nächsten  Artikel  zeigen  wird,  bis  auf  einen  später  zu  machenden 
Zusatz  bei  den  speziellsten  Transformationen  angelangt,  die  uns  noch 
interessieren.     Die  Stufenfolge   der  projektiven,   affinen,   äquiformen 

1)  Statt  „äquifonn^'  würden  wir  einfacher  und  völlig  sinngemäß  ,,konform^' 
sagen,  wenn  dieses  Wort  nicht  leider  schon  in  dem  allgemeineren  Sinn  von 
,,isogonal'%  d.  h.  „in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich''  (gegen  seine  sprachliche 
Bedeutong!)  eingebürgert  wäre. 
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Gruppe  Ton  Transformationen  haben  wir  durch  successive  Benutzung 
der  drei  elementaren  Beziehungen  der  Inzidenz^  Parallelität^  Ortho- 
gonalität  gewonnen.  Das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  drei  Gruppen^ 
d.  h.  der  Umstand,  daß  die  affine  Gruppe  eine  Untergruppe  der  pro- 
jektiyeu;  die  äquiforme  eine  Untergruppe  der  affinen  ist,  möge  end- 
lich durch  eine  schematische  Figur  veranschaulicht  werden: 

Projektive  Gruppe. 


Äquiforme 
Gruppe. 

Affine  Gruppe. 

10.  [Projektive,  afBne,  ftqulforme  Geometrie.]  Ent- 
sprechend den  drei  Abstufungen  von  Transformationsgruppen  unter- 
scheiden wir  nun  drei  Abstufungen  in  der  Geometrie  selbst  und 
nennen^)  bezw. 

projektive  —  affine  —  äquiforme  Geometrie 
den   Inbegriff  der   Beziehungen   zwischen   den   Elementen^ 
die  bezw.  bei  der  Gruppe  aller  projektiven,   affinen,   äqui- 
formen  Transformationen  erhalten  bleiben. 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  zunächst,  daß  in  der  projek- 
tiven Geometrie  weder  von  Parallelität  noch  von  Orthogonsäität  die 
Rede  sein  kann;  denn  sowohl  die  eine  wie  die  andere  kann  durch 
geeignete  projektive  Transformationen  zerstört  werden.  Es  kann  mit 
andern  Worten  in  der  projektiven  Geometrie  kein  Unterschied 
zwischen  eigentlichen  und  uneigentlichen  Elementen  bestehen,  ge- 
schweige denn  von  der  orthogonalen  Paarung  in  der  uneigentlichen 
Ebene  die  Bede  sein.  Es  kann  überhaupt  in  der  projektiven  Geo- 
metrie keinerlei  ausgezeichnete  (absolute)  Elemente  geben,  da  durch 


1)  Ganz  im  Sinne  von  F.  Klein,  Programm,  Erlangen  1872  (s.  auch  Math. 
Ann.  Bd.  48)  und  in  völliger  Übereinstimmung  mit  der  Definition  desselben  Geo- 
meters  in  der  autographierten  Vorlesung  über  Zahlentheorie  W.  S.  1895/6,  S.  60  ff. 
Klein  nennt  in  der  Regel  „elementare  Geometrie**  und  „H^uptgruppe**,  was 
hier  „äquiforme  Geometrie**  und  „äquiforme  Gruppe**  genannt  wird.  —  Auch 
auf  £.  Study,  Über  Bewegongsinvarianten  und  elementare  Geometrie,  Leipz. 
Ber.  1896,  S.  649  ff.,  und  desselben  Autors  Geometrie  der  Dynamen  (Leipzig, 
Teubner  1901,  11.  Abschnitt)  muß  hier  Terwiesen  werden.  Wir  begründen  auf 
S.  18  f.,  weshalb  wir  für  unsere  Zwecke,  abweichend  von  Study,  nicht 
alle  reellen  Gruppen,  die  zwischen  der  projektiven  und  der  Gruppe  der  Be- 
wegungen liegen,  benutzen.  —  Vgl.  endlich  Jahresber.  d.  Deutsch.  Math.-Ver. 
1903,  S.  490  ff. 
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projektive  Transformation  jedes  Element  in  jedes  andere  übergefQkrt 
werden  kann. 

Wir  sind  aber  im  stände^  den  Inhalt  der  projektiven  Geometrie 
auch  in  positiver  Weise  zu  kennzeichnen.  Da  nämlich  eine  jedes 
Element  in  ein  gleichartiges  überführende  Transformation  allein 
durch  die  Erhaltung  aller  Inzidenzen  als  koUinear  oder  projektiv 
charakterisiert  ist  (s.  Artikel  9)^  so  mufi  überhaupt  jede  bei  allen 
projektiven  Transformationen  unzerstörbare  Beziehung  zwischen  den 
Elementen^  also  jede  projektive  Beziehung  sich  lediglich  auf 
die  elementare  Beziehung  der  Inzidenz  zurückführen  lassen, 
d.  h.  eine  Kombination  oder  eine  logische  Folge  von  Inzi- 
denzen sein.  Dieser  wichtige  Schluß  kann  in  folgender  Form  aus- 
führlicher dargelegt  werden:  Ist  A  eine  projektive  Beziehung  zwischen 
Elementen,  so  folgt  nach  den  Definitionen  der  projektiven  Trans- 
formation und  der  projektiven  Beziehung  allein  aus  der  Erhaltung 
aller  Inzidenzen  bei  einer  Transformation  T  die  Erhaltung  von  Ä  bei 
dieser  Transformation.  Besäße  aber  A  ein  Merkmal  M,  das  nicht 
eine  Folge  von  Inzidenzen  wäre,  so  würde  dessen  Erhaltung  und  da- 
mit die  von  A  selbst  noch  nicht  aus  der  Erhaltung  aller  Inzidenzen 
bei  T  folgen.  Mithin  muß  A  eine  Kombination  von  Inzidenzen  oder 
eine  logische  Folge  von  solchen  sein. 

Umgekehrt  ist  eine  Beziehung  zwischen  den  Elementen, 
die  sich  allein  auf  Inzidenzen  zurückführen  läßt,  und 
deren  Begriff  kein  Element  auszeichnet,  projektim^  denn  sie 
bleibt  bei  allen  projektiven  Transformationen  erhalten. 

Weil  also  alle  projektiven  Beziehungen  allein  auf  die  elementare 
Beziehung  der  Inzidenz  zurückführbar  sind,  nennen  wir  die  projektive 
Geometrie  gleichbedeutend  auch  Geometrie  der  Inzidenzen. 

In  der  affinen  Geometrie  femer  sind  die  uneigentlichen  Ele- 
mente unter  der  Gesamtheit  aller  Elemente  ausgezeichnet;  denn  sie 
behalten  bei  allen  affinen  Transformationen  ihren  uneigentlichen  Cha- 
rakter. Die  Parallelität  ist  also  eine  Beziehung,  die  in  der  affinen 
Geometrie  zur  Inzidenz  hinzutritt.  Di^egen  kann  wieder  von  Ortho- 
gonalitäten  oder  von  der  orthogonalen  Paarung  in  der  affinen  Geo- 
metrie noch  nicht  die  Bede  sein,  weil  ein  orthogonales  Elementen- 
paar bei  einer  geeigneten  affinen  Transformation  in  ein  nicht  ortho- 
gonales übergeführt  werden  kann.  Überhaupt  kann,  abgesehen  davon, 
daß  eigentliche  Elemente  immer  wieder  in  eigentliche,  uneigentliche 
immer  wieder  in  uneigentliche  übergehen  müssen,  durch  eine  affine 
Transformation  jedes  Element  in  jedes  beUebige  andere  übergeführt 
werden.  Und  durch  einen  genau  analogen  Schluß  wie  bei  der  projek- 
tiven Geometrie  gelangen  wir  zu  dem  Resultat: 

Jede    affine  Beziehung    zwischen    den   Elementen    läßt 

H«fft«r  n.  Ko«hl«r,  analytisch«  G«om«tri«,  L  2 
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sich  allein  auf  die  beiden  elementaren  Beziehungen  der 
Inzidenz  und  der  Parallelität  zurückführen  oder  —  w.  d.  i. 
(b.  Art.  3)  —  allein  auf  die  elementare  Beziehung  der  Inzi- 
denz^ wenn  noch  die  uneigentlichen  Elemente  ausgezeichnet 
werden. 

Umgekehrt  ist  eine  Beziehung  zwischen  den  Elementen, 
die  sich  allein  auf  Inzidenzen  und  Parallelitäten  zurück- 
führen läßt,  und  deren  Begriff  außer  den  durch  die  Paralleli- 
tät ausgezeichneten  uneigentlichen  Elementen  kein  Element 
auszeichnet,  affin;  denn  sie  verträgt  alle  affinen  Transformationen. 

Wenden  wir  uns  endlich  zur  äquiformen  Geometrie,  so  ist 
bei  ihr  nicht  nur  die  uneigentliche  Ebene  selbst,  sondern  auch  die 
orthogonale  Paarung  ihrer  Elemente  ausgezeichnet,  weil  sie  bei  allen 
äquiformen  Transformationen  erhalten  bleibt.  Bei  ihr  tritt  also  nun 
auch  die  Orthogonalität  auf,  aber  auch  weiter  keine  neue  Beziehung. 
Denn  wiederum  durch  denselben  Schluß  kommen  wir  zu  der  Aussage: 

Jede  äquiforme  Beziehung  zwischen  den  Elementen 
läßt  sich  allein  auf  die  drei  elementaren  Beziehungen  der 
Inzidenz,  der  Parallelität  und  der  Orthogonalität  zurück- 
führen oder  —  w.  d.  i.  (s.  Artikel  3,  4)  —  allein  auf  die  Be- 
ziehung der  Inzidenz,  wenn  nicht  nur  die  uneigentlichen 
Elemente  selbst,  sondern  auch  ihre  orthogonale  Paarung 
ausgezeichnet  wird.^) 

Wir  «rörtem  jetzt  die  wichtige  Frage,  ob  wir  mit  der  äqui- 
formen Geometrie  den  Bereich  derjenigen  Beziehungen,  denen 
ein  eigentlich  geometrisches  Interesse  zukommt,  bereits  er- 
schöpfen? Zu  dem  Ende  betrachten  wir  außer  unseren  drei  ele- 
mentaren eine  weitere  Beziehung:  die  Entfernung  zweier  eigent- 
lichen Punkte.  Legen  wir  den  äquiformen  Transformationen  noch 
die  Beschränkung  auf,  daß  alle  Entfernungen  ungeändert  bleiben 
sollen,  so  erhalten  wir  also  die  Untergruppe  derjenigen  Trans- 
formationen, die  jedes  Strahlen-  bezw.  Ebenenpaar  in  ein  kon- 
gruentes (s.  Artikel  9)  und  jede  Entfernung  in  eine  gleiche  über- 
führen. Eine  solche  Transformation  ist  aber  für  die  Gebilde  I.  und 
n.  Stufe  eine  kongruente,  d.  h.  zwei  durch  eine  solche  Trans- 
formation miteinander  verknüpfte  Gebilde  I.  und  11.  Stufe  können, 
wie  später  bewiesen  werden  wird,  vermittelst  einer  Bewegung 
durch  den  Baum  so  zur  Deckung  gebracht  werden,  daß  je  zwei  ent- 
sprechende Elemente  zusammenfallen.  Zwei  kongruente  Gebilde 
I.   oder  n.  Stufe    unterscheiden    sich    m.   a.  W.     nur    noch    durch 


1)  Eine   ümkehrung   dieses   Satzes   werden   wir   erst   später   aussprechen 
können. 
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ihre  Lage  im  Raum.  Da  aber  die  Lage  einer  Figur  im  Raum 
sicherlich  kein  geometrisches  Interesse  mehr  besitzt^  so  steht  zunächst 
fest,  daß  wir  bei  den  Gebilden  L  und  II.  Stufe  über  die  kongruenten 
Transformationen,  bezw.  über  die  bei  ihnen  inyarianten  Beziehungen^ 
deren  Gesamtheit  wir  als  ,,Eongruenz-Geometrie^^  bezeichnen  könnten, 
sicher  nicht  hinauszugehen  brauchen. 

Da  aber  die  in  der  „Kongruenz- Geometrie^'  zu  den  äquiformen 
hinzukommenden  Beziehungen  nach  unserm  oft  benutzten  Schlüsse 
sich  sämtlich  auf  die  drei  elementaren  Beziehungen  und  auf  Ent- 
fernungen zurückführen  lassen  müssen,  so  fügen  sie  nur  noch  Aus- 
sagen über  die  absolute  Größe  von  Figuren  hinzu,  denen  auch 
schon  ein  geometrisches  Interesse  abgesprochen  werden  muß.*)  Wir 
brauchen  also  schon  auf  die  kongruenten  Transformationen'),  auf  die 
Entfernung  und  damit  auf  alle  diejenigen  Beziehungen,  zu  deren  Fest- 
stellung ein  Messen  im  engeren  Sinne,  ein  ein  für  alle  Mal 
festgesetzter  Maßstab,  nicht  nur  Auge,  Wasserwage,  Senkblei 
erforderlich  wäre"),  nicht  mehr  einzugehen.  Somit  kommen  wir  zu 
dem  Ergebnis: 

In  den  Gebilden  I.  und  11.  Stufe  erschöpft  die  äquiforme 
Geometrie  den  Bereich  derjenigen  Beziehungen,  denen  ein 
eigentlich  geometrisches  Interesse  zukommt,  und  die  drei 
elementaren  Beziehungen  der  Inzidenz,  Parallelität  und 
Orthogonalität  sind  auch  hinreichend,  um  diesen  Bereich 
erschöpfend  zu  kennzeichnen. 

Für  die  Gebilde  I.  und  11.  Stufe  kann  daher  die  in  Artikel  1 
aufgestellte  Definition  der  Geometrie  jetzt  dahin  präzisiert  werden: 
Die  Geometrie  in  den  Gebilden  I.  und  11.  Stufe  untersucht 
alle  Figuren  in  diesen  Gebilden  in  bezug  auf  diejenigen 
Eigenschaften,  die  ihnen  wenigstens  bei  allen  äquiformen 
Transformationen  treu  bleiben. 

Diese  Aussprüche  werden  für  das  Gebilde  III.  Stufe,  den  Raum, 
eine  leichte  Modifikation  erfahren,  die  wir  uns  bis  zur  eingehenden 
Behandlung  der  Geometrie  im  Raum  aufsparen  wollen. 

Wir  lassen  noch  eine  Reihe  von  Bemerkungen  folgen: 

a)  Aus    dem    gegenseitigen   Verhalten    der    drei    Gruppen    des 


1)  Daß  z.  B.  die  Kongnienzsätze  der  ebenen  Geometrie  schon  in  die  äqui- 
forme, nicht  etwa  erst  in  die  „Kongruenz -Geometrie**  gehören,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung. 

2)  Ebenso  zeigt  man,  daß  es  nicht  nötig  ist,  auf  die  Gruppe  der  äqui- 
affinen  Transformationen,  eine  Untergruppe  der  affinen  Gruppe,  und  die 
Flächengröße  in  der  Ebene  einzugehen. 

3)  Das  sind  diejenigen  Beziehungen,  die  wir  mit  F.  Klein  zutreflFend  nur 
noch  als  geodätische,  nicht  mehr  als  geometrische  bezeichnen  möchten. 

2* 
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Torigen  Artikels^  nämlich  daraus,  daß  jede  a£Bbie  Transformation  eine 
projektive  (nicht  umgekehrt)  jede  äquLforme  Transformation  eine  af- 
fine (nicht  umgekehrt)  ist^  schöpfen  wir  einen  Aufschluß  über  das 
gegenseitige  Verhalten  der  drei  Bereiche  geometrischer  Beziehungen: 
Jede  projektive  Beziehung  ist  zugleich  affin  und  äquiform^ 
nicht  umgekehrt;  jede  affine  Beziehung  ist  zugleich  äqui- 
form^  nicht  umgekehrt. 

Meist  werden  alle  diejenigen  geometrischen  Beziehungen^  die 
nicht  projektiv  sind^  als  metrische  bezeichnet;  weil  man  sich  zu 
ihrer  Feststellung  einer  Messung  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
zu  bedienen  pflegt.  Da  man  aber  auch  das  Operieren  mit  Wasser- 
wage und  Senkblei  als  ein  Messen  im  weiteren  Sinne  bezeichnen 
kann,  so  werden  wir  bisweilen,  —  was  sich  nach  dem  Vorangehenden 
von  selbst  rechtfertigt,  —  den  Teil  der  affinen  Geometrie,  der  nicht 
zugleich  projektiv  ist,  Parallelmetrik,  den  Teil  der  äquiformen 
Geometrie,  die  nicht  zugleich  affin  ist,  Orthogonalmetrik  nennen. 
Wir  können  also  die  drei  Abstufungen  der  Geometrie  durch  ein 
Schema  veranschaulichen,  dessen  Unterschied  von  dem  des  vorigen 
Artikels  für  die  drei  Gruppen  wohl  zu  beachten  ist. 

Äquiforme  Geometrie. 


Projektive 
Geometrie. 

Parallel- 
metrik. 

Orthogonal- 
metrik. 

Affine  Geometrie. 


b)  Da  nach  den  Sätzen  zu  Anfang  dieses  Artikels  jede  parallel- 
metrische,  bezw.  orthogonalmetrische  Beziehung  als  Inzidenzbeziehung 
aufgefaßt  werden  konnte,  bei  der  aber  die  uneigentliche  Ebene  bezw. 
auch  noch  die  orthogonale  Paarung  innerhalb  der  uneigentlichen 
Ebene  ausgezeichnet  ist,  so  können  wir  auch  sagen:  Die  projektive 
Geometrie  erweitert  sich  zur  affinen,  diese  zur  äquiformen 
Geometrie  durch  Auszeichnung  der  uneigentlichen  Ebene, 
bezw.  der  orthogonalen  Paarung.  Man  kann  deshalb  niemals 
von  einer  Voraussetzung  projektiven  Inhaltes  rein  deduktiv  zu  einer 
parallel-  oder  orthogonalmetrischen  Folgerung,  ebensowenig  von  einer 
affinen  Voraussetzung  zu  einer  orthogonalmetrischen  Folgerung  ge- 
langen; wohl  aber  ist  das  Umgekehrte  möglich.  Denn  man  kann 
zwar  etwas  Vorhandenes  (die  Auszeichnung  gewisser  Elemente  oder 
einer  Paarung  von  Elementen)  bei  der  Deduktion  ausscheiden  oder 
ignorieren,  nicht  aber  etwas  Fehlendes  hervorbringen. 
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c)  Die  in  diesem  Artikel  gegebene  positive  Erklamng  des 
Inhaltes  der  projektiven,  affinen  ^  äquiformen  Geometrie  im  Raum 
lautet  für  die  Gebilde  11.  Stufe  genau  ebenso.  Für  die  Gebilde  I.  Stufe 
aber  ist  diese  Erklärung  nicht  selbständig,  d.  h.  nicht  unabhängig 
Ton  der  Erklärung  für  Gebüde  höherer  Stufe,  denen  sie  angehören, 
gegeben. 

d)  Aus  einer  Bemerkung  des  vorigen  Artikels  über  die  affine 
Transformation  für  die  Gebilde  I.  und  11.  Stufe  folgt,  daß  im  eigent- 
lichen Strahl-  und  Ebenenbüschel  und  Bündel,  ebenso  in  der 
uneigentlichen  Punktreihe,  im  uneigentlichen  Strahlbüschel 
und  Feld  die  projektive  und  affine  Geometrie  identisch  sein 
müssen.  Dies  wird  auch  dadurch  unmittelbar  verständlich,  daß  die 
drei  ersteren  Gebilde  gar  keine,  die  drei  letzteren  nur  uneigentliche 
Elemente  enthalten,  sodaß  also  die  Unterscheidung  zwischen  eigent- 
lichen und  uneigentlichen  Elementen,  die  die  affine  Geometrie  voll- 
zieht, hier  unwirksam  bleibt.- —  Ebenso  folgt  aus  einer  Bemerkung 
des  vorigen  Artikels  über  die  äquiforme  Transformation  der  Gebilde 
I.  und  n.  Stufe,  daß  in  der  eigentlichen  Punktreihe,  im 
Parallel -Strahl-  und  Parallel-Ebenenbüschel  affine  und 
äquiforme  Geometrie  identisch  sind,  da  in  diesen  GebUden  Ortho- 
gonalitäten  überhaupt  nicht  auftreten. 

e)  Was  endlich  die  Dualität  in  den  Gebilden  11.  und  III.  Stufe 
betrifft  (s.  Artikel  5,  6),  so  werden  wir  später  zeigen,  daß  sie  für 
die  projektive  Geometrie  in  jedem  dieser  Gebüde  unbeschränkt  gilt 
Für  die  affine  und  folglich  auch  für  die  äquiforme  Geometrie  im 
Baum  kann  sie  dagegen  nicht  unbeschränkt  gelten,  weil  die  affine 
Geometrie  aus  der  projektiven  durch  die  Auszeichnung  der  einen 
uneigentlichen  Ebene  und  ihrer  unendlich  vielen  uneigentlichen 
Punkte  (und  Geraden)  entsteht,  das  ausgezeichnete  Gebilde  also 
nicht  sich  selbst  dualistisch  in  bezug  auf  Ebene  und  Punkt  ist. 
Analoges  gilt  für  die  affine  (und  äquiforme)  Geometrie  im  eigent- 
lichei^  Feld  und  uneigentlichen  Bündel.  —  Beim  eigentlichen 
Bündel  und  uneigentlichen  Feld  aber  fallt  die  affine  Geometrie, 
wie  wir  sahen,  mit  der  projektiven  Geometrie  zusammen,  und  die 
äquiforme  Geometrie  entsteht  aus  ihr  durch  die  Auszeichnung  der 
orthogonalen  Paarung,  bei  der  die  beiden  dualistischen  Elemente 
(Gerade  und  Ebene,  bezw.  Punkt  und  Gerade)  vollkommen  gleich- 
berechtigt auftreten.  Wir  werden  daher  in  der  Tat  später  zeigen 
können,  daß  bei  diesen  beiden  Gebilden  die  Dualität  nicht  nur  für 
die  projektive,  sondern  auch  für  die  äquiforme  Geometrie  gilt. 

11.  [Beine  nnd  aiial]rtieohe  Oeometrle.]  Wir  haben  zuerst 
eine  Einteilung  der  geometrischen  Gebäude  gleichsam  nach  ihrer 
„Etagenzahl'^  (Artikel  8),  dann  soeben  eiae  solche  kennen  gelernt,  bei 
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der  68  auf  die  Art  der  beim  Bau  benutzten  ^^Bindemittel^'  zwischen 
den  Bausteinen  (die  drei  elementaren  Beziehungen)  ankam;  wir 
müssen  nun  endlich  noch  die  nach  dem  „Baustil^'  betrachten^  d.  h.  die 
Methode^  nach  der  wir  Geometrie  treiben. 

Sehen  wir  hier  von  der  darstellenden  Geometrie  ab^  weil 
sie  der  angewandten  Mathematik  zugerechnet  werden  muß^  so  handelt 
es  sich  wesentlich  um  zwei  verschiedene  Arten  geometrischer  For- 
schung;  die  reine  oder  auch  synthetische  Geometrie  einerseits 
und  die  analytische  Geometrie  andererseits. 

Die  reine  Geometrie  führt  diesen  Namen^  weil  sie  alle  Hilfs- 
mittel der  Analysis  verschmäht^  weil  sie  —  wie  gelegentlich  gesagt 
wurde  —  ^^geometrische  Geometrie"  sein  wiU.  Sie  heisst  „synthetisch", 
weil  sie  aus  den  sechs  Grrundgebilden  I.,  U.,  III.  Stufe  alle  höheren 
Gebilde  systematisch  erzeugt. 

Ihr  gegenüber  steht  die  analytische  Geometrie.  Das  Beiwort 
„analytisch"  drückt  aber  hier  keineswegs  einen  Gegensatz  zu  der  Syn- 
these aus,  die  in  der  Schwesterdisziplin  stattfindet,  sondern  vielmehr 
einen  solchen  zu  der  in  der  Bezeichnung  „reine  Geometrie"  angedeu- 
teten Eigenschaft.  „Analytische  Geometrie"  bedeutet  —  wie  auch 
die  in  Frankreich  heute  noch  vielfach  übliche  Bezeichnung  „appli- 
cation  de  l'analyse  ä  la  geometrie"  zeigt  —  „Geometrie  unter  Be- 
nutzung der  Analysis". 

Geometrie  und  Analysis  haben  wie  die  Begriffe  Raum  und  Zahl,  auf 
denen  sie  beruhen,  zunächst  nichts  miteinander  gemein.  Es  muß  also, 
wenn  eine  Verbindung  stattfinden  soll,  erst  eine  Brücke  zwischen  ihnen 
geschlagen  werden.  Das  geschieht  durch  den  von  Descartes  (1637) 
herrührenden  Gedanken  der  Einführung  eines  Koordinatensystems. 
Dabei  wird  die  Lage  eines  jeden  räumlichen  Elementes,  z.  B.  jedes 
Punktes,  durch  eine  Zahlenangabe  fixiert.  Das  Koordinatensystem 
ist  gleichsam  ein  Lexikon,  das  für  jeden  Punkt  des  Raumes  die 
Übersetzung  in  die  Sprache  der  Analysis  gibt.  Hat  man  dann  ein 
aus  Punkten  konstituiertes  höheres  Gebilde,  z.  B.  eine  Kurve  oder 
Fläche,  so  wird  sie  mit  Hilfe  des  Koordinatensystems  übersetzt  in 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  zwischen  variablen  Größen.  Das  ist 
der  erste  Schritt,  den  die  analytische  Geometrie  ausführt.  Der  zweite 
besteht  darin,  daß  wir  in  der  Sprache  der  Analysis,  die  uns  vielfach 
geläufiger  ist  wie  die  der  Geometrie,  aus  jenen  Gleichungen  Schlüsse 
ziehen.  Diese  werden  endlich  —  und  das  ist  der  dritte  Schritt  — 
wieder  in  die  Sprache  der  Geometrie  zurückübersetzt,  um  so  ein 
geometrisches  Resultat,  das  auf  wesentlich  analytischem  Wege  ge- 
wonnen ist,  zu  liefern. 

Hierbei  werden  vielfach  die  Zahlen,  die  die  Lage  eines  Punktes 
z.  B.  bestimmen,  als  Wurzeln  einer  Gleichung  gegeben.     Diese  aber 
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können^  wenn  die  Gleichung  nicht  linear  ist^  imaginär  ausfallen. 
Wiederum  zur  Vermeidung  von  Ausnahmefallen,  gerade  wie  bei  Ein- 
führung der  uneigentlichen  Elemente,  werden  wir  alsdann  sagen,  der 
betrejBfende  Punkt  sei  imaginär,  und  so  neben  den  ,p:eellen"  — 
eigentlichen  und  uneigentlichen  —  auch  noch  die  imaginären  Ele- 
mente einführen. 

12.  [Disposition  des  Buches.]  Als  Haupteinteilung  benutzen 
wir  aus  pädagogischen  und  ökonomischen  Gründen  für  unser  Buch 
die  in  Artikel  8  gegebene  Klassifikation  nach  den  GrundgebUden. 
Aus  pädagogischen  Gründen,  weil  hierbei,  wie  schon  dort  angedeutet, 
das  Einfachere  vor  dem  Komplizierteren  behandelt  wird,  aus  öko- 
nomischen, weil  es  sich  als  eine  Ersparnis  an  Mühe  erweisen  wird, 
wenn  beim  Studium  der  Geometrie  in  irgend  einem  Gebilde  die  Geo- 
metrie in  seinen  untergeordneten  Gebilden  schon  bekannt  ist.  In 
jedem  Gebilde  aber  geben  wir  zunächst  der  Reihe  nach  die  Elemente  der 
projektiven,  affinen,  äquiformen  Geometrie,  d.  h.  da  wir  analytische 
Geometrie  treiben  woUen,  die  Einführung  der  für  jede  dieser  Geometrie- 
arten naturgemäßen  Koordinaten,  womit  wir  die  Behandlung  der 
linearen  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  verbinden.  Diese  Unter- 
suchungen bilden  bei  jedem  Gebilde  den  ersten  Hauptabschnitt.  Im 
zweiten  folgt  sodann  stets  als  einfachstes  Beispiel  komplizierterer 
Beziehungen  die  Diskussion  der  quadratischen  Gleichungen  und  ihre 
geometrische  Interpretation,  wobei  wiederum  die  strenge  Scheidui^  der 
projektiven,  affinen,  äquiformen  Fn^en  das  Anordnungsprinzip  liefert. 
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Geometrie  in  den  Gnmdgebilden  L  Stnfe. 

Erstes  Kapitel. 

Elemente  der  projektiven  nnd  affinen  Geometrie  in  der  eigent- 
lichen Pnnktreilie. 

13.  [Übandoht  der  ersten  Anfjpiben.]  Wir  beginnen  mit 
der  Geometrie  in  der  eigentlichen  Pnnktreihe^  d.  h.  ¥rir  beschranken 
unser  üntersuchnngsgebiet  auf  die  sämtlichen  Pnnkte  einer  eigent- 
lichen Geraden^  die  außer  ihren  eigentlichen  einen  einzigen  uneigent- 
lichen Punkt  besitzt.  Wir  haben  also  nur  eine  Art  von  Elementen, 
nämlich  Punkte;  eine  Figur  in  der  Punktreihe  ist  daher  stets  ein 
System  von  Punkten. 

Nach  den  Bemerkungen  des  Artikel  10  haben  wir  in  der  eigent- 
lichen Punktreihe  nur  projektive  und  affine  Geometrie  zu  unter- 
scheiden, da  die  äquiforme  Geometrie  mit  der  affinen  identisch  ist. 
Die  projektive  Geometrie  in  der  eigentlichen  Punktreihe  ist  nach 
Artikel  10  der  Inbegriff  der  Beziehungen  zwischen  Punkten  der  Punkt- 
reihe, die  bei  allen  projektiven,  d.  h.  durch  beliebiges  Projizieren  und 
Schneiden  entstehenden  Transformationen  der  Punktreihe  ungeändert 
bleiben.  In  der  projektiven  Geometrie  genießt  der  uneigentliche  Punkt 
der  Punktreihe  keinerlei  Auszeichnung  vor  den  eigentlichen  Punkten, 
ebensowenig  irgend  ein  anderer  Punkt,  da  jeder  Punkt  in  jeden 
andern  projektiv  transformiert  werden  kann.  Eine  selbständige 
positive  Charakterisierung  des  Inhaltes  der  projektiven  Geometrie 
in  der  Punktreihe  besitzen  wir  noch  nicht.  Die  affine  Geometrie  geht 
aus  der  projektiven  hervor,  wenn  der  uneigentliche  Punkt  ausgezeich- 
net, d.  h.  von  den  eigentlichen  Punkten  unterschieden  wird. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  wollen  wir  die  Elemente  der 
projektiven  und  der  affinen  Geometrie  in  der  eigentlichen  Punktreihe 
geben  und  zwar  in  analytischer  Form.  Also  müssen  wir  zuerst  ein 
Koordinatensystem  herstellen,  d.  h.  ein  Mittel,  um  die  Lage  eines 
jeden  Punktes   durch   eine   Zahlenangabe   zu   bestimmen,    und    zwar 
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—  da  wir  mit  der  projektiven  Geometrie  begimien  wollen  —  ein 
ftlr  diese   speziell   geeignetes   oder  naturgemäßes  Koordinatensystem. 

Stets  nnn,  wenn  wir  in  ii^end  einem  Oebüde  für  ii^end  eine 
bestimmte;  d.  h.  zu  einer  bestimmten  Transformationsgrappe  G  ge- 
hörige Geometrie  ein  geeignetes^  naturgemäßes  oder  charakte- 
ristisches Koordinatensystem  aufstellen  wollen^  gehen  wir  von 
folgender  Aufgabe  aus: 

Wir  suchen  eine  aus  Elementen  des  Gebildes  bestehende 
Figur  F,  der  nach  einer  bestimmten  Vorschrift  eine  Zahl 
Zf  von  folgenden  Eigenschaften  zugeordnet  werden  kann: 

1.  Zf  bleibt  ungeändert  bei  allen  Transformationen  von 
G]  d.  h.  wenn  man  F  durch  irgend  eine  Transformation  von  G  in 
F'  transformiert,  so  kann  der  Figur  F'  nach  derselben  Vorschrift 
eine  Zahl  Zf'  zugeordnet  werden,  und  es  ist  Zf'  »  Zf- 

2.  Zf  bleibt  ungeändert  nnr  bei  den  Transformationen 
von  G]  d.  h.  jede  Transformation,  die  alle  Elemente  in  gleichartige 
und  jede  Figur  F  in  eine  solche  F'  überfCLhrt,  daß  die  ihr  nach  derselben 
Vorschrift  zuzuordnende  Zahl  Zf'  =  Zf  ist,  gehört  zur  Gruppe  G. 

Eine  Zahl  Zf  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Elementen  der 
Figur  F,  die  der  Bedingung  1.  genügt,  nennen  wir  eine  absolute 
Invariante  und,  wenn  sie  auch  noch  der  Bedingung  2.  genügt,  eine 
charakteristische  absolute  Invariante  der  Gruppe  G  oder 
der  zu  G  gehörigen  Geometrie.*) 

Wir  müssen  also  in  der  Punktreihe  zunächst  eine  aus  Punkten 
gebildete  Figur  F  suchen,  die  uns  zu  einer  charakteristischen  abso- 
luten Invariante  der  projektiven  Geometrie  in  der  Punktreihe  führt. 
Den  aus  einem  einzigen  und  auch  den  aus  zwei  Punkten  gebildeten 
Figuren  können  wir,  wenn  uns  nichts  anderes  gegeben  ist,  eine  Zahl 
nicht  zuordnen,  wohl  aber  den  aus  drei  Punkten  gebildeten  Figuren, 
um  zu  dieser  Zuordnung  zu  gelangen,  müssen  wir  zunächst  auf  den 
Begriff  der  Strecke  und  der  Streckenmessung  eingehen. 

14.  [Btreoke,  Btreokenmesaimg.]  a)  Begriff  der  absoluten 
Strecke.  —  Da  die  Gerade  nach  unserer  Auffassung  im  Unend- 
lichen geschlossen  ist,  so  wird  sie  durch  einen  beliebigen  Punkt 
A  noch  nicht  in  getrennte  Teile  zerlegt.  Erst  die  Annahme  zweier 
verschiedenen  Punkte  A,  B  bewirkt  eine  solche  Teilung.  Ist  A  oder 
B  der  uneigentliche  Punkt,  so  sind  durch  bloße  Angabe  von  A  und 
B  die  beiden  Teile  nicht  voneinander  zu  unterscheiden.  Sind  aber 
A  und  B  beide  eigentlich,  so  existiert  ein  Unterscheidungsmerkmal, 
und  wir  können  die  Definition  aufstellen: 


1)  Diese  abstrakte  Definition  wird  bei  der  Anwendung  leicht  verständlich 
werden. 
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Der  von  zwei  verechiedenen  eigentlichen  Punkten  Ä,  B 
begrenzte  Teil  der  Punktreihe  (oder  der  sie  tragenden  Ge- 
raden), der  den  uneigentlichen  Punkt  nicht  enthält,  heiße 
die  absolute  Strecke  des  Punktepaares  Ä,  B  oder  JB,  A  und 
werde  mit 

(1)  \AB\^\BA\') 

bezeichnet.  A,  B  selbst  heißen  die  Begrenzungspunkte  der  ab- 
soluten Strecke.  Die  absolute  Strecke  ist  hiemach  kein  projek- 
tiver Begriff,  da  ihre  Begrenzungspunkte  eigentlich  sein  müssen 
und  der  uneigentliche  Punkt  zu  ihrer  eindeutigen  Definition  be- 
nutzt wird. 

Von  jedem  von  A  und  B  verschiedenen  Punkte  C  der  Punktreihe 
si^en  wir,  er  liegt  zwischen  A  und  B  oder  außerhalb  {^i?|,  je 
nachdem  er  der  absoluten  Strecke  \AB\  angehört  oder  nicht. 

b)  Messung  einer  absoluten  Strecke  durch  eine  wndere.  —  Zwei 
absolute  Strecken  \AB\  und  \CB\  heißen  gleich  oder  kon- 
gruent, \AB\  =  I  CD  I,  wenn  sie  sich  so  zur  Deckung  bringen 
lassen,  daß  die  Begrenzungspunkte  der  einen  mit  denen  der  anderen 
zusammenfallen.  Sind  sie  nicht  kongruent,  so  kann  man  die  eine, 
etwa  I  CD!,  ^^^  folgende  Art  durch  die  andere  messen.  Wir  denken 
uns  I  AB  I  z.  B.  in  Zehntel,  Hundertstel,  Tausendstel,  u.  s.  w.  geteilt.*) 
Dann  legt  man  auf  |  CD|,  in  einem  der  Begrenzungspunkte,  etwa  C, 
beginnend,  so  viele  (a)  Strecken,  die  ==  |-4JS|  sind,  eine  an  die  andere 
schiebend,  als  darauf  Platz  finden,  ohne  daß  Punkt  D  überschritten 
wird*),  verfährt  danach,  in  dem  vorher  erreichten  Punkte  beginnend, 
ebenso  mit  {ß)  Strecken,  die  =  ^  |  J.B|,  dann  mit  (y)  Strecken,  die 
=r  —  |J.D|  sind,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  erreicht  man  entweder 
schließlich  den  Punkt  D,  oder  man  kommt  ihm  beliebig  nahe.    In  jedem 

Falle    gibt  uns   der  aus  der  Summe  der  Maßzahlen  a,  ^,  j^,  .  .  . 

gebildete  endliche  oder  unendliche  Dezimalbruch 

(2)  |x|  =  a,^y..., 

wie  ein  näheres  Eingehen  auf  den  Begriff  der  Irrationalzahl  lehrt,  eine 


1)  Wir  benutzen  gern  das  Identit&tszeichen  ^  statt  des  gewöhnlichen 
Gleichheitszeichens  s»,  wenn  es  sich  um  eine  wirkliche  Identit&t  handelt,  also 
namentlich  dann,  wenn  zwei  verschiedene  Bezeichnungen  fOr  dasselbe  Ding  ein- 
geführt werden. 

2)  Die  Möglichkeit  einer  solchen  Teilung  wird  hier  vorausgesetzt. 

8)  Daß  dieser  Prozeß  nach  einer  endlichen  Anzahl  (a)  von  Wieder- 
holungen aufhören  muß,  ist  der  Inhalt  des  Archimedischen  Axioms.  Vgl. 
Hubert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig  1899,  §  8;  2.  Aufl.  1903. 
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bestimmte  absolute  rationale  oder  irrationale  Zahl  \x\y  sodaB  das  Er- 
gebnis der  vorgenommenen  Messung  durch  die  Gleichung 

(3)  \CD\^\x\.\ÄB\ 

ausgedrückt  werden  muB.    Die  Zahl  \x\  nennen  wir  das  Verhältnis 
der  absoluten  Strecken  \CD\  und  \ÄB\. 

Nehmen  wir  in  den  Begriff  der  absoluten  Strecke  nachtraglich 
noch  den  Fall  auf,  daß  die  Begrenzungspunkte  identisch  sind^  z.  B. 
I  CC\y  so  führt  für  diese  der  vorstehende  Messungsprozeß  durch  jede 
absolute  Strecke  \ÄB\y  wo  A  und  B  verschieden  sind^  stets  zu  dem 
Resultat  |  x  |  «»  0.    Wir  nennen  deshalb  1  CC\  auch  eine  Nullstrecke. 

c)  Multiplikation  einer  absoluten  Strecke  mit  einer  absoluten  Zahl 
—  Ist  umgekehrt  außer  der  beliebigen  absoluten  Strecke 
\AB\  eine  beliebige  absolute  Zahl  |x|  gegeben^  so  gibt  es 
stets  unendlich  viele  kongruente  Strecken  \CD\,  die  die 
Gleichung  (3)  erfüllen. 

Ist  nämlich  {x|  =  0  oder  \ÄB\  eine  Nullstrecke,  so  muß  auch 
\CD\  eine  Nullstrecke  sein. 

Ist  I X I  eine  beliebige  absolute  rationale  Zahl  =^0,  |  x  |  »  m  :  n 
(m,  n  ganze  Zahlen) ,  so  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
unmittelbar  aus  dem  bei  Darlegung  des  Messungsprozesses  Gesagten. 

Ist  aber  |x{  eine  irrationale  Zahl,  so  wollen  wir  uns  diese 
etwa  wieder  durch  einen  unendlichen  nicht  periodischen  Dezimalbruch 
wie  in  (2)  gegeben  denken.  Wir  können  dann  zunächst,  in  beliebigem 
Punkte  C  beginnend,  indem  wir  den  Dezimalbruch  nach  einer  hinläng- 
lich großen  SteUenzahl  abbrechen,  immer  eine  absolute  Strecke  |  CD'  \ 
büden,  die  mit  beliebiger  Genauigkeit  die  durch  Gleichui^  (3)  für 
\CD\  geforderte  Bedingung  erfüllt.  Daß  aber  ein  einziger  be- 
stimmter Punkt  D  existiert,  dem  JD'  beliebig  nahe  kommt, 
wenn  wir  immer  weitere  und  weitere  Dezimalstellen  von  |  x  |  zur  Bil- 
dung von  I  CD'  I  benutzen,  sodaß  also  die  Strecke  I  CD  \  Gleichung  (3) 
genau  erfüllt,  ist  der  Inhalt  eines  besonderen  geometrischen 
Axioms,  des  sogenannten  Cantor-Dedekindschen  Axioms  von 
der  Stetigkeit  der  geraden  Linie  oder  Punktreihe. ^)  Dieses 
Axiom  müssen  wir  also  hiermit  als  gültig  annehmen,  wenn  der  oben 
ausgesprochene  Satz  allgemein  gelten  soll. 

d)  Gerichtete  Strecke  oder  Strecke  (schlechthin).  —  Erteilen  wir 
jetzt  bei  dem  eigentlichen  Punktepaar  Ä,  B  einem  bestimmten 
der  beiden  Punkte  die  Rolle  als  Anfangspunkt,  dem  anderen  die 
als  Endpunkt  (oder  denken  wir  uns  —  w.  d.  i.  —  die  absolute 
Strecke  \ÄB\  in  einem  bestimmten  Richtungssinn  beschrieben  oder 

1)  Vgl.  Dedekind,  Stetigkeit  nnd  irrationale  Zahlen,  Braunschweig  1872, 
oder  auch  Enzyklop.  d.  math.  Wias.  I  A  3  (Pringsheim)  Nr.  8,  4,  6, 
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[Man  kann;  nebenbei  bemerkt^  ans  den  drei  Punkten  A,  B,  C, 
—  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  —  sechs  verschiedene  AVe  bilden,  und 
wenn  (A,  BC)  =  l  gesetzt  wird,  so  ist  (Übungsaufgabe!) 

({A,BC)^{BC,A)^l 

{A,CB)^{CB,A)^\ 

{B,CÄ)^{CA,B)^^-^ 


(10) 


{B,AC)^{AG,B)^^- 
(fi,AB)^{AB,C)^^_:^ 


XC,BA)  =  {BA,C)^l-L 

Hieraus  folgt  noch  für  irgend  drei  eigentliche  Punkte  A^  B,  C 

die  Relation 

(10a)  {A,  BC)  (J8,  CA)  (C,  AB)  ^  -  1.] 

Das  AV  (A,  BC)  ist  also  eine  der  Figur  der  drei  Punkte  A,  B,  C 
nach    bestimmter    Yorschrift    zugeordnete    Zahl.      Aber,    abgesehen 

auch  davon,  daß  es  zuimchst  nur  für  drei 
eigentliche  Punkte  definiert  ist,  überzeugt 
man  sich  leicht,  daß  es  keine  absolute  In- 
variante der  projektiven  Gruppe  ist.  Denn 
man  kann  eine  projektive  Transformation  vor- 
nehmen, bei  der  A,  B,  C  bezw.  in  A',  B\  C 
übergehen,  {A\  B'C)  aber  einen  von  (-4,  BC) 
verschiedenen  Wert  hat  (s.  Fig.  4).  Wenn 
wir  trotzdem  das  AV  zur  Einführung  eines 
Koordinatensystems  benutzen,  weil  sich  dies 
für  den  Anfang  als  bequeme  Aushilfe  erweist, 
so  dürfen  wir  also  nicht  erwarten,  damit 
schon  ein  für  die  projektive  Geometrie  natur- 
gemäßes System  zu  gewinnen. 

16.  [Absilssen  oder  Oartesisohe  Koordinaten.  Ima- 
gln&re  Pankte.]  Fixieren  wir  auf  der  Punktreihe  einen  be- 
liebigen eigentlichen  Punkt  0  (origo)  als  Anfangs-  oder  Null- 
punkt,  so   bestimmt  jeder  eigentliche  Punkt  X  eine  Strecke   OX, 

0  J?        -X 


Fig.  4. 


rig.  6. 


die  wir  die  ihm  koordinierte  Strecke  nennen  wollen.  Fixieren 
wir  weiter  einen  beliebigen  eigentlichen,  von  0  verschiedenen  Punkt 
E  der  Punktreihe   als  £inheitspunkt   und   benutzen   die  hiemach 
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beliebig  gewählte  Strecke  OE  ein  fQr  alle  Mal  als  Maßstrecke  oder 
Einheitsstrecke^  so  ordnen  wir  durch  die  Gleichung 

(11)  x^OX:OE={0,  XE) ') 

jedem  eigentlichen  Punkt  X  eine  bestimmte  reelle  Zahl  x  zu.  Um- 
gekehrt entspricht  nach  Artikel  14  e)  jeder  reellen  Zahl  x  eine  be- 
stimmte Strecke  OX,  also  ein  bestimmter  eigentlicher  Punkt  X  der 
Punktreihe,  der  nach  (11)  zu  diesem  Wert  yon  x  gehört. 

Diese  gegenseitig  eindeutige  oder  ein-eindeutige  Zuordnung  zwi- 
schen allen  eigentlichen  Punkten  der  Punktreihe  einerseits  und  allen 
reellen  Zahlen  andererseits  nennt  man  ein  Koordinatensystem,  das 
hier  gegebene  speziell  ein  Abszissensystem  oder  Cartesisches 
Koordinatensystem,  x  heißt  die  koordinierte  Zahl,  kürzer 
Koordinate,  hier  speziell  die  Abszisse  des  Punktes  X. 

Die  Abszisse  des  Punktes  0  ist  o; »  0,  die  Abszisse  des  Punktes 
£  ist  X  =  1,  wodurch  sich  die  Bezeichnungen  Nullpunkt  und  Ein- 
heitspunkt rechtfertigen.  Die  mit  E  auf  derselben  Seite  yon  0 
liegenden  Punkte  haben  positive,  die  auf  der  anderen  Seite  yon  0 
liegenden  Punkte  negative  Abszissen.  Der  Einheitspunkt  wirkt  also 
auch  als  Signierungspunkt.  Den  durch  die  Strecke  OE  bestimm- 
ten Richtungssinn  auf  der  Punktreihe  nennt  man  deshalb  auch  den 
positiven,  den  entgegengesetzten  den  negativen  Richtungssinn 
in  unserem  Koordinatensystem. 

Um  nun  auch  dem  uneigentlichen  Punkt,  der  bisher  leer  aus- 
gegangen ist,  eine  Abszisse  zuzuweisen,  benutzen  wir  den  Umstand, 
daß  auch  die  Analysis  Veranlassung  hat,  außer  den  endlichen 
Zahlen  noch  eine  weitere  Zahl  zu  fingieren.  Sie  wird  „Unend- 
lich^^ genannt  und  durch  cx>  bezeichnet,  weil  sie  als  der  (uneigent- 
liche) Ghrenzwert  sowohl  der  positiv  als  der  negativ  über  alle  Grenzen 
wachsenden  reellen  Zahlen,  ja  auch  aller  komplexen  Zahlen  der  Form 

a  +  6»  («,  6  reeU,  »  **  ±  y  —  l),  wenn  a  oder  6  oder  beide  positiv 
oder  negativ  über  alle  Grenzen  wachsen,  angesehen  werden  muß.  Sie 
hat  also  ebensowenig  ein  Vorzeichen  wie  die  NuU.  Daher  schließt  sich 
die  Reihe  der  reellen  Zahlen  mit  der  uneigentlichen  Zahl  oo  gerade  so,  wie 
die  Punktreihe  sich  in  ihrem  uneigentlichen  Punkt  schließt,  und  deshalb 
ist  es  angezeigt,  dem  uneigentlichen  Punkt  die  Abszisse  o:»  oo  zuzuweisen. 
Häufig  müssen  wir  unterscheiden,  ob  ein  wandernder  Punkt  X 
sich  in  positivem  oder  negativem  Sinn  immer  weiter  und  weiter  vom 

1)  Unter  Fortlassung  der  Maßstrecke  OE  schreibt  man  statt  (11)  häufig 
kürzer 
(Ha)  x=^OX. 

Dies  ist  inkorrekt,  falls  man  nicht  unter  dem  Zeichen  OX  schon  das  Verhält- 
nis der  yon  uns  so  bezeichneten  Strecke  zu  OE  versteht. 
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Nullpunkt  entfernt,  d.  h.  ob  sein  x  positiv  oder  negatiT  über  alle 
Grenzen  wächst.  Dafür  sagen  wir  dann  kurz:  x  wird  positiv  oder 
n^ativ  unendlich  groß,  und  schreiben 

.^  ^v       j  limes  X  =  lim  a:  =  +  <x)  oder  noch  kürzer  a;  =  +  oo 
^    "^       1  limes  X  =  lim a;  =  —  oo     „        „         „       a;  =  —  oo, 

eine  abkürzende  Ausdrucksweise,  in  der  hiemach  kein  Widerspruch  mit  der 
obig^i  Bemerkung,  daß  die  Zahl  <x>  kein  Vorzeichen  hat,  zu  erblicken  ist. 

Hiermit  ist  das  Abszissensystem  vollständig  geworden.  Da  wir 
den  Punkt  mit  der  Koordinate  oo  in  jedem  Koordinatensystem  als 
ünendlichkeitspunkt  des  Systems  bezeichnen  werden,  so  ist  also 
beim  Abszissensystem  der  uneigentliche  Punkt  zugleich  Unendlich- 
keitspunkt, was  bei  später  zu  betrachtenden  Systemen  nicht  immer 
der  Fall  sein  wird.  Da  der  uneigentliche  Punkt  beim  Abszissen- 
system hierdurch  ausgezeichnet  ist,  so  ist  dieses  in  der  Tat  kein  pro- 
jektives Koordinatensystem. 

Durchläuft  x  stetig,  d.  h.  ohne  Überspringung  irgend  einer 
Zahl,  alle  reellen  Werte  von  —  cx)  bis  +  cx),  so  folgt  aus  Gleichung 
(11)  im  Hinblick  auf  das  Stetigkeitsaxiom  (s.  Artikel  14),  daß  auch 
X  stetig,  d.  h.  ohne  Überspringung  irgend  eines  Punktes,  die  ganze 
Punktreihe  durchwandert  und  umgekehrt. 

Da  man  die  Menge  aller  reellen  Zahlen  als  aus  oo^  Individuen 
bestehend  bezeichnet,  so  müssen  wir  demnach  auch  die  Anzahl  aller 
Punkte  einer  Punktreihe  mit  <x>^  oder  die  Punktreihe  als  eine  ein- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  bezeichnen.  Da  zur  Bestim- 
mung der  Lage  eines  Punktes  in  der  Punktreihe  eine  einzige  Aus- 
messung, nämlich  die  von  OXy  notwendig  und  hinreichend  ist,  so 
nennt  man  die  Punktreihe  auch  ein  eindimensionales  Gebiet. 

Häufig  wird  ein  Punkt  durch  eine  Gleichung,  der  seine 
Abszisse  genügen  muß,  bestimmt.  Ist  die  Gleichung  nicht  linear, 
so  kann  sie,  auch  wenn  ihre  Koeffizienten  reell  sind,  imaginäre 
Wurzeln,  d.  h.  solche  der  Form  a  -f-  6i,  wo  f  =  "j/  —  1,  a  und  h  reell 
sind;  besitzen.  Einem  solchen  Abszissenwert  entspricht  also  kein 
Punkt  der  Punktreihe.  Um  diese  Ausnahme  zu  beseitigen,  um  also 
zu  erreichen,  daß  jeder  Wurzel  einer  Gleichung  für  die  Abszisse  ein 
Punkt  entspricht,  treffen  wir  —  ähnlich  wie  bei  der  Einführung  der 
uneigentlichen  Punkte  —  die  Übereinkunft,  sagen  zu  wollen,  daß 
auch  jedem  imaginären  Wert  a  +  hi  der  Abszisse  x  ein  und 
nur  ein  Punkt  der  Punktreihe  entspricht.  Dies  ist  natürlich  kein 
auf  der  Punktreihe  wirklich  vorhandener,  sondern  ein  gedachter  Punkt; 
er  wird  daher  seinem  Abszissenwert  entsprechend  als  ein  imaginärer 
Punkt  bezeichnet  Den  Punkt,  dessen  Abszisse  den  za  a  +  hi  kon- 
jugiert imaginären  Wert  a  —  hi  hat,  nennen  wir  den  zu  jenem  ^^aggre- 
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giert'^  imaginären  Pnnkt.  ^)  Die  imaginären  Punkte  treten  also 
paarweise  auf.  Ist  6  >  0,  so  wollen  wir  aus  später  ersichtlichem 
Grunde  a  —  bi,  a  +  bi  die  positive,  a-\-bi,  a  —  bi  die  negative 
Reihenfolge  des  aggregiert  imaginären  Punktepaares  in  bezug  auf 
das  Koordinatensystem  nennen.  Zum  Unterschied  von  den  imaginären 
Punkten  bezeichnen  wir  dann  die  bisher  allein  betrachteten  Punkte 
mit  reellen  Abszissen  als  reelle  Punkte.  Erteilen  wir  in  dem 
Abszissenwert  a  +  bi  sowohl  a  wie  b  der  Reihe  nach  alle  reellen 
Werte,  so  erhalten  wir  alle  reellen  und  imaginären  Punkte  der 
Punktreihe,  deren  Anzahl  also  mit  oo^  bezeichnet  werden  muß, 
wahrend  die  der  reellen  allein  oo^  war. 

Bei  der  hier  vollzogenen  Einführung  der  imaginären  Punkte 
erscheint  dieser  Begriff  als  ein  rein  algebraischer,  bekleidet  mit 
einem  aus  der  Geometrie  entlehnten  Namen.  Wie  wir  aber  in 
dem  uneigentlichen  Punkt  nachträglich  (Artikel  3)  den  Repräsen- 
tanten der  Richtung  einer  Parallelenschar  erkannten,  so  werden 
wir  später  auch  in  jedem  imaginären  Punkt,  bezw.  in  dem  durch 
ihn  bestimmten  Paar  aggr^iert  imaginärer  Punkte  den  Reprasen- 
tauten  einer  ganz  bestimmten  durchaus  reellen  geometrischen  Be- 
ziehung kennen  lernen. 

17.  [Das  AV  in  AbssiBsen  ansgedrflckt.  (AV-  und  bary- 
xentrlflche  Koordinaten).]  Sind  Ä  und  B  zwei  eigentliche  reelle 
Punkte  mit  den  Abszissen  a  und  &,  sodaS 

OÄ^^a^OE,  OB^b    OE, 

so  ist  nach  Artikel  14  (6),  (8) 

(13)  ÄB^  OB-OA^ip-a)  OE, 

d.  h.  das  Verhältnis  der  Strecke  AB  zur  Maßstrecke  OE  ist 
die  Differenz  der  Abszissen  von  B  und  A. 

Sind  also  A,  B,  C  irgend  drei  eigenÜiche  Punkte  mit  den  Abszissen 
a,  b,  c,  so  ist 

(14)  (X,£C)  =  41  =  ^  =  1^^'), 

womit  das  AV  von  A  in  bezug  auf  B  und  C  durch  die  Ab- 
szissen von  JiyBjC  ausgedrückt  ist.  Durch  diese  Formel  ist  das 
AV  jetzt  auch  für  imaginäre  Punkte  durch  ihre  Koordinaten  definiert, 
endlich  auch  für  den  Fall,  daß  einer  der  drei  Punkte  der  uneigent- 


1)  Weil  das  Wort  „konjugiert"  später  in  anderem  Sinne  gebraucht  wird. 
Yergl.  Thomae,  Die  Kegelschnitte  in  rein  projektiver  Behandlung.  Halle  1894, 
S.  79. 

2)  Hierhei  wird  die  Yoraussetzung  benutzt,  daß  das  YerhältuiB  zweier 
»^trecken  gleich  dem  Quotienten  ihrer  Yerh&ItniBse  zu  einer  dritten  Strecke  ist. 

Heffter  n.  Koehler,  analytiBohe  Geometrie,  L  3 
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liehe  Punkt  TJ  der  Punktreihe  ist.    Nach  (14)  müssen  wir  nämlich, 

da  77  die  Abszisse  oo  hat  nnd  der  Gfrenzwert  von  für  onend- 

'  a  —  c 

lieh  wachsendes  a,  c,  oder  h  bezw.  1,  0,  oo  ist, 

(16)  {U,  BG)  ^\',{Ä,BIJ)^  0,  {A,  VC)  =  oo 

setzen.  Formel  (14)  zeigt  auch,  daß  das  AV  {Ä,  BC)  dann  und  nur 
dann  unbestimmt  ist,  wenn  alle  drei  Punkte  A,  B,  C  zu- 
sammenfallen, und  daß  (10a)  auch  für  imaginäre  Punkte  gültig  ist. 
[Wir  können  ferner^)  Formel  (14)  für  die  Transformation  des 
Abszissen  Systems  benutzen.  Führt  man  neben  dem  ursprünglichen, 
durch  0  und  E  (Fig.  6)  bestimmten  Abszissensjstem,  in  dem  x  die 
Koordinate  des  Punktes  X  ist,  ein  zweites  durch  die  reellen  Punkte  0' 


— ..  ^       ■      ^     T 

Flg.  6. 

und  E'  bestimmtes  ein,  in  dem  die  Abszisse  desselben  Punktes  X 
mit  x'  bezeichnet  werde,  so  handelt  es  sich  um  die  Beziehung  zwischen 
X  und  x'.  Sind  a,  e  bezw.  die  Abszissen  von  0\  E'  im  alten  System, 
so  ist  nach  (11)  und  (14) 

(16)  x'^ia^XE')^"^^ 

die  gesuchte  Formel    Ist  insbesondere  ffE'  ^  OE,  so  ist  also 

(16a)  x'=x  —  dy 

und  man  hat  nur  eine  „Verschiebung^^  des  Abszissensystems.  Durch 
Formel  (16)  bezw.  (16a)  wird  auch  jedem  imaginären  Punkt  seine 
Abszisse  in  dem  neuen  System  zugewiesen. 

Wir  können  endlich  den  Begriff  des  AV  noch  zur  Einführung 
eines  vom  Abszissensystem  yerschiedenen  Koordinatensystems  benutzen. 
Sind  Ä  und  B  (Fig.  7)  zwei  beliebige  eigentliche  reelle  feste  Punkte  der 


Fig.  7. 

Punktreihe,  X  wieder  ein  beliebiger  Punkt,  so  können  wir  diesem 

auch  die  Zahl 

(17)  1-{X,AJB), 

d.  h.  sein  AV  in  bezug  auf  Ä  und  B,  zuordnen.     Sind  x,  a,  b  die 
Abszissen  von  X,  Ay  B   ia  irgend    einem   auf  der  Punktreihe   ein- 


1)  Der  Best  des  Artikels  von   hier  an  ist  für  das  Folgende  entbehrlich 
and  soll  nur  einstweilen  die  Brauchbarkeit  des  AY  erweisen. 
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gefQhrten  AbszissensysteiD;  so  ist  abo  nach  (17)  nnd  (14) 

und  hieraus  folgt,  daß  durch  (17)  nicht  nur  jedem  Punkt  X  eine  be- 
stimmte Zahl  l,  sondern  auch  umgekehrt  jeder  Zahl  l  ein  bestimmter 
Punkt  X  entspricht.  Wir  haben  also  wieder  eine  ein-eindeutige  Zu- 
ordnung zwischen  allen  reellen  und  imaginären  Punkten  der  Punkt- 
reihe einerseits  und  allen  reellen  und  imaginären  Zahlen  andererseits, 
oder  ein  Koordinatensystem  hergestellt.  Weil  bei  diesem  die  Koordi- 
nate l  des  variablen  Punktes  X  sein  AV  in  bezug  auf  die  festen 
Punkte  A  und  B  ist  (während  die  Abszisse  von  X  das  AV  des 
Nullpunktes  in  bezug  auf  X  und  den  Einheitspunkt  war),  nennen 
wir  diese  Koordinaten  speziell  AV-Koordinaten. 

Für  das  System  der  AV-Koordinaten  ist  nach  (18)  und  (16)  A 
der  Nullpunkt,  B  (ein  eigentlicher  Punkt)  Unendlichkeitspunkt, 
der  uneigentliche  Punkt  U  der  Punktreihe  aber  Einheitspunkt. 
Für  die  reellen  Punkte  X  auf  der  Strecke  AB  ist  i  <  0,  für  ihren 
Mittelpunkt  insbesondere  Z »  —  1,  für  die  reellen  Punkte  außerhalb 
der  Strecke  AB,  d.  h.  für  den  Teil  der  Punktreihe,  dem  der  Ein- 
heitspunkt ü  angehört,  ist  Z  >  0.  Der  Einheitspunkt  wirkt  also 
wieder  als  Signierungspunkt.  Da  bei  den  AV-Koordinaten  0-  und 
cx) -Punkt  eigentliche  Punkte  sein  müssen,  überdies  der  uneigent- 
liche Punkt  als  I-Punkt  ausgezeichnet  ist,  bilden  sie  natürlich  eben- 
sowenig wie  die  Abszissen  ein  projektives  Koordinatensystem. 

Das  Gleiche  gilt  von  den  Koordinaten,  die  wir  in  den  ent- 
gegengesetzten Werten  der  AV-Koordinaten  besitzen.  Weil 
für  diese  der  Mittel-  oder  Schwerpunkt  des  aus  0-  und  oo-Punkt 
bestehenden  Punktepaares  A,  B  Einheitspunkt  ist,  werden  sie  nach 
Möbius^)  auch  baryzentrische  Koordinaten  genannt. 

Als  Übungsaufgabe  konstruiere  man  bei  beliebiger  Annahme 
von  A  und  B  die  Punkte,  für  die  Z  =  (X,  AB)  bezw.  =  —  2,  ^,  f  ist.] 

18.  [Das  DoppelverhUtnls  (BV).]  Da  uns  die  Figur  dreier 
Punkte  durch  das  AV  noch  nicht  zu  einer  absoluten  Invariante  der 
projektiven  Gfruppe  geführt  hat,  betrachten  wir  nunmehr  die  aus  vier 
Punkten  gebildeten  Figuren.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  beliebige  Punkte 
der  Ptmktreihe,  die  in  irgend  einem  Abszissensystem  die  Koordinaten 
ayb,c,d  haben  mögen,  so  nennt  man  das  Quadrupel  dieser  vier 
Punkte  in  der  bestimmten,  durch  die  Reihenfolge  der 
Aufzählung  gegebenen  Anordnung  einen  „Wurf"*),  AB  und 

1)  a.  a.  0.  §  29  S.  61. 

2)  Vgl.  E.  G.  Chr.  von  Staudt,  Beitr.  zur  Geom.  d.  Lage, ^Erstes  Heft, 
Nfimberg,  1856,  S.  16. 

3* 
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CD  die  beiden  Paare  des  Wurfes.     Das  VerhÜtnis  der  AVe  von 
A  und  B  (Fig.  8)  in  bezug  auf  C  und  D  ist  eine  bestimmte  dem  Wurf 


^ 


ö  5— 

Flg.  8. 

ÄBCD  zugeordnete  Zahl,    die  man   sein  Doppelverhältnis  (DV) 
(mitunter  auch  anharmonisches  Verhältnis)  nennt  und  durch 

(19)  {ABCD)  =  (A  CD) :  (B,  CD) 

bezeichnet.     Aus  (14)  ergibt  sich  der  Ausdruck  von  (ÄBCD)  durch 
die  Abszissen  der  vier  Punkte 

(20)  (^BCI>)  =  --r-|:J^^J -1=1-1^-, 

der  für  reelle  und  imaginäre  Punkte  gilt.     Hieraus  folgt  zunächst: 

Ist  ein  Punkt  des  Wurfes  der  uneigentliche  Punkt  U, 
so  reduziert  sich  das  DV  auf  ein  AV.  Ist  nämlich  z.  B.  B=  ü, 
also  &  =  cx),  so  ist  der  Grenzwert  von  b  —  d:b  —  c  für  unendlich 
groß  werdendes  b  gleich  1  und  (ÄBCD)  «  (Ä,  CD). 

Weitere  Polgerungen  aus  der  Definition  des  DV  und  Formel  (20): 

a)  (ÄBCD)  ist  dann  und  nur  dann  unbestimmt,  wenn 
drei  Punkte  des  Wurfes  miteinander  identisch  sind,  da  dann 
in  (20)  Zähler  und  Nenner  Null  ist. 

b)  (ÄBCD)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  Null, 
wenn  zwei  gleichstellige  Punkte  beider  Paare  identisch  sind, 
d.  h.  wenn  a  =  c  oder  6  -«  d. 

c)  (ÄBCD)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  un- 
endlich, wenn  zwei  ungleichstellige  Punkte  beider  Paare 
identisch  sind,  d.  h.  wenn  a  =  d  oder  6  ==»  c. 

d)  (ÄBCD)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  gleich 
Eins,  wenn  die  beiden  Punkte  eines  Paares  identisch  sind. 

In  jedem  der  Fälle  b)  und  c)  ist  also  ein  Punkt  des  einen  Paares 
mit  einem  Punkte  des  andern  Paares  identisch.  Wir  sagen  deshalb, 
die  beiden  Paare  eines  solchen  Wurfes  berühren  sich. 

e)  Das  DV  eines  reellen  Wurfes  zweier  sich  nicht  be- 
rührenden Paare  ist  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  die 
beiden  Paare  einander  trennen  oder  nicht  trennen.  Wir  sagen 
nämlich,  das  Punktepaar  AB  werde  durch  das  Punktepaar  CD  ge- 
trennt oder  nicht  getrennt,  je  nachdem  Ä  und  B  in  verschie- 
denen oder  in  demselben  der  beiden  durch  C  und  D  entstehenden 
Teile  der  Punktreihe  liegen.  Das  erstere,  bezw.  das  letztere  ist  aber 
nach  Artikel  15   dann  und  nur  dann  der  Fall,   wenn  (Ä,  CD)  und 
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{B,  CD)  entgegengesetzte^  bezw.  gleiche  Vorzeichen  haben^  also  nach 
(19),  wenn  (ÄBCD)  <  0  bezw.  >  0  ist.  Nach  (20)  haben  aber, 
wenn  (ÄBCD)  <  0  bezw.  >  0  auch  die  AVe  (C,  AB)  nnd  (D,  AB) 
entgegengesetzte,  bezw.  gleiche  Vorzeichen.  Also  wird,  wenn  AB 
durch  CD  getrennt,  bezw.  nicht  getrennt  wird,  auch  CD  durch  AB 
getrennt,  bezw.  nicht  getrennt,  und  wir  dürfen  sagen,  die  Punktepaare 
trennen  einander  oder  trennen  einander  nicht,  und  haben  zu- 
gleich den  oben  ausgesprochenen  Satz  bewiesen.  —  Dieser  Beweis  er- 
fordert  leicht  anzugebende  Änderungen,  wenn  einer  der  vier  Punkte 
Ay  B,Cf  D  der  uneigentliche  Punkt  ist. 

Den  Wurf  zweier  reellen  einander  trennenden,  nicht  tren- 
nenden, berührenden  Paare  nennen  wir  bezw.  einen  elliptischen, 
hyperbolischen,  parabolischen  Wurf  (s.  Pig.  9). 


A 


CD  CD 

(Getrennte  Lage  oder  elliptisclier  (Nicht  getrennte  Lage  oder  hyper- 
Wurf) bolißcher  Wurf) 
ng.  9%.  Fig.  9b. 

_-4 ^ 


D 

(Berührungslage  oder  parabolischer  Wurf) 

Fig.  9  c. 

f)  Sind  von  einem  Wurf  drei  Punkte  und  das  DV  ge- 
gegeben, so  ist  dadurch  der  vierte  Punkt  eindeutig  be- 
stimmt; denn  nach  (20)  ist  die  Abszisse  jedes  der  vier  Punkte  ein- 
deutig durch  die  drei  andern  und  durch  den  Wert  des  DV  aus- 
drückbar.    Sind  die  gegebenen  drei  Punkte  reell,  so  entsprechen  nach 

(20)  reellen  Werten  des  DV  reelle,  konjugiert  imaginären  Werten  des 
DV  aggregiert  imaginäre  Punkte. 

g)  Da  man  vier  Punkte  auf  24  verschiedene  Arten  anordnen 
kann,  so  haben  wir  mit  vier  Punkten  24  verschiedene  Würfe.  Aber 
ihre  DVe  sind  nicht  sämtlich  voneinander  verschieden;  denn  aus  (20) 
folgen  die  Relationen 

(21)  (ABCD)  =  (BADG)  =  (CD  AB)  =  (DCBA), 

(22)  (^J52)C)==^_, 

(23)  {ACBD)^1-(AB  CD). 

Bezeichnen  wir  also  den  Wert  von  {ABCD)  mit  X,  so  haben  die 
24  DVe  folgende  sechs,  im  allgemeinen  voneinander  verschiedenen 
Werte 
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[{ABCB)^{BABG)^{CDAB)^{DCBÄ)^    l 
{ABBC)^{BACB)^{BCAB)^{CBBA)^    y 
(ACBB)  ==  (CABB)  ^  {BBAG)  =  (BBCA)  =  l-l 
(24).    {  (ACBB)  =  (CA BB)  «  (BBAC)  =  (BB  CA)  =  j^ 

{ABBC)  =  (D^  CB)  =  (BCAB)  =  (CBBA)  =  ^ 

(^D  C£)  =  (DJ- BC)  -  (CBAB)  =  (BCBA)  =  ^^j. 

h)  Ist  (JJ5CJD)  =^  —  1,  so  nennen  wir  ABCB  einen  har- 
monischen Wnrf,  die  Paare  -4.J5,  CB  zwei  harmonische  oder 
einander  harmonisch  trennende  Paare.  Ein  harmonischer  Wurf 
bleibt  also  nach  (24)  harmonisch  bei  allen  acht  Permntationen  Ton 
ABCB,  die  nur  die  Punkte  eines  Paares  beisammen  lassen. 

i)  Ist  A,  B  ein  beliebiges  Punktepaar,  C,  B,  E  ein  be- 
liebiges Punktetripel,  so  ist  stets 

{ABCB)  {ABBE)  (ABEC)  =  L 

Sind  A,  B,  C,  B,  E  sämtlich  verschieden,  so  folgt  die  Richtigkeit 
dieser  Formel  unmittelbar  aus  (20).  Fallen  aber  zwei  oder  mehr  der 
fünf  Punkte  zusammen,  so  kann  das  Produkt  dadurch  unbestimmt 
werden,  daß  eines  der  drei  DVe  0,  ein  anderes  cx>  wird,  oder  daß 
mindestens  eiaes  der  drei  DVe  selbst  unbestimmt  wird,  oder  daß 
beides  gleichzeitig  eintritt.  Sind  aber  die  Punkte  auch  nur  beliebig 
wenig  Ton  dieser  kritischen  Lage  entfernt,  so  hat  das  Produkt 
stets  wieder  den  Wert  1;  d.  h.  der  Grenzwert  des  Produktes  ist 
=  1,  wenn  die  Punkte  in  beliebiger  Weise  sich  einer  solchen  Lage 
nahem,  bei  der  zwei  oder  mehr  der  fünf  Punkte  zusammenfallen. 
Verstehen  wir  also  unter  dem  Produkt  der  drei  DVe  in  diesem 
Falle  seinen  Grenzwert,  so  gilt  die  obige  Formel  allgemein.  — 
Sie  wird  sich  als  ein  ganz  besonders  fruchtbares  Hilfsmittel  für 
unsere  Untersuchungen  erweisen. 

k)  Sind  Bf  C,  B  drei  reelle  feste  Punkte,  so  durchläuft 
{ABCB)y  wenn  A  stetig  (s.  Art.  16)  die  ganze  reelle  Punkt- 
reihe in  dem  durch  BCB  bestimmten  Sinne  von  B  aus 
durchläuft,  stetig  die  ganze  reelle  Zahlenreihe  Ton  —  oo 
bis  -f  oo  und  umgekehrt. 

Denn  nach  Artikel  16  durchläuft,  wenn  A  die  Punktreihe  in 
der  angegebenen  Weise  durchläuft,  seine  Abszisse  a  stetig  die  ganze 
geschlossene  Zahlenreihe  in  dem  Süme  d,  c,  b,  beim  Durchgang  durch 
oo  ihr  Zeichen  ändernd;  also  gilt  das  Entsprechende  von  {ABCB\ 
da  dieses  DV  nach  (20)  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von  a  ist,  die 
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sich  mit  a  zugleich  stetig  ändert.  Durchlauft  tiingekehrt  (AB CD) 
stetig  die  ganze  geschlossene  Zahlenreihe^  so  gilt  das  Gleiche  von  a, 
da  dieses  nach  (20)  umgekehrt  als  gebrochene  lineare  Funktion  von 
(AB CD)  ausdrückbar  ist.  Dann  aber  durchläuft  wieder  nach 
Artikel  16  Punkt  A  stetig  die  ganze  Punktreihe. 

Als  Übungsaufgabe  beweise  man:  Sind  zwei  der  sechs  aus 
einem  Punktquadrupel  zu  bildenden  DV- Werte  einander  gleich,  so 
sind  nur  folgende  Fälle  möglich: 


(2  der  6  Werte  sind  =0 

2  der  6  Werte  sind  «=  —  1 

2  ;;      »  ?;  >;       ~  2 

^  »      7)  »  W       ""  T 


2) 


3) 


3  der  6  Werte  sind  -  ^  +  y~- 


*^      ?;     )f        9f  n  «2 


^  1 — y—  8 


Der  erste  Fall  tritt  also  nach  b)  c)  d)  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
zwei  der  vier  Punkte  identisch  sind*  —  Der  zweite  Fall  enthält 
die  harmonischen  Würfe.  —  Der  dritte  FaU  erfordert,  daß  der  Wurf 
imaginäre  Punkte  enthält.  Man  nennt  den  Wurf  in  diesem  Falle 
äqui-anharmonisch. 

19.  [Das  DV  eine  absolute  Invariante  der  projektiven 
Chmppe.]  Vom  DV  eines  reellen  Wurfes,  von  dem  nicht  drei 
Punkte  zusammenfallen,  sodaS  es  einen  bestimmten  Wert  hat,  können 
wir  nun  beweisen,  daß  es  eine  absolute  Invariante  der  projek- 
tiven Geometrie  ist  (s.  Artikel  13).  Projiziert  man  nämlich  die 
Punktreihe,  der  der  WnrtABCD  angehört  und  deren  Träger  g  heißen 
möge,  von  einem  beliebigen  Punkte  0  aus  durch  ein  Strahlbüschel, 
dessen  Strahlen  a,  h,  c,  d  bezw.  mit  A,  B,  C,  D  inzidieren,  und  schnei- 
det dieses  Büschel  dann  durch  eine  beliebige  Gerade  g'^  deren  mit 
a,  6,  c,  d  inzidierende  Punkte  A\  B'y  C,  D'  seien,  so  sind  AÄ,  BB'^ 
CC,  DD'  vier  Paare  von  Punkten,  die  bei  der  projektiven  Trans- 
formation der  Punktreihe  5p  auf  ^  in  die  Punktreihe  5P'  auf  g'  ein- 
ander entsprechen.    Wir  wollen  beweisen,  daß 

(25)  {ABCD)^{ÄB'C'Dy 

Zum  Beweise  nehmen  wir  zunächst  an,  daß  keiner  der  Punkte 
A,  Bf  Ä,  B'  uneigentlich  sei.  Wir  können  dann  durch  diese  Punkte 
vier  einander  parallele  Gerade   stets  so  legen,   daß  c  von  ihnen  in 
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vier  eigentlichen  Punkten  A^y  B^,  Ä^\  BJ  geschnitten  wird.     Ebenso 
legen  wir  Parallele  dnrch  jene  vier  Punkte,  die  eJ  in  vier  eigentlichen 

Punkten^,JB^,^',JB; 
schneiden  (s.  Fig.  10). 
Treffen  wir  nun  die  Fest- 
setzung, daß  das  Ver- 
hältnis zweier  parallelen 
Strecken  (gerade  wie 
dasjenige  zweier  Strek- 
^  ken  auf  derselben  Ge- 
raden) positiv  oder  nega- 
tiv genommen  werden 
soll,  je  nachdem  die 
Strecken  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Rich- 
tungssinn haben,  so  gel- 


':^ 


Flg   10. 


ten  mit  Einschluß  des  Vorzeichens  die  Gleichungen 


AC 
BG' 

BB,' 

AD 
Bi)~ 

BB^'  > 

also 

(26) 

(äBCD)" 

AA, 
"AA^ 

BB,. 
BBa' 

ebenso 

ergibt  sich 

(27) 

{A'B'C'D')^ 

A'A^' 
'  A'Ai 

.b'b: 

•BTB^ 

Da  aber  femer 

^A_ 

.A'A 

BBc 

b'b: 

AÄ^ 

'  A'Aa'> 

BBi 

~  b'b2 

80  folgt  aus  (26)  und  (27)  die  zu  beweisende  Gleichung  (25). 

Ist  nun  einer  der  vier  Punkte  Ä,  B,  A\  B'  uneigentlich,  so  ver- 
sagt der  soeben  geführte  Beweis.  Sind  aber  die  vier  Punkte  des 
Wurfes  AB  CD  sämtlich  voneinander  verschieden,  so  kann  nur  einer 
der  Punkte  A^  B,  C,  D  und  nur  einer  der  Punkte  A',  B',  C,  D'  uneigent- 
lich sein,  und  es  müssen  sich  unter  den  beiden  Quadrupeln  mindestens 
zwei  Paare  entsprechender  eigentlicher  Punkte  z.  B.  BB'  und  CC 
finden.     Dann  beweisen  wir  genau  wie  vorher  zunächst  die  Gleichung 

(28)  {BCAB)  -  {B'G'ÄBr) 

und  haben  dann  nach  den  Formeln  (24)  auch  die  Geltung  der  Gleichung 
(26)  bewiesen.  Fallen  endlich  zwei  Punkte  des  Wurfes  AB  CD  zu- 
sammen, so  gilt  das  Gleiche  von  den  entsprechenden  Punkten  des 
Wurfes  A'B'C'D\     Dann  aber  hat  nach  den  Bemerkungen  b)  c)  d) 

1)  Die  Begründung  dieser  Gleichungen  setzen  wir  hier  voraus. 


Digitized  by 


Google 


19.  20.]  Geometrie  in  der  eigentlichen  Panktreihe.  41 

(Art  18)  jedes  der  beiden  DVe  (ABCD)  und  {A'B'Ciy)  entweder 
den  Wert  1  oder  0  oder  oo.     Die  Gleichung 

{ABGI))^{AB'CB') 

ist  also  allgemein  bewiesen;  d.  h.: 

Das  DV  eines  Wurfes  ist  eine  absolute  Invariante  der 
Gruppe  aller  projektiven  Transformationen  der  Punktreihe. 
Der  Wurf  ist  somit  eine  Figur  F,  und  sein  DV  entspricht  als  Zahl 
Zf  der  Bedingung  1.  in  Artikel  13. 

Die  durch  den  Wert  des  DV  gegebene  Beziehung  zwischen 
den  Punkten  eines  reellen  Wurfes  ist  also  eine  projektive,  obwohl 
wir  bei  der  EinfQhrung  des  DV  das  AV^  das  keine  Invariante  der 
projektiven  Gruppe  war,  benutzt  haben.^)  Ferner  folgt  aus  dem  vor- 
stehenden Satze: 

Jede  allein  auf  die  Werte  von  DVen  zurückführbare  Be- 
ziehung zwischen  reellen  Punkten  einer  Punktreihe,  deren 
Begriff  keinen  ihrer  Punkte  auszeichnet,  ist  projektiv.  Denn 
sie  bleibt  bei  allen  projektiven  Transformationen  erhalten  und  genügt 
also  der  in  Artikel  10  aufgestellten  Definition. 

20.  [Das  DV  eine  charakteristiBChe  absolute  Invariante 
der  projektiven  Ghmppe.]  Wir  können  aber  weiter  zeigen,  daß 
das  DV  auch  eine  charakteristische  absolute  Invariante  der  pro- 
jektiven Gruppe  ist,  d.  h.  (s.  Art.  13)  wir  können  beweisen,  daß 
das  DV  als  Zahl  Zp  auch  der  Bedingung  2.  des  Artikel  13  genügt, 
m.  a.  W.: 

Sind  zwei  Punktreihen  punktweise  ein-eindeutig  ein- 
ander so  zugeordnet,  daß  jedem  reellen  Wurf  der  einen  ein 
reeller  Wurf  der  andern  mit  gleichem  DV  entspricht,  so  ist 
diese  Zuordnung  eine  projektive,  d.  h.  sie  kann  durch  Projizieren 
und  Schneiden  hergestellt  werden. 

Um  dies  zu  beweisen,  führen  wir  hier  die  allgemeine  Defi- 
nition ein: 

Zwei  ungleichartige  Grundgebilde  I  Stufe  (z.  B.  eine 
Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel)  heißen  perspektiv  einander 
zugeordnet  oder  kurz  perspektiv,  wenn  jedes  Element  deff 
einen  mit  einem  und  nur  einem  Element  des  andern  inzidiert 
und  je  zwei  inzidierende  Elemente  von  beiden  einander  ent- 
sprechen; —  zwei  gleichartige  Grundgebilde  I.  Stufe  heißen 


1)  Über  die  rein  projektive  Einführung  der  vier  Punkten  als  DV  zu* 
geordneten  Zahl  vgl.  Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Greom.,  Leipzig  (1882), 
§  21,  —  Killing,  Grundlagen  der  Geom.,  Paderborn,  I  (1893),  S.  107  ff.  —  Bei 
von  St  au  dt  (a.  a.  0.)  vertritt  der  rein  geometrische  Begriff  des  „Wurfes^* 
selbst  diese  Zahl. 
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perspektiy,  wenn  sie  zu  demselben  ungleichartigen  Orund- 
gebilde  perspektiy  sind  und  je  zwei  Elemente  einander  ent- 
sprechen^ die  mit  demselben  Element  des  letzteren  inzidieren. 
Nach  Artikel  19  ist  also  für  entsprechende  Punkte  zweier  Per- 
spektiven Punktreihen  stets  (ÄBCD)  =  (A'BX'D'). 

Wir  zeigen  nun^  daB  man  stets  eine  Kette  Ton  Grundgebilden 
I.  Stufe  herstellen  kann,  deren  erstes  und  letztes  die  beiden  gegebenen 
Punktreihen  sind,  wahrend  je  zwei  aufeinander  folgende  perspektiv 
sind.  Dabei  darf  man  annehmen,  daß  die  beiden  gegebenen  Punkt- 
reihen in  derselben  Ebene ,  aber  auf  verschiedenen  Geraden  ruhen. 
Denn  andernfalls  kann  man  die  eine  von  ihnen  durch  eine  ihr  Per- 
spektive von  der  gewünschten  Lage  zu  der  zweiten  ersetzen,  wobei 
die  Voraussetzung  des  jetzt  zu  beweisenden  Satzes  nach  dem  vorigen 
Artikel  erhalten  bleibt. 

Seien  also  ^^^  ^^  (^^S-  ^^)  ^^  gegebenen  Punktreihen,  Ä^Ä^, 
B^B^y  C^C^  drei  Paare  entsprechender  Punkte,   0^  und  0,  zwei  be- 

liet)icre  Punkte  auf  der  Gte- 
^».  raden^i^.  Die  Projektion 

der  Punktreihen  ^^  von  Oj 
und  ^2  '^^^  ^2  ^^^  liefert 
die  mit  ihnen  Perspektiven 
Büschel  in  0^  und  0,.  Die 
Schnittpunkte  zweier  Paare 
entsprechender  Strahlen 
\b^  =  B,  CjC,  =  C  liefern 
die  Gerade  g^BC.  Auf 
dieser  entsprechen  also  den 
Punkten  A^yB^^  C^  von  ^^ 

und  den  Punkten  Jf,^}?^ 
von  ^2  dieselben  drei 
Punkte  Ay  By  G  durch  Proji- 
zieren und  Schneiden.  Wei- 
ter kommt  man  von  jedem  Punkte  D,  auf  ^^  zu  einem  Punkte  D  auf  g 
und  von  dem  entsprechenden  Punkte  D^  auf  ^^  ^^  einem  Punkte  D' 
auf  g.  Die  beiden  Punktreihen  ABCDE...  und  ABCD'E'...  auf.jr 
entsprechen  sich  nun  nach  Artikel  19  in  allen  DVen,  weil  dies  nach 
Voraussetzung  von  ^ßj  und  ^ß,  galt  und  sie  mit  diesen  perspektiv 
sind.  Also  ist  (ABCD)  =  {ABCIX)  usw.,  daher  nach  Artikel  18  f) 
B  ^  U,  E  ^  E'y  usw.;  d.  h.  dieselbe  Punktreihe  ^  auf  g  ist  so- 
wohl mit  ^1  wie  mit  ^^  perspektiv,  womit  der  Beweis  er- 
bracht ist. 

Aus  dem  wichtigen  Umstand,  daß  das  DV  eine  charakteri- 
stische absolute  Invariante  der  projektiven  Gruppe  ist,   können  wir 


Fig.  11. 
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nun  nach  genau  demselben  Schluß^  der  in  der  Einleitui^  (Art.  10)  zn 
ähnlichem  Zweck  benutzt  wurde^  die  Aussage  ableiten: 

Jede  projektive  Beziehung  zwischen  reellen  Punkten 
einer  Punktreihe  ist  lediglich  auf  Beziehungen,  die  durch 
die  Werte  von  DVen  auszudrücken  sind,  zurückführbar. 

Hiermit  haben  wir  also  nun  auch  eine  positive  Charakterisierung 
der  projektiven  Geometrie  in  der  Punktreihe  unabhängig  von  Ge- 
bilden höherer  Stufe,  denen  die  Punktreihe  angehört,  was  wir  in 
Artikel  10  unter  c)  noch  vermißten.  Freilich  ist  diese  Erklärung 
nicht  rein  geometrisch,  sondern  analytisch-geometrisch,  da  das  DV 
eine  einem  Wurf  zugeordnete  Zahl  ist. 

Aus  den  beiden  Hauptsätzen  dieses  und  des  vorangehenden  Artikels 
folgt  noch  der  wichtige  Satz  (der  sogenannte  „Fundamentalsatz  der 
projektiven  Geometrie"): 

Eine  projektive  Zuordnung  von  zwei  Punktreihen  ist 
durch  drei  willkürlich  wählbare  Paare  entsprechender 
reeller  Punkte  AÄ,  BB\  CC  eindeutig  bestimmt. 

Daß  nämlich  drei  solche  Paare  willkürlich  gewählt  werden 
können,  folgt  aus  dem  ersten  Satze  des  gegenwärtigen  Artikels. 
Daß  aber  dadurch  die  Zuordnung  eindeutig  bestimmt  ist,  folgt  aus 
Art.  19;  denn  ist  D  irgend  ein  reeller  Punkt  der  ersten  Punktreihe, 
so  ist  sein  entsprechender  D'  der  zweiten  durch  die  nach  Art.  19 
geltende  Gleichung  {AB' CD')  =  (ABCD)  nach  Art.  18  f)  ein- 
deutig bestimmt.  —  Da  nach  diesem  Satze,  wenn  man  ABC  irgend- 
vpe  gewählt  hat,  jeder  der  Punkte  A'B'C  oo^  Lagen  erhalten  kann, 
so  muß  die  Anzahl  aller  projektiven  Transformationen 
zwischen  zwei  Punktreihen  auf  gegebenen  Trl^em  mit  oo'  bezeichnet 
werden. 

Durch  die  Gleichung  (A'B' C'BT)  =  (ABCD),  wo  AA\ BB',  CC 
drei  Paare  entsprechender  reeller  Punkte  sind,  soll  nun  auch  jedem 
imaginären  Punkt  D  ein  ihm  bei  der  projektiven  Trans- 
formation der  Punktreihe  entsprechender  D'  zugewiesen 
werden,  der  nach  (20)  eben&Us  imaginär  ist. 

Sind  dann  D,  K  F,  G  vier  beliebige  Punkte,  unter  denen  auch 
mehr  als  ein  imaginärer  auftreten  darf,  D',E\F\  G'  ihre  bei  der 
projektiven  Transformation  der  Punktreihe  entsprechenden,  so  kann 
unter  wiederholter  Anwendimg  des  Satzes  Artikel  18  i)  gezeigt 
werden,  daß  auch  für  einen  solchen,  also  überhaupt  für  jeden 
Wurf  die  Gleichung  (DEFG)  =  {VE'F'G')  gut.  Sobald  dies  aber 
gezeigt  ist,  kann  in  den  beiden  Sätzen  am  Schluß  des  vorigen  und 
in  diesem  Artikel,  die  zur  Charakterisierung  der  projektiven  Be- 
ziehungen dienen,  die  Beschränkung  auf  reelle  Punkte  fort- 
fallen, 
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Da  wir  diesen  Nachweis  später  auf  anderem  Wege  einfach  er- 
bringen werden,  diene  der  Beweis  anf  dem  angedeuteten  Wege  einst- 
weilen als  Übungsaufgabe. 

Wir  konnten  endlich  schon  an  dieser  Stelle  die  Bedeutung  der 
projektiven  Transformation  insofern  erweitern,  als  wir  ganz 
ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die  Punkte  reell  oder  imaginär 
sind,  ii^end  drei  Punkten  Aj  By  C  einer  Punktreihe  drei  Punkte 
A\  B\  C  einer  andern  und  dann  jedem  Punkt  D  der  ersten  den 
Punkt  D'  der  zweiten  zuordneten,  der  mit  ihm  durch  die  Gleichung 
(ÄBCD)  =-  (Ä'B'C'D")  verknüpft  ist.  Hierbei  könnten  dann  auch 
reellen  Punkten  der  einen  imaginäre  Punkte  der  anderen  Punkt- 
reihe entsprechen.  Doch  wollen  wir,  so  lange  nicht  ausdrücklich 
anders  verfügt  wird,  unter  projektiver  Transformation  nach  wie 
vor  immer  eine  solche  verstehen,  bei  der  reellen  Punkte  reelle, 
imaginären  imaginäre  entsprechen,  die  also  bezüglich  der  reellen 
Punkte  wirklich  durch  Projizieren  und  Schneiden  vermittelt  werden 
kann. 

21.  [DT-Koordlnaten.]  Fortan  arbeiten  wir,  so  lange  wir 
uns  auf  das  Gebiet  der  projektiven  Geometrie  beschränken, 
nur  noch  mit  DVen,  wobei  wir  nur  die  (nach  Art.  19,  20)  projek- 
tiven (wenn  auch  bei  uns  nicht  auf  projektivem  Weg)  in  Artikel  18 
a)  bis  k)  abgeleiteten  Eigenschaften  benutzen.  Das  DY  muß 
ims  nach  Artikel  19,  20  zu  einem  fQr  die  projektive  Geometrie  natur- 
gemäßen oder  kürzer  zu  einem  projektiven  Koordinatensystem 
führen. 

Sind  Ä,  B,  E  (Fig.  12)  drei  beliebige  feste,  voneinander  verschiedene 
Punkte,  die  auch  imagiimr  sein  dürfen,  die  wir  aber  der  Einfachheit 

A  E     B        X 


Fig.  12.' 

wegen,  so  lange  nicht  anders  bestimmt  wird,  reell  annehmen  wollen, 
X  irgend  ein  Punkt  der  Punktreihe,  so  setzen  wir 

(29)  k^iXEAB), 

Hiernach  entspricht  jedem  Punkt  X  ein  bestimmter  Wert  von  k  (Art.  18  a)  ) 
und  jedem  Wert  von  k  ein  bestimmter  Punkt  X  (Art.  18  f)).  Reellen 
Punkten  X  entsprechen  der  obigen  Festsetzung  zufo^^e  reelle,  aggregiert 
imaginären  Punkten  X  konjugiert  imaginäre  Werte  von  A  und  um- 
gekehrt Durchläuft  der  reelle  Punkt  X  stetig  die  ganze  Punktreihe, 
so  durchläuft  nach  Artikel  18  k)  k  stetig  die  ganze  durch  die 
Zahl  oo  geschlossene  reelle  Zahlenreihe,  beim  Durchgang  durch  A  »  oo 
natürlich  sein  Vorzeichen  ändernd,  xmd  umgekehrt. 
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Wir  haben  also  durch  (29)  ein  System  von  DV-Koordinaten 
eingeführt,  in  dem  A  die  Koordinate  von  X  ist.  Für  X^  A^B,  E 
Hefert  (29)  bezw.  A  =  0,  oo,  1  (Art.  18  b)  c)  d)).  Die  Punkte  Ä,B,E 
sind  also  bezw.  Null-,  Unendlichkeits-,  Einheitspunkt  des  Sy- 
stems. Femer  ist  für  reelle  Punkte  X  nach  Artikel  18  e)  A  ^  0,  je 
nachdem  die  beiden  Punktepaare  XE  und  AB  einander  trennen  oder 
nicht.  Der  Einheitspunkt  wirkt  also  auch  bei  diesem  System  als 
Signierungspunkt.  Auf  der  im  uneigentlichen  Punkt  sich  schließen- 
den Punktreihe  bestimmen  erst  drei  Punkte  durch  ihre  Aufeinander- 
folge einen  Richtungssinn  (s.  Art.  14).  Den  durch  Ay  E,  B  be- 
stimmten Richtungssinn  kann  man  daher  den  positiven  bei  unserm 
Koordinatensystem  nennen. 

Die  DV-Koordinaten  sind  die  allgemeinsten^  die  wir  in  der  Punkt- 
reihe einführen. 

Wir  müssen  sie  als  projektive  Koordinaten  bezeichnen, 
1)  weil  das  DY  eiue  charakteristische  absolute  Invariante  der  pro- 
jektiven Geometrie  ist,  2)  weil  bei  der  Wahl  ihrer  Bestimmungs- 
punkte Aj  B,  E  kein  unterschied  zwischen  eigentlichen  und  uneigent- 
lichen Punkten  gemacht  und  überhaupt  kein  Punkt  ausgezeichnet  zu 
werden  braucht. 

Wir  schließen  hieran  noch  die  wichtige  Bemerkung: 

Sind  gewisse  Punkte  durch  ihre  DV-Koordinaten  in 
irgend  einem  System  gegeben,  so  ist  für  die  Aufsuchung 
aller  projektiven  Beziehungen  zwischen  ihnen  jede  Kenntnis 
über  die  spezielle  Lage  der  Bestimmungspunkte  A,B,E  des 
Koordinatensystems  entbehrlich. 

Denn  diese  Beziehungen  bleiben  bei  allen  projektiven  Transfor- 
mationen erhalten,  und  bei  diesen  ändern  sich  die  Koordinaten  jener 
Punkte  nicht,  wenn  man  das  durch  A,  B,  E  bestimmte  Koordinaten- 
system zugleich  mit  transformiert;  hierbei  können  aber  A,  B,  E  io. 
drei  beliebige  andere  Punkte  übergeführt  werden. 

22.  [Homogene  Koordinaten.]  In  geometrischer  Hinsicht  er- 
füllen die  DV-Koordiuaten  alle  unsere  Anforderungen.  Aber  in  arith- 
metischer Hinsicht  ist  es  uns  für  die  Rechnung  vielfach  störend,  daB 
beim  Einrücken  des  variablen  Punktes  in  einen  bestimmten  Punkt^ 
der  der  uneigentliche  oder  auch  ein  eigentlicher  sein  kann,  seine 
Koordinate  gleich  der  fingierten  Zahl  oo  wird.  Um  dies  zu  ver- 
meiden, ordnen  wir  jedem  Punkt  X  fortan  nicht  wie  bisher  nur  eine 
einzige  Zahl  A  zu,  sondern  zwei  Zahlen  x^,  x^y  deren  Verhältnis 

(30)  x^ix^^X^  (XEAB) 

sein  soll.    Die  Zahlen  x^yX^  selbst  sind  also  durch  diese  Definition 
nicht  bestimmt,  sondern  nur  ihr  Verhältnis;  m.  a.  W.  die  Zahlen 
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x^,  x^  sind  durcli  Gleichung  (30)  nur  bis  auf  einen  beiden  gemein- 
samen willkürlichen  Faktor  q  bestimmt.    Um  jede  der  beiden  Zahlen 

A  K    B        X      F 

t  I        I  I  ♦ 

Flg.  16. 

x<^^  x^  selbst  bis  auf  einen  ihnen  gemeinsamen  Faktor  als  DY  darzu- 
stellen, sei  F  (Fig.  13)  ein  beliebiger  Punkt  der  Punktreihe.  Dann 
ist  nach  Artikel  18  i) 

(31)  (XEÄE)  (XEBF)  (XEFÄ)  -  1, 

also  nach  18  g)  {XEAB)  =  (XEÄF) :  {XEBF),  d..h.  nach  (30) 

/oo^  iQX,^{XEAF) 

^^^^  \qx,^{XEBF), 

wo  Q  ein  willkürlicher  Proportionalitätsfaktor  ist. 

Hierdurch  sind  zwar  jedem  Punkt  X  der  Punktreihe  unendlich  viele 
Zahlenpaare  x^,  x^  zugeordnet;  aber  das  Verhältnis  x^ :  x^  hat  bei  ihnen 
allen  denselben  Wert  k})  Die  zu  X  gehörigen  Zahlenpaare  können 
also  sämtlich  durch  ein  einziges  beliebiges  von  ihnen  repräsentiert 
werden.  Dieses  können  wir  dann  aber  stets  so  wählen,  daß  sowohl  x^ 
wie  x^  eine  endliche  Zahl  ist.  Ist  nämlich  A  =  0,  so  können  wir 
iCj  =  0,  iT,  —  1  wählen;  ist  A  =  cx>,  so  können  wir  a?!  =  1,  a:,  =  0 
wählen;  ist  A  weder  =  0  noch  =  oo,  so  können  wir  für  x^,  x^  zwei 
eigentliche,  von  0  und  cx>  verschiedene  Zahlen  wählen.  Wir  sehen 
also  gleichzeitig,  daß  niemals  zugleich  a;^  »  0  und  x^^O  sein  kann. 
Umgekehrt  entspricht  jedem  eigentlichen  Zahlenpaar  (außer  dem 
Zahlenpaar  0,  0)  ein  bestimmter  Wert  von  A,  also  ein  bestimmter 
Punkt  X  Die  Zahlenpaare  x^fX^  sind  also  wiederum  als  Koordi- 
naten von  X  zu  bezeichnen;  wir  nennen  sie  speziell  homogene 
Koordinaten  oder  —  um  an  die  geometrische  Bedeutung  von  x^:  x^ 
zu  erinnern  —  auch  homogene  DV-  oder  homogene  projektive 
Koordinaten.  Durch  die  Gleichungen  (32)  ist  jeder  der  beiden 
Zahlen  x^y  x^  (abgesehen  von  einem  ihnen  gemeinsamen  Faktor) 
eine  geometrische  Bedeutung  zugewiesen,  die  wir  nunmehr  dahin 
aussprechen: 

Die  einzelnen  homogenen  Koordinaten  Xj^yOO^  des  Punktes 
X  sind  proportional  den  DVen,  die  X  mit  dem  Einheitspunkt, 
dem  Null-  bezw.  Unendlichkeitspunkt  und  einem  beliebigen 
weiteren  Punkt  bestimmt. 


1)  Ein  Punkt,  dessen  homogene  Koordinaten  imaginäre  Zahlen  dCi  »o^ 
+  ^1^)  x,  =  a, -^&,t  sind,  ist  also  nur  dann  ein  imaginärer  Punkt,  wenn 
Oj  +  &i » :  Oj  +  ^1  *  imaginär,  d.  h.  a,  6,  —  o,  ft^  «f»  0  ist. 
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Nach  der  vorstehenden  Erklärung  der  homogenen  Koordinaten 
haben  wir  für  den 

Nnllpnnkt  Ä  ar^ :  a^  =  0  : 1 , 

ünendlichkeitspnnkt  B  x^ia;^^!  :0, 
Einheitspunkt  E  x^:x^=^  1 : 1. 

Nullpunkt  und  ünendlichkeitspunkt  fassen  wir  jetzt  auch  unter  dem 
;^omogeneren^  Namen  Fandamentalpunkte  zusammen. 

Als  Vorzug  oder  als  besonders  beachtenswert  bei  der  Benutzung 
homogener  Koordinaten  heben  wir  noch  ausdrücklich  die  folgenden 
Eigenschaften  hervor: 

1)  Das  homogene  Koordinatenpaar  x^,  x^  hat  für  keinen 
Punkt  das  Wertsystem  0,  0. 

2)  Die  homogenen  Koordinaten  jedes  Punktes  können 
durch  endliche  Zahlen  gegeben  werden. 

3)  Zwei  Punkte  X  und  X'  sind  dann  und  nur  dann  iden- 
tisch^ wenn  zwischen  ihren  homogenen  Koordinaten  die 
Gleichung 

^  ^2  ! 
erfüllt  ist;  denn  dann  und  nur  dann  ist  x^:x^^  x^\  x^. 

4)  Jede  algebraische  Gleichung  für  A 

(34)  ttoA»  +  ajA"-^  +  a,r-«  +  ....  +  a^  ==  0 

wird  durch  Einführung  homogener  Koordinaten  X^x^:x^ 
homogen^  d.  h.  nach  WegschafiFung  der  Potenzen  von  x^  im  Nenner 
ist  die  Summe  der  Exponenten  von  x^  und  x^  in  allen  Gliedern 
dieselbe: 

(35)  »0^1"+  ^x^i~^^%  +  ^^i**"*^»*  +  ....  4-  a^x^  =  0, 
Diese   letzte  Eigenschaft  rechtfertigt   endlich   auch  die  Bezeichnung 
homogen  für  die  Koordinaten  selbst. 

23.  [Lineare  Oleiohnugen.  Kontragredlente  Koordinaten.] 
Da  ein  Punkt  X  der  Punktreihe  bestimmt  ist^  sobald  das  Verhält- 
nis seiner  homogenen  Koordinaten  x^^y  x^  gegeben  ist^  so  ist  also  X 
auch  bestimmt^  sobald  zwischen  x^^x^  eine  homogene  lineare^  d.  h. 
eine  homogene  Gleichung  ersten  Grades 

(36)  te^rCi  +  u^x^  =  0 

gegeben  ist^  deren  linke  Seite  eine  binäre  lineare  Form  von  x^,  x^ 


(33)  a?i  wCj'  —  x^Xi^ 


1)  Da  hier  zum  ersten  Mal  eine  Determinante  auftritt,  bemerken  wir, 
daß  die  fdr  das  Stadium  dieses  Buches  erforderlichen  Begriffe  und  Sätze  aus 
der  Determinantentheorie  als  besonderer  Anhang  den  Schluß  des  zweiten 
Bandes  bilden  werden. 
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heißt.  Umgekehrt  ist  durch  jeden  Pniikt  X  sein  KoordinatenyerMlt- 
nis;  also  eine  solche  Gleichung  (bis  auf  einen  willkürlichen  Faktofr) 
bestimmt.  Wir  können  deshalb  die  Gleichung  (36)  als  ein  analyti- 
sches Äquivalent  des  Punktes  X  auffassen  und  nennen  sie  die 
Gleichung  des  Punktes. 

Da  andererseits  Gleichung  (36)  durch  das  Verhältnis  ihrer  Koeffi- 
zienten Uj,  u,  bestimmt  ist  und  umgekehrt  dieses  durch  jene,  so 
können  wir  auch  diese  Koeffizienten  u^y  ti^  als  homogene  Koordi- 
naten desselben  Punktes  X  ansehen,  die  mit  x^,  x^  durch  die  Be- 
ziehung 
(36a)  Wj  ;  Uj  =  a;, :  —  a^i 

verknüpft  sind.    Wir  nennen  aus  in  Artikel  25  zu  erklärendem  Grunde 
u^yU^  die  zu  x^,  x^  kontragredienten  Koordinaten  von  X 
Hat  man  zwei  solche  lineare  Gleichungen 

(37)  Mi^i  +  WjOJj  =  0    und    u^x^  +  '^^t  =  0, 

so  liefern  sie  dann  und  nur  dann  denselben  Wert  von  x^\x^y 
m.  a.  W.  so  stellen  sie  dann  und  nur  dann  denselben  Punkt  X  dar, 
wenn 

d.  h.  wenn 


=  (ww')«0. 


Wir  nennen  deshalb  auch  die  Gleichungen  (37)  nur  dann  vonein- 
ander verschieden,  wenn  (mm')  +  0  ißt- 

Als  Übungsaufgabe  1.  stelle  man,  wenn  x^^  x^  beliebige  ho- 
mogene DV-Koordinaten  sind,  die  Gleichungen  des  Null-,  Unend- 
lichkeits-,  Einheitspunktes  dieses  Systems  auf. 

2.  Sind  x^yX^  und  u^^u^  kontragrediente  Punktkoordinatensysteme, 
so  haben  beide  dieselben  Fundamentalpunkte,  unter  Yertau- 
schung  von  0-  und  cx>-Punkt,  während  die  beiderseitigen  I-Punkte 
die  Fundamentalpunkte  harmonisch  trennen. 

24.  [Tttuisfoniiation  der  homogenen  projektiven  Ko- 
ordinaten.] Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Transformation  homogener 
Koordinaten,  d.  h.  zu  der  Frage:  Welche  Beziehungen  bestehen 
zwischen  den  Koordinaten  desselben  beliebigen  Punktes  in 
zwei  verschiedenen  Koordinatensystemen? 

Sind  Ä,B,E  (Fig.  14)  die  Bestimmungspunkte,  d.h.  0-,  00-,  I-Punkt 
des  einen,  Ä\  B\  E'  die  des  andern  Systems,  ist  femer  X^x^\x^  die 


Fig.  U. 
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Koordinate  eines  beliebigen  Punktes  X  in  dem  ersten,  >l'  ==  rc/ :  iCjj'  die 
desselben  Punktes  in  dem  zweiten  System,  so  ist  nach  (30) 

(39)  X=^x^:x^^{XEÄB),    A'- <:  <=  (XE'^'JS'), 

und  es  soU  die  Beziehung  zwischen   X  und  A'  oder  zwischen  x^,x^ 
einerseits  und  x^^  x^  andererseits  ermittelt  werden.*) 

Zu  dem  Ende  setzen  wir  zunächst  voraus,  daß  keiner  der 
Punkte  A\B',E'  mit  einem  der  Punkte  ^,J5,JK  zusammenfalle, 
und  betrachten  die  vier  DVe 

X^{XEAB),    X^=={XWAB),    k,  =  {XE'Ä'B),    X'^iXWAB'), 

Nach  Artikel  18  i)  ist 

(40)  k^k^'  (E'EÄB), 

wo  das  DY  {E'EAB)  nur  aus  den  Bestimmungspunkten  der 
Koordinatensysteme  gebUdet  ist,  den  variablen  Punkt  X  aber  nicht 
enthalt.  Wir  haben  also  schon  das  Resultat:  Ändert  man  nur  den 
Einheitspunkt,  so  multiplizieren  sich  die  DV-Koordinaten 
aller  Punkte  X  nur  mit  einer  Konstanten. 
Weiter  ist  nun  nach  Artikel  18  g)  und  i) 

(41)  Ai  =  1  -  {XAE'B)  ^  1  -  (A'AE'B)  {XÄWB) 

^1-{AAWB){1-X,), 

d.  h.  Ai  eine  lineare  Punktion  von  Ag  mit  konstanten  von  X  unab- 
hängigen Koeffizienten. 

Endlich  ist  —  immer  unter  Benutzung  derselben  Formeln  aus 
Artikel  18  - 

(42)  A,  =  T^{XBE'Ä)  ""  1^{B'BE'A){XB'E'Ä) 


[1  —  (B'BE'A')]V  +  {B'BE'Ay 

d.  h.    Ag   eine   gebrochene   lineare  Funktion   von   A'   mit   konstanten 
Koeffizienten. 

Da  nun  die  drei  Punkte  A,  B,  E  und  ebenso  A',  B\  E'  als  Be- 
stimmungspunkte eines  Koordhiatensystems  voneinander  und  nach 
Annahme  auch  diese  von  jenen  verschieden  sind,  so  haben  die  drei  in 
(40),  (41),  (42)  auftretenden  konstanten  DVe  nach  Art.  18  a)  b)  c)  d) 


1)  Um  zunächst  nur  Formel  (43)  zu  gewinnen,  erscheint  es  einfacher,  X  und 
X*  nach  (20)  in  demselben  Abszissensystem  auszudrücken  und  x  zu  eliminieren 
(Übungsaufgabe).  Wir  würden  aber  dabei  nicht  nur  die  aus  (20)  abgelei- 
teten projektiven  Eigenschaften  des  DV,  sondern  diesen  Ausdruck  des  DV  in 
einem  nicht  projektiven  Koordinatensystem  selbst  benutzen.  Deshalb  schien 
uns  der  obige  Weg  aus  prinzipiellen  Gründen  den  Vorzug  zu  verdienen. 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  I.  4 


Digitized  by 


Google 


50  Erster  Abschnitt    Kapitel  L  [^4. 

bestimmte^  von  0,  oo,  1  verschiedene  Werte.  Verknüpft  man  die  drei 
Gleichungen  miteinander,  so  ergibt  sich  also  eine  Gleichimg  der  Form 

worin  die  ^jßiy^yß%  reell  sind  und  nur  von  den  Bestimmungspunkten 
beider  Systeme  abhängen.  Da  die  Determinante  (aß)  der  linearen 
Funktion  (43)  nach  einem  Satz  der  Determinantentheorie  gleich  dem 
Produkt  der  Determinanten  der  linearen  Funktionen  (40),  (41),  (42) 
ist,  hat  sie  den  Wert 

(44)  {aß)  -  (E'EÄB)  {AAE'B)  {B'BE'Ä)  +  0. 

Gleichung  (43)  ist  also  von  k'  wirklich  abhängig  und  kann  auch 
nach  X'  aufgelöst  werden. 

Sind  nicht  alle  drei  Punkte  A\  B\  E'  von  den  Punkten  Ä,  B,  E 
verschieden,  so  wählt  man  drei  beliebige  Punkte  Ä",  J5",  JE",  die 
sämtlich  sowohl  von  Ä,  B,  E  als  auch  von  Ay  B\  E'  verschieden  sind, 
drückt  k  zunächst  durch  X'  ^  {XE''Ä'B"),  dann  dieses  durch  A' 
wie  oben  aus  und  setzt  die  beiden  Gleichungen  zusammen,  sodaß  sich 
dasselbe  Endresultat  ergibt. 

Führen  wir  nun  in  (43)  wieder  die  homogenen  Koordinaten 
ein  und  setzen  die  beiden  Zähler  und  die  beiden  Nenner  (links  und 
rechts)  einander  proportional,  so  ergibt  sich  die  Transformation 
der  homogenen  DV-Koordinaten: 

also  umgekehrt 

^  \6{aß)x^=-{ax)^  —  a^x^  +  a^x^, 

wo  Q  und  6  willkürliche  Faktoren  sind*);  d.  h.: 

Die  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes  X  in  irgend 
einem  System  sind  linear  und  homogen  durch  die  Koordi- 
naten desselben  Punktes  in  irgend  einem  andern  System 
ausdrückbar.  Die  Koeffizienten  der  Transformationsglei- 
chungen hängen  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Be- 
stimmungspunkte  beider  Systeme   ab  und  sind  reell,   wenn 


1)  Da  es  bei  homogenen  Koordinaten  x^ ,  x^  nur  auf  das  Verhältnis  rc,  :  x, 
ankommt,  kann  in  (45)  der  Faktor  ^  (bezw.  in  (46)  &)  im  allgemeinen  auch  fort- 
gelassen werden,  was  wir  uns  mitunter  gestatten  werden.  Es  ist  indessen  kor- 
rekter, ihn  beizubehalten,  da  sonst  jedem  Wertsystem  o\\  x^  ein  bestimmtes 
Wertsystem  x^ ,  x^  zugeordnet  würde  und  umgekehrt,  während  doch  jedem  Wert- 
sjstem  (L^^  x^  unendlich  viele  Wertsysteme  a;^,  x^  entsprechen  und  umgekehrt. 
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die  Bestimmungspunkte  reell  sind  Ihre  Determinante  ist 
von  Null  verschieden. 

Setzt  man  in  (45)  einmal  x<[  =  1,  rc^  =0,  einmal  x(  =  0,  x^  =  1, 
einmal  x(  =  x^y  so  ergibt  sich 

^1,^2  sind  die  ungestrichenen  Koordinaten  des  oo-Punktesf 

des  gestrichenen  Systems^ 
/S^, /Sg  sind  die  ungestrichenen  Koordinaten  des  0-Punktes  AI 

des  gestrichenen  Systems^ 
«1  +  A?  «^2  +  A    sind    die    ungestrichenen    Koordinaten    des 

I-Punktes  E'  des  gestrichenen  Systems. 

Sind  daher  Äy  B\  E'  durch  ihre  Koordinaten  a^,  o^;  fej,  fej;  e^,  e^ 
im  ungestrichenen  System  gegeben^  so  muß  in  (45) 

(47)     «1  :  flf,  -  6i :  6,,     A  :  A  =  «i :  %,     ^  + ßi- <h  + ßt^  h'^ 

sein^  d.  h.  die  Gleichungen  (45)  müssen  die  Form  haben 

pa?i  =  (ibj^x^  +  V  a^x^ 
QX^^li,b^Xi'+'vaiX^\ 

wo  ft  und  V  noch  so  zu  bestimmen  sind^  daß  filr  x^  »  o?/  =»  1 

Hieraus  folgt  aber  ft :  v  =»  (ae)  :  (e6),  und  es  lauten  die  Trans- 
formationsformeln^  wenn  die  neuen  Bestimmungspunkte 
durch  ihre  Koordinaten  gegeben  sind: 

\9^i  =  {cL^hiX^  +  {eh)a^x^' 
[qx^  «  lae)}>^x^  +  {eh)a^x^ , 

mit  der  Determinante 

(49)  {uß)='{ae)ieh){ha), 

der  man  nach  (33)  sofort  ansieht,  daß  sie  +  0,  da  A%  B\  E'  drei  ver- 
schiedene Punkte  sind.  —  Die  rechten  Seiten  von  (48)  können  auch 
als  Determinanten  dritten  Grades  geschrieben  werden  (Übungsauf- 
gabe). 

Aus  dem  letzten  Resultat  folgt  auch,  daß  die  Gleichungen  (45), 
mit  beliebigen  reellen,  nur  der  Bedingung  (aß)^0  genügen- 
den Koeffizienten  angesetzt,  stets  eine  Koordinatentrans- 
formation darstellen.  Denn,  wenn  (aß)  ^-  0,  sind  auch  die  Deter- 
minanten (cc,  a  +  ß)  und  (a  -f  /J,  /J)  +  0,  d.  h.  die  drei  Punkte  ft,  Ä; 
^i;  ^2?  ^1  +  /*!>  ^2  "i"  A  sind  sämtlich  verschieden.  Nimmt  man 
aber  diese  als  Ä\  B\  E\  so  werden  die  Formeln  (48)  mit  den  For- 
meln (45)  identisch.  —  Ebenso  kann  man  natürlich  die  x'  gleich  be- 

4» 


(48)  [^'"'^ 
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liebigen  linearen  Funktionen  der  x  setzen  und  erhalt  eine  Eoordi- 
natentransformation. 

Häufig  liegt  nur  die  Aufgabe  vor,  durch  eine  geeignete  Trans- 
formation zwei  verschiedene  reelle  Punkte  mit  den  Koordinaten  %,  o,; 
^i;  \  oAßTy  was  nach  Artikel  23  dasselbe  ist,  mit  den  Gleichungen 

{xa)  -  0,     {xh)  -  0 

in  beliebiger  Verteilung  zu  Fundamentalpunkten  eines  neuen 
Systems  zu  machen,  ohne  daß  über  die  Lage  des  neuen  Ein- 
heitspunktes eine  Vorschrift  gemacht  wird.  Dann  genügt  es, 
—  nach  der  zuletzt  gemachten  Bemerkung  — 

(60)  |Pi<=(*«)    oder  auch  l^'"^'"^''^^ 

ZU  setzen,  wo  Pi,  p,  beide  ganz  beliebig  sind,  also  z.  B. 
auch  pj  =  pj  =  1  genommen  werden  kann.  Erst  durch  die  Wahl 
des  Verhältnisses  q^  :  q^  wird  in  diesem  Falle  der  neue  Einheitspunkt 
festgelegt. 

Endlich  findet  noch  das  Vorzeichen  der  Transformations- 
odor  Substitutionsdeterminante  {aß)  in  (45)  bei  reellen  a,/J  eine 
einfache  geometrische  Deutung.  Obwohl  nämlich  die  a^ß  selbst 
nur  bis  auf  einen  ihnen  gemeinsamen  willkürlichen  Faktor  bestimmt 
sind,  ist  das  Vorzeichen  der  Determinante,  da  sie  geraden  Grades 
ist,  bestimmt.  Ist  nun  in  (43)  a,  +  0,  so  folgt  durch  Erweiterung 
des  Bruches  mit  a, 

woraus  sich  ergibt,  daß  k  und  X\  falls  sie  reell  sind,  gleichzeitig 
wachsen  und  abnehmen  oder  nicht,  je  nachdem  {aß)  ^  0.  Dasselbe 
Resultat  ergibt  sich  aus  (43)  direkt,  wenn  a^^^Oy  also  {fxß)  '^  o^ß^ 
ist.  Je  nachdem  aber  X  und  k'  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen 
oder  nicht,  bewegt  sich  Punkt  X  (dessen  Koordinate  im  alten  System 
k,  im  neuen  X'  ist),  wenn  er  den  Sinn  AEB  beschreibt,  gleichzeitig 
im  Sinne  AWB  oder  im  Sinne  AB'E',  d.  h.  AEB  und  A'E'B' 
stellen  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  auf  der  Punktreihe  dar. 
Also  können  wir  sagen  : 

Je  nachdem  die  Determinante  {aß)  der  Eoordinaten- 
transformation  (45)  (oder  (43))  mit  reellen  Koeffizienten  ^0 
ist,  sind  die  beiden  Koordinatensysteme  gleichsinnig  oder 
ungleichsinnig. 

Hieraus  folgt  nach  dem  in  (49)  aufgestellten  Ausdruck  der 
Determinante  und  nach  der  Definition  des  positiven  Richtungssinnes 
in  einem  Koordinatensystem  der  Satz: 
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Drei  beliebige  reelle  durch  homogene  Koordinaten  ge- 
gebene Punkte  A,B,C  stellen  in  dieser  Folge  den  positiven 
oder  den  negativen  Sinn  des  Koordinatensystems  dar^  je 
nachdem 

(51)  (a6)(6c)(ca)^0. 

Eine  einfache  Rechnung  zeigt  ferner^  daß  ein  aggregiert  ima- 
ginäres Punktepaar  nach  einer  Koordinatentransformation  in  der- 
selben oder  in  entgegengesetzter  Reihenfolge  (s.  Art.  16)  wie 
vorher  auftritt,  je  nachdem  die  Transformation  gleichsinnig  oder  un- 
gleichsinnig war.  Hierdurch  rechtfertigt  es  sich  erst,  bei  einem  solchen 
Punktepaar  die  beiden  Anordnungen  als  positiv  und  negativ  zu 
unterscheiden. 

2B.  [Analytlsoher  Ansdmok  des  DT.  Folgenmgen  ans 
der  Koordinatentransformation.]  Bei  der  analytischen  Behand- 
lung der  projektiven  Geometrie  in  der  Punktreihe  muß  es  eine  der 
ersten  Aufgaben  nach  Einführung  des  naturgemäßen  Koordinaten- 
systems sein,  das  DV,  die  charakteristische  absolute  Invariante 
dieser  Geometrie,  durch  die  DV- Koordinaten  der  vier  Punkte  des 
Wurfes  auszudrücken.  Dies  können  wir  jetzt  mit  geringer  Mühe 
leisten. 

Sind  Aj  J?,  C,  2)  irgend  vier  Punkte  der  Punktreihe,  unter  denen 
mindestens  drei,  etwa  JB,  C,  D,  voneinander  verschieden  seien,  fl^,  a,; 
&^,  &,;  c^,  c^\  d^j  d^  ihre  homogenen  Koordinaten  in  irgend  einem: 
System,  so  machen  wir  die  Punkte  B,C,D  bezw.  zum  1-,  0-,  cx> -Punkt 
eines  neuen  Systems,  sodaß 

(52)  a^':a^'^{ÄBCD) 

die  neue  Koordinate  von  Ä  wird.  Diese  Koordinaten  Oj',  a^'  stehen 
aber  mit  den  alten  Koordinaten  64,  o^  desselben  Punktes  in  der  durch* 
(48)  gegebenen  Beziehung,  wenn  die  Punkte  EjÄ^B  in  ihr  durch 
die  Punkte  jB,  C,  D  ersetzt  werden.  Dadurch  entstehen,  wenn  noch 
x^a  gesetzt  wird,  die  Gleichungen 

ga^  -  (cfe)diai'+  (hd)c^a^' 

pa,  -  (ch)d^a^'  +  {bd)c^a^\ 
Aus  ihrer  Umkehrung  ergibt  sich 

{cb){bd)(dc)a,'^{ac)(bd) 

(ct)(ftd)(rfc)a,'«(da)(c6), 

also  nach  (52),  wenn  noch  in  zweien  der  Determinanten  eine  Reihen- 
vertauschung  vorgenommen  wird,  die  wichtige  und  elegante  Formel 


(63)  (^£Oi))-g|||- 


«J,C, 


0,0, 


6,6, 


6,6, 
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Da  alle  hierbei  ans  dem  vorigen  Artikel  benutzten  Hilfsmittel 
genau  so  für  imaginäre  wie  für  reelle  Punkte  gelten,  was  unmittel- 
bar einzusehen  ist,  so  braucht  auch  in  Formel  (53)  den  Punkten 
Ä^  B,  C,  D  keine  Beschränkung  hinsichtlich  der  R^ität  auferlegt  zu 
werden. 

Die  Formel  gilt  aber  auch  in  dem  zuerst  ausgeschlossenen  Fall^ 
daß  weniger  als  drei  der  Punkte  Ä,B,CjD  verschieden  sind;  denn  fallen 
zweimal  zwei  von  ihnen  in  zwei  voneinander  verschiedene  Punkte 
zusammen^  so  nimmt  nach  Artikel  18  das  DV  links  einen  der  Werte 
0,  oo,  1  an,  und  denselben  Wert  erhält  jedesmal  auch  die  rechte 
Seite.  Fallen  aber  drei  Punkte  zusammen,  so  werden  beide  Seiten 
unbestimmt.    Formel  (53)  gilt  also  völlig  unbeschränkt. 

Durch  die  allgemeine  Koordinatentransformation  (45)  wird  nun 
auch  die  Bezeichnung  der  Eontragredienz  der  Koordinaten  u^,  u, 
eines  Punktes  mit  seinen  Koordinaten  ar^,  x^  (s.  Art.  23,  Formel  (36  a)) 
versi&ndlich.    Transformiert  man  nämlich  die  x  durch  die  Gleichungen 

so  wird  Gleichui^  (36) 

u^x^  +  u^x^  «  (wi«!  +  Wj«,)  V+  (ttj/Ji  +  w,AX=  0, 

und  wenn  man  die  Koeffizienten  von  x^,  x^'  in  dieser  Gleichung  mit 
u^'yU^'  bezeichnet,  so  folgt 

Die  Koeffizientensjsteme  in  (45)  und  (45  a)  unterscheiden  sich  nur 
durch  eine  Vertauschung  von  Zeilen  und  Kolonnen  oder,  wie  man 
dafür  sagt,  durch  Transposition.  Also  sehen  wir:  Wenn  die  x 
transformiert  werden,  so  werden  gleichzeitig  die  u  trans- 
formiert. Aber  die  neuen  u  drücken  sich  durch  die  alten  u 
mittels  der  transponierten  Substitution  von  derjenigen 
aus,  die  die  alten  x  durch  die  neuen  x'  ausdrückt.  Daher  rührt 
der  Name  Eontragredienz.  Die  ^^-Koordinaten  verschiedener 
Punkte  werden  dagegen  alle  nach  denselben  Foimeln  (45)  transfor- 
miert und  heißen  deshalb  kogrediente  Größen. 

Übungsaufgabe:  Man  stelle  die  Transformationsgleichungen  für 
die  einzelnen  Fälle  auf,  in  denen  Ä'y  B\  E'  nur  eine  Permutation  der 
Punkte  Ay  Bj  E  darstellen. 

26.  [Analytlsoher  Aiisdmok  der  projektiven  Tttuisfor- 
mation  der  Pnnktreihe.]  Die  Gleichungen  (45),  die  die  allgemeine 
Transformation  homogener  Koordinaten  ausdrücken,  sind  noch  einer 
anderen  Interpretation  fähig.     Bisher  waren  uns  in  (45)  Xi,x^  und 
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x.^jX^  Koordinaten  desselben  Punktes  derselben  Punktreibe  in  zwei 
verscbiedenen  Koordinatensystemen.  Jetzt  wollen  wir  uns  zwei  ver- 
schiedene Punktreiben  denken,  die  sogar  auf  verscbiedenen  eigent- 
lieben  Geraden  des  Raumes  ruben  dürfen.  Auf  jeder  von  ibnen  sei  ein 
beliebiges  System  bomogener  Koordinaten  mit  reellen  Bestimmungs- 
punktan  eingeführt,  ^^^  seien  die  Koordinaten  eines  Punktes  X  der 
einen,  x^y  x^  die  Koordinaten  eines  Punktes  X'  der  andern  Punktreibe. 
Die  beiden  Punktreiben  selbst  sollen  kurz  durcb  (X)  und  (X')  be- 
zeichnet werden.     Die  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten 

(«)       i^iwift^' <"«+" 

nebst  ihren  inversen 

/46>)  i{aß)x^'^{xß)=      ßtXt-ß^x^ 

^    ^  \ (ccß)  7^  -  {ux)  =  -  OjiCi  -t-  «ja;, 

ordnen  dann  jedem  Punkt  X  von  (X)  einen  bestimmten  Punkt  X' 
von  (X')  zu  und  umgekehrt;  d.  h.  die  beiden  Punktreihen  (X) 
und  (X^)  sind  ein-eindeutig  aufeinander  bezogen.  (Reellen 
Punkten  entsprechen  reelle,  imaginären  Punkten  imaginäre.) 

Sind  nun  A,  B,  C,  D  irgend  vier  Punkte  von  (X),  Ä',  B\  C,  D' 
die  entsprechenden  von  (X'),  so  ist  nach  (53) 

(M)         (^Bei„_||||,  (^■B'<ri)')-<S^«. 

Drückt  man  aber  die  a,  6,  c,  d  nach  (45)  durch  die  a',  V,  c',  d'  aus, 
so  ist 

f(ac)  =  (aV)(«/J) 
/55^  Q>d)^{Vd:){aß) 

^^^^  (ad)^{ad'){aß) 

\(bc)^{Vc'){aß), 
also  nach  (54) 

(56)  (ÄBCD)  -  {A'B'C'D'), 

d.  h.  das  DV  jedes  Wurfes  der  Punktreibe  (X)  ist  gleich  dem 
DV  des  entsprechenden  Wurfes  der  Punktreihe  (X'). 

Hieraus  folgt,  aber  nach  Artikel  20:  Die  durch  (45)  ver- 
knüpften Punktreiben  (X)  und  (X')  sind  einander  projek- 
tiv zugeordnet,  oder:  jede  ist  aus  der  anderen  projektiv 
transformiert,  oder  kürzer:  (X)  und  (X')  sind  projektive 
Punktreihen. 

Seien  umgekehrt  ?ß  und  ?ß'  irgend  zwei  projektive  Punktreihen, 
AB  EX  und  A'B'E'X'  zwei  entsprechende  Würfe  auf  ?ß  und  ?ß' 
(4  JB,  E  und  A\  B\  E'  reell),  so  ist  nach  Artikel  19,  20 

(57)  {XEAB)  -  {X'E'A'By 
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Führt  man  nun  auf  ?ß  ein  DV- Koordinatensystem  mit  den  Bestim- 
mungspunkten Ä,  B,  E  ein,  in  dem  die  Koordinaten  von  X  x^yX^ 
heißen,  auf  ?ß'  ein  System  mit  den  Bestimmungspunkten  Ä\  B\  E\  in 
dem  die  Koordinaten  von  X'  y/,  y^'  heißen,  so  ist  für  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  X  und  X'  nach  (57)  x^:x^^  Vi  'V^^  also 

(58)  Q^i-^Viy    Q^^^Vt' 

Geht  man  jetzt  noch  auf  der  Punktreihe  ?ß'  zu  einem  beliebigen 
andern  (reellen)  Koordinatensystem  über,  in  dem  die  Koordinaten  von 
X'  x^,  x^  sind,  so  sind  nach  der  Koordinatentransformation  (45)  die 
y'  durch  die  x'  linear  und  homogen  ausdrückbar,  und  man  hat  nach 

(58)  die  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  a,  /5 

(59)  (9^1  =  «1^1'+ A<     (a/5)  +  0. 

Somit  haben  wir  das  Resultat:  Sind  auf  jeder  von  zwei 
Punktreihen  beliebige  homogene  Koordinaten  x^,x^,  bezw. 
x^jX^  mit  reellen  Bestimmungspunkten  eingeführt,  so  ist  die 
Verknüpfung  der  x  mit  den  x'  durch  lineare  homogene 
Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  und  nicht  verschwin- 
dender Determinante  das  analytische  Äquivalent  für  die 
projektive  Zuordnung  der  beiden  Punktreihen. 

Hiermit  ist  jetzt  auch  durch  Formel  (56)  der  am  Schluß  von 
Artikel  20  angekündigte  Nachweis  erbracht,  daß  in  den  betreffenden 
Sätzen  die  Beschrankung  auf  reelle  Punkte  fortfallen  kann.  Auch 
könnten  wir  hier,  indem  wir  für  die  a,  ß  auch  imaginäre  Werte  zu- 
ließen, zu  derselben  Erweiterung  des  Begriffs  der  projektiven 
Zuordnung  zweier  Punktreihen  wie  in  der  dort  folgenden  Bemerkung 
gelangen. 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  analytischen  Ausdruck  (59)  der  pro- 
jektiven Zuordnung  zweier  Punktreihen  aufs  neue  der  in  Artikel  )i(i 
schon  gefundene  „Fundamentalsatz  der  projektiven  Geometrie'^  und  die 
Abzahlung  aller  projektiven  Transformationen  zweier  Punktreihen  auf 
gegebenen  Trägem,  da  die  Gleichungen  (59),  abgesehen  von  dem 
Proportionalitätsfaktor  q  (der  beim  Übergang  zu  nicht  homogenen 
Koordinaten  wegfällt),  drei  willkürliche  Konstanten,  nämlich  die 
Verhältnisse  von  a^yßi,  «jjft,  enthalten. 

Auch  der  Gruppencharakter  der  projektiven  Transformationen 
einer  Punktreihe  (s.  Artikel  9)  läßt  sich  aus  ihrem  analytischen  Aus- 
druck in  (59)  leicht  dartun.  Führt  man  nämlich  nacheinander  eine 
projektive  Transformation  einer  Punktreihe  (X)  in  eine  andere  (X') 
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dann  eine  solche  der  Punktreihe  (X')  in  eine  dritte  (X") 

anSy  so  wird 

^"^^  \x,  -  («,<  +  /J,a,')  X,"  +  C«, A'  +  A AO < 

wieder  eine  projektive  Transformation  der  Punktreihe  (X)  in  die 
Punktreihe  (X"),  da  die  Determinante  von  (61)  gleich  (aß)  (aß'),  also 
+  0  ist. 

Da  wir  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  aller  projektiven  Trans- 
formationen einer  Punktreihe  besitzen ,  so  können  wir  nun  auch^ 
wenn  bei  Benutzung  irgendwelcher  DV- Koordinaten  eine  Beziehung 
zwischen  Punkten  einer  Punktreihe  in  analytischer  Form  ausgedrückt 
ist,  auf  analytischem  Wege  entscheiden,  ob  diese  Beziehung,  bezw. 
welcher  Teil  ihres  Gesamtinhaltes  projektiv  ist.  Denn  wir  müssen 
sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  einer  Punktreihe,  die 
in  irgendwelchen  homogenen  DV- Koordinaten  x^,  x^  aus- 
gedrückt ist,  ist  dann  und  nur  dann  projektiv,  wenn  ihr 
analytischer  Ausdruck  bei  allen  linearen  Transformationen 

erhalten  bleibt 

Sind  z.  B.  AB,  CD  zwei  einander  trennende  reelle  Punktepaare, 
deren  homogene  Koordinaten  in  irgend  einem  System  a^yC^]  ^dWi 
usw.  seien,  so  ist  der  analytische  Ausdruck  für  die  durch  die  ge- 
trennte Lage  gegebene  Beziehung  nach  Artikel  18  e) 

Da  aber  das  DY  für  alle  Transformationen  (59)  invariant  ist,  so 
ist  nach  jeder  solchen  Transformation  auch 

d.  h.  die  Beziehung  der  getrennten  Lage  von  AB  und  CD  ist  eine 
projektive. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  die  Eigenschaft  zweier 
reeller  Punktetripel  ABC  und  DBF,  bei  dieser  Reihenfolge  den- 
selben, bezw.  entgegengesetzten  Sinn  darzustellen,  eine  projek- 
tive Eigenschaft  ist 

2.  Man  überzeuge  sich,  daß  alle  von  Artikel  21  an  benutzten,  in 
Artikel  18  auf  nicht  projektivem  Wege  gewonnenen  Eigenschafben 
des  DV  projektiv  sind. 
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27.  [Projektive  Pnnktrelhen  auf  demselben  Tr&ger.] 
Betrachten  wir  nun  speziell  zwei  Punktreihen  (X)  und  (X')  auf  dem- 
selben Träger,  d.  h.  auf  derselben  Geraden,  oder,  wie  man  auch  sagt, 
zwei  konlokale  projektive  Punktreihen,  so  wollen  wir  (Z)  und 
(X')  auf  dasselbe  Koordinatensystem  bezogen  denken. 

Um  von  den  Gleichungen  (59)  (die  mit  (45)  identisch  sind)  zu 
nicht  homogenen  Koordinaten  i^^x^ix^,  X'=^x/:x^'  überzugehen, 
dividieren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (59)  durch  die  zweite  und 
erhalten  (die  mit  (43)  identische  Formel): 

(59a)  ^  =  ^'     («^)  +  ^- 

Durch  wörtlich  dieselben  Schlüsse,  die  wir  in  Artikel  24  an  (43) 
knüpften,  folgt  nun  aus  (59  a),  daß  A  und  X\  wenn  sie  reell  sind, 
gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen  oder  nicht,  je  nachdem  (aß)  ^  0 
ist.  Je  nachdem  aber  k  und  k'  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen 
oder  nicht,  durchwandern  die  Punkte  X  und  X'  die  Gerade  in 
gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinn.     Somit  können  wir  sagen: 

Die  konlokalen  nach  (59)  oder  (59a)  projektiven  Punkt- 
reihen (X)  und  (X')  sind  gleichsinnig  oder  nngleichsinnig^  je 
nachdem  (aß)  ^  0  ist. 

Sind  die  projektiven  Punktreihen  (X)  und  (X')  konlokal,  so  tritt 
auch  die  Frage  nach  den  Üoppelpunkten  auf,  d.  h.  nach  denjenigen 
Punkten  X,  die  mit  ihren  entsprechenden  X'  zusammenfallen. 
Femer  tritt  die  Frage  auf,  unter  welchen  Bedingungen  jedem  Punkte 
X  von  (X)  ein  Punkt  X'  von  (X')  und  gleichzeitig  dem  mit  X  zu- 
sammenfallenden Punkte  X/  ron  (X'^)  der  mit  X'  zusammenfallende 
Punkt  Xj  von  (X)  entspricht,  sodaß  also  eine  Paarung  aller  Punkte 
der  Geraden,  auf  der  die  beiden  Punktreihen  (X)  und  (X')  ruhen, 
vorliegt.  Eine  solche  Paarung  nennt  man  eine  Involution  oder 
involutorische  Paarung. 

Zur  Behandlung  dieser  Fragen  eignet  sich  besonders  ein  anderer, 
mit  (59)  äquivalenter  Ausdruck  für  die  projektive  Zuordnung  zweier 
Punktreihen  (X)  und  (X').  Setzen  wir  nämlich  die  Quotienten  der 
beiden  Seiten  von  (59)  einander  gleich  und  entfernen  die  Nenner,  so 
folgt  die  Gleichung 

(63)  «2iPiiCi'+  A^i^s'—  cc^oo^x^  —  ßiX^x^ ^  0. 

Ihre  linke  Seite  nennt  man  eine  bilineare  Form  der  beiden  Yariablen- 
paare  x^,x^'^  x^\  x^'  (weil  sie  sowohl  in  den  x  für  sich,  als  in  den  x 
für  sich  linear  ist),  die  Gleichung  selbst  eine  bilineare  Gleichung. 
Die  Determinante  ihrer  Koeffizienten 

I  —  «1  —  Pi 

ist  nach  der  bei  (59)  bestehenden  Bedingung  nicht  Null. 
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Ist  umgekelirt  eine  solche  bilineare  Gleichung 

(64)  öiia?ia^l'+  ai2^1^9+  021X^X1+  «22^2^="  ^ 

mit  beliebigen^  nur  der  Bedingung 


(65) 


«11  »1« 


(i\x  =  l,2) 

unterworfenen  reellen  Koeffizienten  gegeben^  so  folgt  aus  ihr 

^  =  —  ^«1^'+^«^«' 

und  hieraus  wieder  ergeben  sich  durch  Proportionalsetzen  der  Zähler 
und  Nenner  zwei  Gleichungen  der  Form  (59)  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante.  Also  ist  auch  eine  bilineare  Gleichung 
zwischen  x^yX^  und  x^^oi^  der  äquivalente  analytische  Aus- 
druck für  die  projektive  Zuordnung  zweier  Punktreihen  (Z) 
und  {Xy 

Da  uns  die  aufgeworfenen  beiden  Fragen  indessen  auf  quadra- 
tische Gleichungen  führen ,  die  erst  im  nächsten  Kapitel  behandelt 
werden  sollen^  wollen  wir  ihre  Erledigung  bis  dahin  verschieben. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  untersuche  die  projektive  Zuordnung 
zwischen  den  konlokalen  projektiven  Punktreihen  (X)  und  (Z'),  wenn 
Gleichung  (64)  speziell  lautet 

a )  x-\  x^  ^~  Xa  X*  —  \j 

b)  x^x^  4"  ÄJjiCj'««  0. 

2.  Wieviel  projektive  Transformationen  einer  Punktreihe  in  eine 
konlokale  gibt  es^  bei  denen  vier  gegebenen  Punkten  Ä,  B,  C,  D  die- 
selben Punkte  in  permutierter  Reihenfolge  entsprechen?  (S.  dazu  (24) 
und  die  Übungsaufgabe  in  Art.  18.) 

28.  [Blemente  der  affinen  Geometrie  in  der  eigentliohen 
Punktreihe.]  Seitdem  wir  das  DY  in  Artikel  20  als  charakteristische 
absolute  Invariante  der  projektiven  Geometrie  in  der  Punktreihe  er- 
kannt hatten^  haben  wir  lediglich  mit  dem  DY  und  seinen  in  Artikel  18 
aufgestellten  projektiven  Eigenschaften  gearbeitet.  Der  uneigentliche 
Punkt  der  Punktreihe  ist  seitdem  nicht  mehr  erwähnt  worden.  Wir 
haben  ausschließlich  die  projektive  Geometrie  behandelt  oder 
uns  —  wie  man  dafür  auch  sagt  —  nur  in  „der  projektiven  (d.  h. 
vom  Standpunkt  der  projektiven  Geometrie  aus  betrachteten)  Punkt- 
reihe'^y  bei  der  der  imeigentliche  Punkt  nicht  ausgezeichnet  ist, 
bewegt. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  affinen  Geometrie  in  der 
eigentlichen  Punktreihe^  so  erinnern  wir  uns  zunächst  daran^ 
daß   nach  Artikel  9   die   Qruppe    der  affinen  Transformationen 
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der  eigentlichen  Punktreihe  alle  diejenigen  projektiven  Transfor- 
mationen umfaßt;  die  die  Punktreihe  wieder  in  eine  eigentliche  und 
ihren  uneigentlichen  Punkt  wieder  in  den  uneigentlichen  Punkt  der 
neuen  Punktreihe  überführen.  Durch  einmaliges  Projizieren  und  ein- 
maliges Schneiden  z.  B.  wird  also  eine  eigentliche  Punktreihe  dann 
und  nur  dann  affin  transformiert,  wenn  entweder  parallel  projiziert 
und  mit  beliebiger  eigentlicher  Geraden  geschnitten  oder  aber 
beliebig  projiziert  und  mit  einer  dem  Träger  der  Punktreihe 
parallelen  eigentlichen  Geraden  geschnitten  wird.  —  Wir  er- 
innern uns  ferner^  daß  in  Artikel  10  die  affine  Geometrie  als 
der  Inbegriff  der  bei  allen  affinen  Transformationen  invarianten  Be- 
ziehungen erklärt  wurde.  Der  Begriff  der  Strecke  (natürlich 
nicht  der  ihrer  absoluten  Länge)  gehört  hiemach  der  affinen  Geo- 
metrie an.  —  Wir  erinnern  uns  endlich,  daß  wir  schon  in  Artikel  10 
sagen  konnten:  die  projektive  Geometrie  erweitert  sich  um  die  Parallel- 
metrik zur  affinen  Geometrie,  wenn  der  uneigentliche  Punkt 
ausgezeichnet  wird.  Da  dieser  bei  jeder  affinen  Transformation  wieder 
in  den  uneigentlichen  Punkt  der  neuen  Punktreihe  übergeht,  soll  er  auch 
der  absolute  Punkt  der  affinen  Geometrie  in  der  -Punktreihe 
heißen.  Die  Punktreihe  selbst,  vom  Standpunkt  der  affinen  Geometrie 
aus  betrachtet,  nennen  wir  bisweilen  auch  „die  affine  Punktreihe^^ 

a)  Das  AV  als  cha/raktei'istische  absolute  Invariante  der  affinen 
Geometrie.  —  Die  erste  Aufgabe  ist  natürlich  wieder  die  Aufsuchung 
einer  charakteristischen  absoluten  Invariante  der  affinen  Geometrie. 

Nach  den  vorangehenden  Bemerkungen  liegt  es  nahe,  für  den 
angegebenen  Zweck  das  DY  dadurch  zu  spezialisieren,  daß  wir  als 
einen  Punkt  seines  Wurfes  den  uneigentlichen  Punkt  U  wählen. 
Nehmen  wir  aber  z.  B.  U  als  den  zweiten  Punkt  des  Wurfes,  so  ist 
nach  Gleichung  (20) 

(66)  {AUBG)  =  {A,  BC)  =  {BC,  A) , 

d.  h.  wir  werden  durch  jene  Spezialisierung  zu  dem  AV  zurückgeführt.^) 
Ist  also  jedes  AV  ein  spezielles  DV,  so  ist  umgekehrt  nach  (19)  jedes 
DV  mit  bestimmtem  Wert,  das  sich  nicht  nach  (66)  selbst  auf 
ein  AV  reduziert,  als  Quotient  zweier  AVe  mit  bestimmten 
Werten  darstellbar 

(67)  {ABCD)  =  {A,  CD) :  (5,  CD). 

Sind  nun  Ä,  B\  C  die  den  Punkten  AyB,C  nach  einer  beliebigen 
affinen  Transformation  entsprechenden  Punkte,    U'  der  uneigentliche 

1)  Hatten  wir  das  DV  auf  projektivem  Wege  eingeführt  (s.  Anm.  1)  S.  41), 
80  würde  das  AY  jetzt  erst  durch  (66)  definiert.  Gl  (67)  würde  dann  aus  der 
fOx  die  Punkte  AÜ,BCD  gebildeten  Formel  Art  18 i)  abgeleitet,  ubw. 
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dem  Punkt  U  entsprechende  Punkt  der  neuen  Punktreihe,  so  ist 
nach  (66)  und,  weil  jede  affine  Transformation  eine  projektive  ist, 

(68)  {A%  B'C)  =  (Ä'U'B'C)  ^  (ÄUBC)  =  (^,  BC); 

d.  h.  das  AY  ist  eine  absolute  Invariante  der  affinen  Gruppe. 
Läßt  umgekehrt  eine  ein-eindeutige,  reelle  Punkte  in  reelle  über- 
führende Transformation  alle  AVe  ungeandert,  so  läßt  sie,  da  jedes 
DV  ein  AV  oder  ein  Quotient  von  AVen  ist,  auch  alle  DVe  un- 
geändert,  sie  ist  also  zunächst  eine  projektive  Transformation.  Sind 
nun  Ay  B  irgend  zwei  verschiedene  eigentliche,  U  der  uneigentliche 
Punkt  der  Punktreihe,  sind  femer  J.',  B\  U'  die  nach  der  Trans- 
formation entsprechenden  Punkte,  so  ist  nach  Voraussetzung  und  nach 
(16)  (oder  nach  Art.  18  b)) 

(69)  (^,Bt7)-(^',B'[7')«0. 

Da  aber  Ä-^  B,  also  Ä'  -f  B',  so  muß  nach  (69)  U'  der  uneigent- 
liche Punkt  der  neuen  Punktreihe  sein,  in  den  also  der  uneigentliche 
Punkt  U  der  alten  übergeht,  oder:  die  Transformation  ist  affin.  Da- 
mit ist  bewiesen: 

Das  AY  ist  eine  charakteristische  absolute  Invariante 
der  Gruppe  aller  affinen  Transformationen  der  eigentlichen 
Punktreihe.  ^) 

Hieraus  folgt  nun  genau  wie  in  Artikel  19,  20: 

Jede  allein  auf  die  Werte  von  AVen  zurückführbare  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  einer  eigentlichen  Punktreihe, 
deren  Begriff  außer  dem  uneigentlichen  Punkt  keine  anderen 
Punkte  auszeichnet,  ist  affin. 

Jede  affine  Beziehung  zwischen  Punkten  einer  Punkt- 
reihe ist  lediglich  auf  Beziehungen,  die  durch  die  Werte 
von  AVen  auszudrücken  sind,  zurückführbar. 

Definieren  wir  z.  B.:  „Ein  reeller  Punkt  Ä  liegt  zwischen  den 
reellen  eigentlichen  Punkten  B  und  C,  wenn  er  durch  sie  vom  un- 
eigentlichen Punkt  getrennt  ist'^,  so  ist  diese  Beziehung  affin,  aber 
nicht  projektiv,  also  parallelmetrisch;  denn  ihr  Begriff  zeichnet  den 
uneigentlichen  Punkt,  aber  keinen  anderen  aus,  nach  Artikel  18  e)  aber 
liegt  Ä  dann  und  nur  dann  zwischen  B  und  C,  wenn 

{ÄUBC)^{Ä,BC)<0. 

Die  Beziehung  ist  also  durch  den  Wert  eines  AV  ausgedrückt. 
—  Wir  nennen  Ä  auch  einen  inneren  oder  äußeren  Punkt  in 
bezug  auf  das  Punktepaar  BC,  je  nachdem  er  durch  dieses  vom 


1)  Das  DY  dagegen  ist  zwar  eine  absolute,  aber  keine  charakteristiBche 
Invariante  der  affinen  Gruppe. 
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uneigentlichen  Punkt  getrennt  oder  niclit  getrennt  ist.  ,,Innerer^^  und 
y^ußerer  Punkt^^  sind  also  hiemach  affine  Begriffe. 

b)  Affine  Koordinatensysteme.  —  Wie  wir  in  der  projektiven  Geo- 
metrie lediglich  DVe  und  ihre  projektiven  Eigenschaften  benutzt 
haben^  so  entwickeln  wir  jetzt  die  affine  Geometrie,  indem  wir 
lediglich  das  AV  benutzen.  Wir  gewinnen  diese  Darstellung  der 
affinen  Geometrie  aus  der  vorangehenden  der  projektiven,  indem  wir 
nur  den  uneigentlichen  Punkt  auszeichnen.  Naturgemäße 
Koordinaten  für  die  analytische  Behandlung  der  affinen  Geo- 
metrie oder  kurz  affine  Koordinaten  werden  demnach  alle  die- 
jenigen DY- Koordinaten  sein^  die  schon  durch  ihre  Bestimmungs- 
punkte den  uneigentlichen  Punkt  U  auszeichnen. 

Wählt  man  in  der  Gleichung  k  =  {XEAB) 

I,  E^  U,  so  wird 

X^{XUäB)  =  (X,äB), 

d.  h.  X  wird  das  AV  von  X  in  bezug  auf  Ä  und  B.  Wir  erhalten 
die  in  Artikel  17  erwähnten  AV- Koordinaten. 

Wählt  man 

n.  B  «  ?7,  so  wird 

X^{XEÄÜ)^{Ä,XE), 

d.  h.  X  wird  das  A  V  des  0-Punktes  Ä  in  bezug  auf  den  variablen  Punkt 
X  und  den  I-Punkt  E.  Wir  erhalten  Abszissen  oder  Gartesische 
Koordinaten  mit  dem  Nullpunkt  Ä  und  Einheitspunkt  E  (s.  Art.  16). 

Wählt  man 

III.  Ä^  U,  so  wird 

X  «  (XEUB)  =  (EXBÜ)  =  (5,  EX)  -  1 :  ( JB,  XE), 

d.  h.  il  wird  das  AV  von  B  in  bezug  auf  E  und  X  oder  der  reziproke 
Wert  der  Abszisse  von  X  in  dem  System  mit  dem  0- Punkt  B  und 
dem  I-Punkt  E. 

Alle  diese  Koordinaten  haben  also  die  Bedeutung  von  AVen 
und  dokumentieren  sich  auch  dadurch  als  für  die  affine  Geometrie 
naturgemäß. 

Diese  Eigenschaft  müssen  wir  aber  auch  den  zu  den  Systemen 
I^  11^  in  gehörigen  kontragredienten  Koordinaten  (s.  Art.  23)  zu- 
erkenneU;  da  diese  nach  (36  a)  nur  den  entgegengesetzten  reziproken 
Wert  von  jenen  haben,  also  aus  jenen  durch  Vertauschung  von  0- 
und  cx) -Punkt  und  Verwandlung  von  I-Punkt  in  —  I-Punkt  ent- 
stehen. Auf  diese  Weise  entstehen  im  Falle  I.  die  Möbius sehen  bary- 
zentrischen  Koordinaten  (s.  Art.  17). 

c)  Hessesche  Koordinaten,  —  Von  den  affinen  Koordinatensystemen 
bevorzugen  wir  die  Abszissen,  die  wir  wie  früher  mit  x  bezeichnen. 
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Die  zugehörigen  homogenen  Koordinaten  nennen  wir  Hesse  sehe 
Koordinaten^  weil  sie  den  in  Ebene  und  R«.um  von  0.  Hesse  ein- 
geführten Koordinaten  genau  entsprechen,  und  bezeichnen  sie,  um  sie 
schon  äußerlich  von  allgemeinen  DY- Koordinaten  zu  unterscheiden, 
stets  mit  x^  t  statt  x^,x^,  wobei  es  aus  dem  Zusammenhang  immer  er- 
sichtlich sein  wird,  ob  das  Zeichen  x  die  nicht  homogene  Abszisse 
oder  die  erste  der  homogenen  Hesseschen  Koordinaten  bedeutet. 
Diese  sind  also  definiert  durch  die  Gleichung 

(70)  xit^-iXE^Ä), 

wo  Ä  und  E  zwei  verschiedene  eigentliche  reelle  Punkte 
sind.  Der  uneigentliche  Punkt  U  der  Punktreihe  ist  der  oo-Punkt 
des  Systems,  also  ist  für  ihn  und  nur  für  ihn  t  ^  0.  Da  die 
Hesseschen  Koordinaten  (oder  Abszissen)  nur  ein  Spezialfall  der 
allgemeinen  DY- Koordinaten  sind,  so  bleiben  natürlich  alle  in  be- 
liebigen DY- Koordinaten  aufgestellten  Formeln  unveiündert  gültig, 
wenn  wir  darin  jene  durch  Hessesche  Koordinaten  ersetzen  —  nicht 
umgekehrt! 

Beim  Abszissensystem  folgern  wir  nun  analog  wie  in  Artikel  21, 
daß  für  die  Aufsuchung  aller  affinen  Beziehungen  zwischen  Punkten, 
die  durch  ihre  Abszissen  gegeben  sind,  jede  Kenntnis  über  die 
spezielle  Lage  von  0-  und  I-Punkt  entbehrlich  ist.  —  SoU 
dagegen  ein  parallelmetrisches  Problem  in  beliebigen  DY- 
Koordinaten  X  =^  x^  :x^  behandelt  werden,  so  braucht  man  not- 
wendig die  Koordinatcöi  x^ :  x^  des  dabei  stets  ausgezeichneten  un- 
eigentlichen Punktes.  Für  diesen  ist  aber  nach  (29)  A  »  o:^ :  rr,  » 
(£,  BÄ)]  wir  müssen  also  die  gegenseitige  Lage  der  Be- 
stimmungspunkte ÄjByE  des  Koordinatensystems  in  paral- 
lelmetrischer Hinsicht,  nämlich  jenes  AY  (E,  BÄ)  kennen, 
während  für  projektive  Probleme  gar  nichts  über  die  spezielle  Lage 
von  Ay  B,  E  bekannt  zu  sein  brauchte  (s.  Art.  21).  Kennen  wir 
aber  (E,  BÄ),  so  ist  es  ein  Leichtes,  zu  einem  Hesseschen  System 
überzugehen;  man  braucht  nur  zu  setzen 

(71)  x,:x,^iE,BÄ)  +  ± 

eine  Formel,  die  nur  versagt,  wenn  (E,  BÄ)  =  oo,  d.  h.,  da  Ä,  S,  E 
verschieden  sind,  wenn  JB  ==  J7,  also  das  System  x^ :  x^  schon  ein 
Abszissensystem  ist. 

Wir  müssen  es  hiemach  für  überflüssig  erklären,  parallelmetrische 
Probleme  in  allgemeinen  DY- Koordinaten  zu  behandeln.  Zugleich 
erweist  sich  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  die  Benutzung 
von  DY-Koordinaten,  deren  Bestimmungspunkte  Ä,B,E  un- 
bekannt sind,   geradezu   ab  ein  Sieb,   das   alle  nicht  projektiven 
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Fragen  als  unlösbar  zurückhält,  ebenso  die  Benutzung  Ton 
Abszissen,  deren  Bestimmungspunkte  A^  E  unbekannt  sind, 
als  ein  solches,  das  alle  nicht  affinen  Fragen,  z.  B.  die  nach  der 
absoluten  Länge  einer  Strecke,  als  unlösbar  ausscheidet. 

d)  Transformation  der  Hesseschen  Koordinaten  und  analytischer 
Ausdruck  der  affinen  Transformation  der  Punktreihe.  —  Ersetzt  man 
in  den  Formeln  (45)  der  allgemeinen  DY-Eoordinatentransformation 
x^f  x^  durch  x,  t  und  verlangt,  daß  auch  das  neue  System  ein  Hesse sches 
sein  soll,  sodaß  auch  x^,  x^  durch  x'^  t'  ersetzt  werden  darf,  so  müssen 
t  und  t'  gleichzeitig  Null  sein.  Es  tritt  also  zu  (45)  als  einzige 
Bedingung  hinzu:  c^  =^  0.  Da  alsdann  {aß)  =  a^ß^^^Q  ist  und  links 
der  unbestimmte  Faktor  q  steht,  so  kann  man  noch  ß^^^l  setzen 
und  erhält  also  die  Transformation  Hessescher  Koordinaten 
in  ebensolche: 

{(fx^\x'  +  ß^r 

bezw.  für  Abszissen  (im  Einklang  mit  Formel  (16)) 
(72a)  x^a^x'  +  ß,,    («1  +  0). 

Aus  Artikel  26  folgt  nun,  daß  die  Gleichungen  (72)  bei  anderer 
Auffassung,  wenn  man  nämlich  Xy  t  und  x\  t'  als  Hessesche  Koordi- 
naten in  zwei  verschiedenen  Punktreihen  auf  demselben  oder  ver- 
schiedenen eigentUchen  Tigern  betrachtet,  den  analytischen  Ausdruck 
jeder  affinen  Transformation  darstellen.  Denn  sie  stellen  nach 
Artikel  26  eine  projektive  Transformation  dar,  bei  der  aber  die  un- 
eigentlichen Punkte  beider  Punktreihen  einander  entsprechen.  Also 
können  wir  sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  einer  eigentlichen 
Punktreihe,  die  in  beliebigen  Hesseschen  Koordinaten  aus- 
gedrückt ist,  ist  dann  und  nur  dann  affin,  wenn  ihr  ana- 
lytischer Ausdruck  bei  allen  linearen  Transformationen 
der  Form  (72)  erhalten  bleibt.^) 

Da  die  Gleichungen  (72)  rechts  noch  zwei  willkürliche  reelle  Kon- 
stanten a^,  ß^  enthalten,  so  ist  eine  affine  Transformation  (bei 
gegebenen  Trägem)    durch   zwei   willkürlich    wählbare   Paare 


1)  Es  könnte  scheinen,  daß  dieser  und  frühere  S&tze,  die  die  Kennzeich- 
nung einer  Eigenschaft  auf  der  Punktreihe  als  affin  bezwecken,  überflüssig* 
wären,  da  ja  die  affine  Geometrie  den  Inhalt  der  Ton  uns  für  die  Geometrie  in 
der  Punktreihe  gezogenen  Grenzen  erschöpft.  Allein  Beziehungen  wie  z.  B.  die, 
daß  zwei  Punkte  eine  Strecke  Ton  1  cm  Länge  begrenzen,  sind  doch,  wenn  wir 
ihnen  auch  ein  geometrisches  Interesse  absprechen,  immerhin  vorhanden.  Um 
also  die  affine  Geometrie  gegen  die  in  Art.  10  gestreifte  „Kongruenz-Geometrie'^ 
abzugrenzen,  sind  Sätze  wie  der  obige  in  der  Tat  nötig. 
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entsprechender  reeller  Punkte  eindeutig  bestimmt  also  die 
Anzahl  aller  affinen  Transformationen  mit  oo*  zu  bezeichnen. 

Auch  der  Gruppencharakter  der  affinen  Transformationen 
ergibt  sich  leicht  aus  (72). 

e)  Analytischer  Ausdruck  affiner  Beziehungen.  —  Den  Ausdruck 
des  AV(X,X'X")  durch  die  Hesseschen  Koordinaten  x,  t\  x,  f]  x"yt" 
oder  die  Abszissen  x,  x\  x'  der  drei  Punkte  X,  X\X"  finden  wir  ent- 
weder, wie  in  Artikel  25  den  des  DV,  durch  die  Koordinatentrans- 
formation (72)  oder  aber  aus  dem  Ausdruck  (53)  des  DV,  indem  wir 
darin  die  Koordinaten  als  Hessesche  auffassen  und  die  Punkte  A,B,C,I) 
durch  X,  U,  X',  X"  ersetzen.     Es  ergibt  sich  dann 

(73)  (X,  X'Z")  -  |f  E|'^' 

oder  besser  in  Abszissen  (in  Übereinstimmung  mit  (14)): 
(73a)  (X,X'X")  =  |-:^'>- 

Hieraus  folgen,  wenn  A,  B,  C,  D  vier  beliebige  Punkte  sind,  noch 
die  Formeln,  deren  erste  wir  auch  direkt  aus  Art.  18  i)  ablesen  könnten, 
deren  zweite  wir  fOr  reelle  Punkte  schon  in  (10a)  erwähnt  haben: 

(74)  {A,  BG)  {A,  CD)  {A,  DB)  -  1 

(75)  (A,  BC)  {B,  CA)  {C,  AB)=^-l. 

Auch  das  Verhältnis  zweier  beliebigen  Strecken  AB:  CD 
läßt  sich  in  AVen  ausdrücken.     Da  nämlich 

AB :  AD  ^{A,  BD) 
CDiAD^  {CA,  D), 

so  ist  (s.  Anm.  2)  S.  33) 

(76)  ABiCD^  (A,  BD) :  {CA,  D)  -  {A,  BD)  {AC,  D). ') 

Das  Verhältnis  zweier  Strecken  ist  also  als  Quotient  oder  Produkt 
zweier  AVe  dargestellt  und  folglich  bei  allen  affinen  Transformationen 
der  Punktreihe  invariant.  Sind  nun  a,  h,  c,  d  die  Abszissen  von  A,  B, 
C,  D,  so  ist  nach  (73a)  und  (76) 

(77)  ^5:Ci>.:-=-M^  =  M4 

Nimmt  man  hierin  C  und  D  speziell  als  0-  und  I-Punkt  des  Ab- 
szissensystems,  sodaß  CD  die  Einheitsstrecke  des   Systems  wird. 


1)  Bei  dem  in  Anm.  1)  S.  60  angedeuteten  Standpunkt  würde  AB  :  CD 
durch  (76)  erst  definiert. 

Heffter  u.  Koehler,  analytitcbe  Oeometrle,  I.  5 
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die  wir  jetzt  mit  s  bezeichnen  wollen,  so  ist  nach  (77)  (in  Überein- 

stimmong  mit  (13)): 

(78)'  ABie-'b-a, 

Somit  haben  wir  schließlich  die  Elemente  der  affinen  Geometrie 
durch  Auszeichnung  des  uneigentlichen  Punktes  aus  denen  der  pro- 
jektiven Geometrie  abgelesen  und  dabei  diejenigen  Begriffe  und  Be- 
ziehungen,  die  uns  früher  nur  vorübergehend  als  Hilfsmittel  dienten, 
um  zum  DY  zu  gelangen,  als  die  für  die  affine  Geometrie  wesent- 
lichen wiedergefunden. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige  analytisch,  daß  bei  jeder  af- 
finen Transformation  einer  eigentlichen  Punktreihe  in  eine  konlokale 
außer  dem  uneigentlichen  Punkt  noch  ein  zweiter,  im  allgemeinen 
eigentlicher  Punkt  (der  „Ahnlichkeitspunkt'^)  invariant  bleibt. 

2.  Wie  sind  die  Gleichungen  (72)  weiter  zu  spezialisieren,  damit 
sie  eine  kongruente  Transformation  der  Punktreihe  in  eine  kon- 
lokale darstellen?  Ein  noch  weiterer  Schritt  führt  von  der  gleich- 
sinnig kongruenten  Transformation  zur  identischen,  bei  der  jeder 
Punkt  in  sich  selbst  übergeht. 

3.  Man  beweise  analytisch,  daß  das  AY  eine  absolute  Invariante 
der  affinen  Gruppe  ist. 

4.  Man  zeige  analytisch,  daß  die  Gleichsinnigkeit  und  die  üngleich- 
sinnigkeit  zweier  reellen  Strecken  AB,  CD  eine  affine  Eigenschaft  ist. 

5.  Man  stelle  die  Gleichungen  der  affinen  Transformation  in  AY- 
oder  in  baryzentrischen  Koordinaten  auf 

29.  [Überaioht  über  die  Oeometrie  in  der  eigentlichen 
Pnnktreihe.J  Nach  den  in  Artikel  13  wieder  aufgenommenen  Be- 
merkungen des  Artikel  10  erschöpfen  wir  mit  der  affinen  Geometrie 
in  der  eigentlichen  Punktreihe  sämtliche  in  unserem  Sinne  geo- 
metrische Beziehungen;  denn  für  die  eigentliche  Punktreihe  fällt  die 
äquiforme  Transformation  mit  der  affinen,  also  die  äquiforme  (Jeo- 
metrie  mit  der  affinen  öeometrie  zusammen.  Yon  der  äquiformen 
Transformation  des  Raumes  bemerkten  wir  in  Artikel  9,  daß  sie  ihre 
Bezeichnung  (äquiform  =  ähnlich)  später  rechtfertigen  und  sich  als 
Ähnlichkeitstransformation  herausstellen  wird.  Bei  einer  solchen 
bleibt  aber,  wie  sich  weiter  zeigen  wird,  das  Yerhältnis  je  zweier 
Strecken  invariant.  Da  nun  diese  Eigenschaft  in  der  eigentlichen 
Punktreihe  schon  für  die  affine  Transformation  gilt,  so  können  wir 
die  affine  Transformation  der  eigentlichen  Punktreihe  in  der  Tat  schon 
^s  eine  Ahnlichkeitstransformation  bezeichnen,  also  auch  hier  „äqui- 
form" und  ,„ähnlich"  identifizieren. 

Wir  beschließen  das  Kapitel  mit  einer  tabellarischen  Zusammen- 
stellung der  prinzipiell  wichtigsten  Punkte, 


Digitized  by 


Google 


29.]  Geometrie  in  der  eigentlichen  Punktreihe. 

Geometrie  1q  der  eigentlielien  Panktreihe. 


67 


Projektive  Geometrie 

Affine  (=  aquiforme) 
Geometrie 

Zugehörige  Gruppe 

die  projektive 

die  affine 

Ausgezeichnete  Punkte 

— 

der  uneigentliche 
Punkt 

Charakteristische 
absolute  Invariante 

DV 

AV 

Naturgemäße  Koordi- 
naten 

DV-Kordinaten 

Abszissen  (Hessesche 
Koord.),  AV-  und  bary- 
zentrische  Koordinaten 

Transformations- 
gleichungen 

(a/3)  +  0 

«1  +  0 
(in  Hesseschen  Koordinaten) 

Zur  Bestimmung 
der  Transformation  er- 
forderliche Punktezahl 

3 

2 

Anzahl  aller  Trans- 
formationen 

oo» 

oo« 

5* 
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Zweites  EapiteL 

Quadratische  Gleidmngen:  Das  Panktepaar  und  seine  Inyolntioii. 

30.  [Quadratische  Oleichnngen   in   Punktkoordinaten.] 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  uns  mit  den  Koordinatensystemen  in 
der  Punktreihe  und  linearen  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten 
beschäftigt.  Jetzt  wollen  wir,  wozu  auch  die  Betrachtungen  des 
Artikel  27  hinleiteten,  zu  quadratischen  Gleichungen  zwischen 
den  Koordinaten  aufsteigen.  Dabei  betrachten  wir  zuerst  nur  pro- 
jektive, nachher  parallelmetrische  Beziehungen. 

rCi,  rr,  seien  beliebige  homogene  Koordinaten  des  Punktes  X  in 
der  Punktreihe.  Eine  quadratische  Gleichung  zwischen  diesen  ent- 
steht, indem  man  eine  binäre  quadratische  Form  von  x^yX^  gleich 
Null  setzt: 

(1)  f(^x,  x)  =  a^j^Xj^  +  2a^^  x^x^  +  a^^x^^^O, 

Die  Zahlen  a^,  aj„  a^  setzen  wir  —  falls  nicht  das  Gegenteil  aus- 
drücklich zugelassen  wird  —  als  reell  voraus  und  führen  als  mit 
0^2  gleichbedeutend  noch  das  Zeichen  0,^  ein 

(2)  ai2  =  «ii- 

Die  quadratische  Form  kann  dann  auch  in  der  Gestalt 

(3)  fix,  X)  =  V«a  ^i  ^*  -  L  "''''''''  1  '^''''''' 
geschrieben  werden,  und  das  System  ihrer  Koeffizienten 

heißt  symmetrisch,  weil  es  sich  bei  einer  Transposition  nach  (2) 
nicht  ändert. 

Die  aus  (4)  zu  bildende  Determinante 

(6)  ^=1 '*"'*" 

I   ötji    «22 

heißt  die  Determinante  der  quadratischen  Form  f  oder  der 
quadratischen  Gleichung  /*=0  und  ist  ebenfalls  symmetrisch. 


=  (öi«2)  =  l«al 

(•.*  =  1,2) 
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Setzt  man  noch 

f  «11  ^1  +  «1,  a:,  =  fi  (x)  =  ^f'  («i) 


(6)  (""''' 


SO  ist  endlich 

(7)  f{x,x)  =  x,f,{x)  +  x^f,{x), 

d.h.  die  quadratische  Form  f{x,x)  ist  als  Komposition  der 
beiden  linearen  Formen  f^,  f^  mit  x^,  x^  darstellbar.  (Man 
sagt  allgemein:  Zwei  Reihen  mit  gleich  viel  Elementen  werden 
miteinander  ,,komponiert%  wenn  man  jedes  Element  der  einen  Reihe 
mit  dem  entsprechenden  der  anderen  multipliziert  und  alle  diese 
Produkte  addiert.) 

Führt  man  statt  rc^,  x^  neue  Koordinaten  x^,  x^  durch  die  Glei- 
chungen 

eiu;  so  wird  zunächst 

/m  f/iW-/i(«)<+AWV 

^^  i/i(^)-r,(«)^i'+/i(/3K, 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  noch  mit  x^^x^^  bezw.  ihren  Werten 
in  (8)  komponiert,  so  folgt  nach  (7) 

(10)  f{x,x) 
-/'(«,aX»+[«i/i(/J)+<r,/i(/S)+A/i(«)+A/i(«)]a;iV+M^)a;,'». 

Nun  ist  nach  (6)  und  (2) 

«i/i W  +  «,/iW  ^  A/i(«)  +  A^,W- 
Setzen  wir  also 

(11)  fis^,  x^  ^  fix',  x)  =  xj,{x')  +  x,U{x')  ^  x^Uix)  +  x,'U{x) 

=  a^iX^x^+  ^»(^iV+  ^i^i)  +  ^^i^tj 
so  lautet  die  Transformationsgleichung  (10) 

(12)  fix,  x)  -  f{a,  a)x^^+  2f{a,  ß)x,'x,' +  f{ß,  ß)x,'K') 

Die  durch  (11)  definierte  bilineare  Form  von  x^,  ot^  und  x^\  x^'  heißt 
symmetrisch,  weil  sie  sich  bei  Vertauschung  von  x^jX^  mit  x^yX^' 
nicht  ändert,  und  soll  die  Polar  form  von  f(x,xy)  genannt  werden. 

1)  f(ph)i  f{x^  sind  die  partiellen  Ableitangen  von  f  nach  x^  und  x^. 

2)  Die  Gleichung  zeigt  —  beiläufig  bemerkt  — ,  daß  eine  lineare  IVanB- 
formation  den  Grad  einer  Form  oder  Gleichung  nicht  ändert,  was  offenbar  für 
Gleichungen  beliebigen  Grades  gilt. 

3)  Die  Polarform  von  f{x,  x)  erhält  man  nach  (11)  und  Anm.  1)  aus  dem 
halben  totalen  Differential  \df{x^x)^  wenn  man  in  diesem  dx^  durch  x^'  und 
dx^  durch  x^'  ersetzt. 
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Nach    (7)   und   (6)    ist    die    Determinante    der    transformierten 
Form  (12) 


(13) 


f(a,  a)  f{u,  ß)\  _^(   f.s\  /;(«)  f,{a)  \  ^  ,     ., 


d.  h.  die  Determinante  einer  quadratischen  Form  multipli- 
ziert sich  bei  einer  linearen  Transformation  mit  dem  Quadrat 
der  Substitutionsdeterminante. 

Eine  aus  den  Koeffizienten  einer  oder  mehrerer  Formen  gebil- 
dete homogene  Funktion,  die  nach  einer  linearen  Transformation  der 
Variablen,  Ton  denen  die  Formen  abhängen,  aus  den  Koeffizienten 
der  transformierten  Formen  gebildet,  gleich  ihrem  alten  Wert  mul- 
tipliziert mit  einer  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  ist,  heißt  eine 
Invariante  und,  wenn  jene  Potenz  die  Ote  ist,  speziell  eine  absolute 
Invariante  der  Form  oder  des  Systems  von  Formen.  Die  Deter- 
minante einer  quadratischen  Form  ist  also  eine  Invariante 
derselben.  (Der  analytische  Ausdruck  des  DV  (ÄBCD)  ist  nach 
(56)  eine  absolute  Invariante  des  Systems  der  Formen  (xa),  (xb), 
(xc),  (xd).) 

31.  [Das  PnnktepaAr.]  Um  nun  den  geometrischen  Inhalt 
der  Gleichimg  (1)  zu  erkennen,  suchen  wir  die  quadratische  Form  f 
als  Produkt  zweier  linearen  Formen  darzustellen. 

Es  sei  zuerst  mindestens  einer  der  Koeffizienten  a^^^  a^s,  z.  6. 
a^i  +  0.    Dann  ist,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt, 

(14)  f(^^^j^±y^^^^y+Ax,^, 

womit  f  zunächst  als  Aggregat  von  Quadraten  linearer  Formen  — 
wir  sagen  kurz  —  als  Quadratsumme  dargestellt  ist.  Ist  J.  +  0, 
so  sind  die  linearen  Formen  linear  unabhängig.  Ist  ^  >  0,  so  haben 
beide  Quadrate  dasselbe  Vorzeichen;  ist  ^  <  0,  so  haben  sie  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen;  ist  -4  =  0,  so  ist  f  durch  ein  einziges 
Quadrat  dargestellt. 

Aus  (14)  folgt  weiter 

(15)      rix,x)^-^-^(f,{x)  +  y^x,)(f,(x)~y^=Äx,),     • 

und  man  sieht,  daß  die  beiden  Linearfaktoren  für  Ä  +  0  linear  unab- 
hängig sind  und  daß  die  aus  ihnen,  wenn  man  sie  gleich  Null  setzt, 
sich  ergebenden  Werte  von  x^ :  x^  beide  reell  und  verschieden  oder 
konjugiert  imaginär  ausfallen,  je  nachdem  J.  <  0  oder  >  0  ist, 
während  im  Fall  A=^0  beide  Linearfaktoren  mit  reellen  Koeffizienten 
identisch  werden. 
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Ist  «11  =  0,  aber  a^  +  O,  so  vertauschen  sich  in  (14)  und  (15) 
nur  übertdl  die  Indizes  1  und  2,  wobei  sich  die  Determinante  Ä  nicht 
ändert;  weil  sie  symmetrisch  ist. 

Ist  aber  a^^  =»  a„  =  0,  a^  +  0,  so  ist 

(16)  f{x,x)  =  2a,,x,x,  =  ^'^'  [{X,  +  x,y^  (x,- x,Yl 

d.  h.  f  ist  von  vornherein  als  Produkt  zweier  linear  unabhäügigen 
reellen  Linearfaktoren  gegeben  und  kann  als  Summe  zweier  Quadrate 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  dargestellt  werden.  In  diesem  Falle 
ist  -4.  =  —  Ol,',  also  stets  <  0. 

Sammeln  wir  diese  Resultate^  so  ergibt  sich: 

Ist  -4  +  0,  so  ist  f  stets  als  Summe  zweier  Quadrate  und 
auch  als  Produkt  von  zwei  linear  unabhängigen  linearen 
Formen  darstellbar.  Die  Vorzeichen  der  Quadrate  sind  ent- 
gegengesetzt oder  gleich,  die  Wurzeln  der  Gleichung /"=  0 
reell  und  verschieden  oder  konjugiert  imaginär^  je  nachdem 
Ä<0  oder  >0  ist. 

Ist  A^O,  so  ist  f  als  Quadrat  einer  einzigen  Linear- 
form mit  reellen  Koeffizienten  darstellbar.  f=0  hat  also 
eine  doppelte  Wurzel. 

Da  hiernach  eine  quadratische  Form  f  dann  und  nur  dann  ver- 
schwindet;  wenn  einer  ihrer  Linearfaktoren  verschwindet,  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  x^ ,  X2  aber  dem  Verhältnis  rr^ :  X2  einen  bestimmten 
Wert  erteilt  und  andererseits  jedem  Wert  von  x^  :  x^  ein  bestimmter 
Punkt  entspricht,  so  können  wir  sagen: 

Die  quadratische  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten 

f(Xy  X)  =  2<^ik  XiXj^^O  (»,* « 1, 2) 

stellt  immer  ein  reelles,  ein  aggregiert  imaginäres  Punkte- 
paar oder  einen  Doppelpunkt  dar,  je  nachdem  ^  <,  >  oder 
»  0  ist.     Sie  heißt  die  Gleichung  dieses  Punktepaares. 

Umgekehrt:  Jedes  reelle  oder  aggregiert  imaginäre  oder 
in  einen  reellen  Doppelpunkt  zusammenfallende  Punkte- 
paar wird  durch  eine  quadratische  Gleichung  mit  reellen 
Koeffizienten  dargestellt.  Sind  nämlich  Ä,  B  zwei  Punkte  mit 
den  Koordinaten  %,  a^  und  h^,  h^,  deren  Quotienten  reell  oder  konju- 
giert imaginär  sein  können,  so  genügen  diese  Koordinaten  bezw.  den 
linearen  Gleichungen 

(17)  (j:a)«0,    (xb)^0. 

Die  durch  Multiplikation  der  linearen  Formen  (xa),  (xh)  (und  even- 
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tuell  noch  durch  Hinzuftigaiig  eines  von  den  x  unabhängigen  Faktors  q) 
entstehende  quadratische  Gleichung 

(18)  Q{xa)  (xh)  =  «11^1*  +  2  ^i^oc^^i  +  »22^2*  =  ^f 
wo 

(19)  \2a,,^^Q(a,b,  +  a,b,) 

stellt  also  jenes  Punktepaar  dar  und  hat,  wie  sich  aus  (19)  leicht 
ergibt,  reelle  Koeffizienten. 

32.   [Projektive  Bintellimg  der  FimktepMtre.]     Bei  der 

Diskussion  der  quadratischen  Gleichung  (1)  im  vorigen  Artikel  ist 
der  Fall  unberücksichtigt  geblieben,  daß  a^^  =*  «22  *=  ^n  ==  ^  i^*?  wobei 
die  Determinante  A  auch  den  Wert  Null  hat.  Da  dann  in  der  Glei- 
chung alle  Koeffizienten  Null  sind,  wird  sie  durch  jedes  Wertsystem 
a?i,  x^  erfüllt,  d.  h.  sie  stellt  jeden  Punkt  der  Punktreihe  dar. 
Wir  bezeichnen  deshalb  mitunter  den  Doppelpunkt  als  ein  einfach 
entartetes,  die  ganze  Punktreihe  als  zweifach  entartetes 
Punktepaar. 

Anscheinend  hat  dieser  letzte  Fall  keine  praktische  Bedeutung. 
Dennoch  wird  man  geometrisch  auf  ihn  geführt,  z.  B.  bei  der  Frage 
nach  den  Doppelpunkten  zweier  konlokalen  projektiven  Punktreihen. 
Sie  sind  ein  Pimktepaar,  das  im  Spezialfall  der  identischen  Trans- 
formation (s.  Art.  28,  Aufg.  2.)  in  alle  Punkte  der  Punktreihe  entartet. 
Ebenso  tritt  dieser  Fall  bei  minder  trivialen  Fragen  der  Geometrie 
in  den  Gebilden  höherer  Stufe  auf. 

Fassen  wir  jetzt  alle  Fälle  zusammen,  so  ist  also  das  durch  (1) 
dargestellte  Punktepaar  für 

Ä=^0    nicht  entartet,  d.h.  die  Punkte  sind  verschieden 

j  ^.,     f-4.>0    aggreffiert  imaginär, 

und  zwar  für       ,       ^      ^^.,  ®  ^         ' 

l^<0    reell, 

nicht    alle    a^j^  =  0    einfach  entartet   in  einen  reellen 

A  ^  0  Doppelpunkt, 

alle  a^f^ »  0    zweifach   entartet   in   alle  Punkte 

der  Punktreihe. 

Daß  diese  Kriterien  für  die  einzelnen  Fälle  nicht  nur  hinreichend, 
wie  aus  ihrer  Ableitung  hervorgeht,  sondern  auch  notwendig  sind, 
folgt  unmittelbar  daraus,  daß  sowohl  die  einzelnen  geometrischen 
Fälle  als  auch  die  algebraischen  Bedingungen  einander  ausschließen, 
und  die  letzteren  alle  Möglichkeiten  erschöpfen.  Natürlich  ist  dies 
auch  leicht  direkt  zu  beweisen. 
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Die  vorstehende  Einteilung  der  Punktepaare  müssen  wir  als 
projektiv  bezeichnen.  Führt  man  nämlich  in  der  Gleichung  (1) 
des  Punktepaares  eine  beliebige  lineare  Transformation  (8)  aus^  so 
bleiben  nach  (12)  und  (13)  die  notwendigen  und  hinreichenden  Kri- 
terien für  den  Charakter  des  Punktepaares  ungeändert,  die  durch  sie 
bedingten  geometrischen  Eigenschaften  sind  daher  projektiv. 

Obwohl  diese  Krit.erien  für  die  projektive  Einteilung  der  Punkte- 
paare an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  lassen,  wollen  wir  ihnen, 
lediglich  als  Vorbereitung  für  später  in  der  Geometrie  der  Ebene, 
des  Bündels,  des  Raumes  zu  behandelnde  Fragen,  noch  eine  andere 
Form  geben. 

Wir  sagen,  die  Determinante  A  =  \a^j^\  habe  den  Verschwin- 
dungsgrad  v{A)  =  0,  1,  2,  je  nachdem  sie  nicht  verschwindet, 
oder  verschwindet,  ohne  daß  alle  a^j^  Null  sind,  oder  alle  a^j^ 
Null  sind.*)  Die  Werte  0,  1,  2  von  v{A)  liefern  also  die  drei 
HauptfäUe  der  obigen  Klassifikation. 

Wenn  nun  A=-Q  ist,  so  können  die  beiden  Falle  v{A)  =  1,2 
daran  unterschieden  werden,  ob  «u  +  0^2  +  0  oder  «  0  ist.  Denn 
aus  OiiO^f  —  a^j*  ===  0  folgt  für  v{A)  =  1,  daß  a^  und  a^^  nicht  gleich- 
zeitig Null  sein  können  und,  falls  beide  +  0  sind,  gleiches  Zeichen 
haben  müssen.  Wir  können  demnach  sagen:  Der  Verschwindungs- 
grad  von  A  ist  gleich  der  Anzahl  derjenigen  verschwindenden 
Glieder  der  Reihe 

(20)  A,    a,,  +  a,,,     1, 

die  dem  ersten  nicht  verschwindenden  Gliede  vorangehen. 

Mittels  derselben  Reihe  formen  wir  nun  auch  die  Kriterien 
^  ^  0  der  beiden  Unterfälle  im  ersten  Hauptfall  v{A)  =  0  um.  Wir 
zählen  die  Zeichenfolgen  (ZF)  und  Zeichenwechsel  (ZW)  beim 
Durchlaufen  der  Reihe  (20)  von  links  nach  rechts,  wobei  wir,'' falls 
^11  +  0^22  ^^^  0  sein  sollte,  dieses  Glied  nach  Belieben  mit  dem  Vor- 
zeichen +  oder  —  zählen.  Den  absoluten  Betrag  der  Differenz  zwischen 
beiden  Zahlen  nennen  wir  die  Signatur*)  der  Determinante  A 

(21)  8{A)  =  i  ZF  -  ZW  ! . 

Da  nun  bei  ^  >  0  entweder  ZF  =  2,  ZW  =  0  oder  ZF  =  0,  ZW  =  2 
ist,  und  bei  ^  <  0  stets  ZF  =  ZW  =  1  und  umgekehrt,   so  können 


1)  Der  Yerschwindungggrad  [„nuUity"  bei  Sylvester  (Amer.  Joum.  of 
Math.  6  [1884]  S.  271)]  und  die  von  Frohen ius  (Joum.  f.  r.  u.  a.  Math.  86  [1879] 
8.  1)  als  Rang  einer  Determinante  definierte  Zahl  ergänzen  sich  zum  Grad  der 
Determinante.  —  Die  Definition  des  Yerschwindungsgrades  einer  Determinante 
beliebigen  Grades  wird  später  gegeben  werden. 

2)  Im  Anschluß  anFrobenius,  Sitzungsber.  der  Berl.  Akad.  1894  I.  S.  241. 
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wir    statt   A>0    oder   <0    gleichwertig    auch    ßagen:    s(Ä)^2 
oder  =  0. 

Unter  Benutzung  der  Begriffe  Yerschwindungsgrad  und  Signatur^ 
deren  Werte  beide  aus  der  Reihe  (20)  unmittelbar  abzulesen  sind^ 
erhalten  wir  jetzt  für  die  projektive  Klassifikation  der  Punktepaare 
die  folgende  Tabelle,  bei  der  jeweils  die  für  den  praktischen  Gebrauch 
einfachsten  Kriterien  in  Klammern  den  für  spätere  Fälle  vorbildlichen 
beigefügt  sind: 


Tabelle  für 

<•* 

;    l«al  =  ^- 

v{Ä)  =  0 

[A  =  0,0,,+  a„  +  0] 

v{Ä)  =  2 
[A  -  0,  a„  +  a„  =  0] 

Nicht  entartetes 
Pnuktepaar 

Reeller 
Doppelpunkt 

Alle  Punkte 
der  Punktreihe 

[^>0] 

s{Ä)  =  0 
[^<oi 

imaginär 

reell 

Als  Übungsaufgabe  1.  bestätige  man  die  Bedingungen  an  den 
quadratischen  Gleichungen 

a)  V  +  a:j*  =  0 

b)  x,^-x^^^O 

c)  ir/  =0. 

2.  Man  suche  die  Doppelpunkte  zweier  konlokalen  projektiven 
Punktreihen  auf  (s.  Art.  27)  und  ermittle  die  verschiedenen  möglichen 
Fälle  nebst  den  Bedingungen  für  ihr  Eintreten.^) 

88.  [Involution  oder  Polarltftt  in  besug  auf  ein  Punkte- 
paar. Oeometrisohe  Bedeutung  imagin&rer  Punkte.]  Die 
Transformation  der  quadratischen  Form  f(x,  x)  durch  die  Glei- 
chungen (8)  hat  uns  in  Artikel  30  auf  die  Polarform  f{XyX')  von 
f{XjX)  geführt.  Wir  fragen  jetzt  nach  dem  geometrischen  Inhalt  der 
Gleichung 

(22)     fix,  X')  ^  fix',  x)  =  xj,(x')  +  x,f,ix')  s  aj/ZK«)  +  x,%(x) 

=  a^^x^x^  +  »12(0:1  iC,'+  x^x^)  +  «22^8^2'  =  ö; 
wenn  x^jX^  und  x^,x^'  als  Koordinaten  zweier  Punkte  in  demselben 

1)  Über  weitere  Eigenschaften  von  konlokalen  projektiven  Punktreihen  vgl. 
Franz  London,  der  Iterationswnrf  einer  ebenen  KoUineation,  Archiv  der  Math, 
a.  Phys.  m.  Reihe,  Bd.  7  (1904),  S.  200—207, 
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System  aufgefaßt  werden  und  zunächst  die  Voraussetzung  ^^O  ge- 
macht wird. 

Gleichung  (22)  gehört  dann  zu  den  in  Artikel  27  behandelten 
bilinearen  Gleichungen  und  stellt  also  eine  projektive  Zuordnung 
zwischen  der  Punktreihe  (X)  und  der  Punktreihe  (X')  auf  demselben 
Träger  dar.  Sie  ist  aber  speziell  symmetrisch,  weil  a^^  =  a^^^,  ändert 
sich  also  nicht  bei  Yertauschung  der  Buchstaben  x  und  x'.  Die  pro- 
jektive Zuordnung  zwischen  (X)  und  (X')  hat  infolgedessen  einen 
besonderen  Charakter.  Da  nämlich  der  zu  einem  Wert  von  x^  :  x^ 
gehörige  Wert  von  x^' :  x,'  jetzt  durch  genau  dieselbe  Formel  ge- 
funden wird  wie  der  zu  x^' :  x^    gehörige  Wert  von  x^:  x^ 


(23) 


80  entspricht  jedem  Punkt  X  der  Geraden,  aufgefaßt  als  Punkt  von  (X), 
ein  Punkt  X'  der  Geraden,  aufgefaßt  als  Punkt  von  (X'),  diesem  Punkt  X' 
aber,  aufgefaßt  als  Punkt  von  (X),  wieder  jener  nämliche  Punkt  X, 
aufgefaßt  als  Punkt  von  (X').  Also  wird  durch  eine  symmetrische, 
bilineare  Gleichung  (22)  mit  reellen  Koeffizienten  und  nicht  ver- 
schwindender Determinante  jeder  Punkt  X  der  Geraden  mit 
einem  bestimmten  Punkt  X'  gepaart,  und  zwei  verschiedene 
Punkte  X  werden  mit  zwei  verschiedenen  Punkten  X'  gepaart,  weil 
die  beiden  Punldreihen  (X)  und  (X')  ein- eindeutig  aufeinander  be- 
zogen sind. 

Wenn  nun  in  (22)  v{Ä)  =  1  ist,  d.  h.  ^  =  0,  aber  nicht  alle 
a^t  =  0,  so  findet  durch  diese  Gleichung  immer  noch  eine  Paarung  statt. 
Denn  man  kann,  da  mindestens  ein  a^j^  +  O  ist,  die  Gleichungen  (23) 
entweder  unverändert  wie  oben,  oder  aber  unter  Vertauschung  von 
Zähler  und  Nenner  hinschreiben.  Da  aber  ^  =  0,  so  sind  auf  den 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (23)  Zähler  und  Nenner  linear  ab- 
hängig, d.  h.  sie  unterscheiden  sich  nur  durch  einen  von  den  x'y 
bezw.  x  unabhängigen  Faktor;  die  Brüche  selbst  sind  also  von  x^'i  x^, 
bezw.  x^ix^  unabhängig.  Ist  z.  B.  «u  +  O,  so  erhält  man  durch 
Erweiterung  der  Brüche  in  .(23)  rechts  mit  On  wegen  a^^a^^  =  a,,* 

(23a)  5  ^__?!li ?«i. 

^       ^  «1  «11  «11 

Dies  besagt  geometrisch:  Im  Falle  v(Ä)  »  1  paart  Gleichung  (22) 
jeden  Punkt  der  Geraden  mit  einem  und  demselben  festen 
Punkt,  dessen  Eoordinatenverhältnis  den  Wert  —  a^, :  a^^  = 
—  o^  :  %,  hat. 
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Ist  endlich  in  (22)  v{Ä)  =  2,  d.  h.  alle  a,^  =  0,  so  wird  die 
Gleichung  erfüllt,  welche  Werte  man  auch  für  x^,  x^  und  x^^x^  einsetzt. 
Wir  haben  also  eine  unbestimmte^  oder  freie  Paarung,  bei  der 
jeder  Punkt  mit  jedem  gepaart  wird.  Diesen  Fall  werden  wir,  da 
er  kein  besonderes  Interesse  darbietet,  fortan  ausschließen. 

Eine  beliebige  symmetrische  bilineare  Gleichung  (22)  mit  reellen 
Koeffizienten  ruft  also  in  allen  Fällen  eine  Paarung  hervor,  die  wir 
im  Einklang  mit  Art.  27  involutorisch  oder  eine  Involution  von 
Punktepaaren  nennen.  Zwei  in  ihr  gepaarte  Punkte  heißen  einander 
konjugiert  oder  ein  Punktepaar  der  Involution.^)  In  nicht 
homogenen  Koordinaten  x  und  x    lautet  die  Gleichung  der  Involution 

(22  a)  a^iXx+  a^^{x  +  a^O  +  «m  =  0. 

Doppelpunkte  der  Involution  heißen  die  sich  selbst  kon- 
jugierten Punkte,  um  sie  zu  ermitteln,  brauchen  wir  in  (22)  also  nur 
x'  ^  X  zvL  setzen,  wodurch  wir  das  Punktepaar  f(x,x)  =  0  erhalten. 
Jedes  Punktepaar  fix,x)  =  0  ruft  also  eine  bestimmte  Involution 
f{XfX')^0  hervor,  deren  Doppelpunkte  eben  jenes  Punktepaar  bildet, 
imd  umgekehrt:  jede  Involution  f{x,  a;')  ==  0  liefert  in  ihren  Doppel- 
punkten ein  bestimmtes  Punktepaar  f(x,  x)  =  0.  Wie  die  bilineare 
Form  f(XjX')  die  Polarform  der  quadratischen  Form  f{^,x)  hieß, 
so  soll  die  Involution  f{Xy  x')  =  0  auch  als  Polarität  in  bezug  auf 
das  Punktepaar  f(x,  x)  =  0,  dieses  auch  als  das  Ordnungspaar 
der  Polarität,  jeder  von  zwei  konjugierten  Punkten  auch  als  der 
Pol  des  andern  in  bezug  auf  das  Ordnungspaar  bezeichnet 
werden. 

Durch  die  Klassifikation  der  Punktepaare  und  ihre  Kriterien 
haben  wir  somit  gleichzeitig  auch  die  Klassifikation  der  Involutionen 
nebst  den  zugehörigen  Erkennungsmerkmalen.  Wir  nennen  die  In- 
volution 

elliptisch  bei  zwei  aggregiert  imaginären  Doppelpunkten 
(^>0), 

hyperbolisch    bei    zwei     verschiedenen    reellen    Doppel- 
punkten (Ä  <0), 


1)  Da  auch  eine  symmetrische  büineare  Gleichung  mit  imaginären 
Koeffizienten  eine  Paarung  aller  Punkte  der  Punktreihe  bewirkt,  auf  die  man 
den  Namen  „Involution^^  ausdehnen  könnte,  so  müßten  wir  die  oben  definierte 
genauer  eine  „reelle  Involution'^  nennen.  Dies  würde  sich  auch  dadurch 
rechtfertigen,  daß  bei  ihr,  nicht  aber  bei  jener,  jedem  reellen  Punkt  ein 
reeller  konjugiert  ist.  Wie  wir  aber  —  so  lange  nicht  anders  verfügt  wird  — 
unter  „projektiver  Transformation^'  (s.  S.  44)  eine  reelle  Transformation  ver- 
stehen und  die  Koeffizienten  von  f(x,x)  reell  voraussetzen,  so  soU  das  Ent- 
sprechende auch  für  den  Begriff  der  Involution  gelten. 
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paraboUscli  bei  zwei  vereinigten  reellen  Doppelpunkten 

[nnbestimmt,  wenn  jeder  Punkt  Doppelpunkt  ist  (^=»0, 

Die  elliptische  Involution  kanu;  da  bei  ihr  Ä>0,  nach 
Artikel  27  auch  als  gleichsinnig,  die  hyperbolische,  da  bei  ihr 
A<,0,  als  ungleichsinnig  bezeichnet  werden. 

Da  nach  obigem  jedem  aggregiert  imaginären  Punktepaar 
eine  bestimmte  elliptische  Involution,  deren  Doppelpunkte  jenes  Paar 
bildet,  zugehört  und  umgekehrt  dieser  jenes,  so  kann  man  jedes 
imaginäre  Punktepaar  als  den  Repräsentanten  einer  bestimmten 
elliptischen  Involution  ansehen,  d.  h.  einer  reellen  geometrischen 
Beziehung  zwischen  den  reellen  Punkten  einer  Geraden.  —  Durch 
Festlegung  eines  Richtungssinnes  auf  der  Geraden  werden  noch 
die  beiden  imaginären  Punkte  voneinander  unterschieden;  denn 
in  jedem  Koordinatensystem,  dessen  positiver  Sinn  mit  jenem  zu- 
sammenfällt, hat  nach  Artikel  24  stets  derselbe  der  beiden  Punkte 
in  seiner  Koordinate  einen  negativen  bezw.  positiven  Koeffizienten 
von  i. 

Hiermit  ist  die  in  Artikel  16  angekündigte  geometrische  Be- 
deutung der  imaginären  Punkte  gegeben.  Da  nach  Artikel  27  jede 
elliptische  Involution  als  eine  projektive  Zuordnung  zweier  konlokalen 
Punktreihen  aufgefaßt  werden  kann,  diese  aber  durch  die  Wahl  eines 
Koordinatensystems  natürlich  nicht  beeinflußt  wird,  so  zeigt  sich  nun 
endlich,  daß  die  ursprünglich  mit  Hilfe  irgend  eines  Abszissen- 
systems vollzogene  Bestimmung  der  imaginären  Punkte  nicht  nur  von 
diesem,  sondern  überhaupt  von  jedem  Koordinatensystem  unab- 
hängig ist. 

Wählt  man  ein  Paar  konjugierter  Punkte  einer  Involution  zu 
Fundamentalpunkten  des  Koordinatensystems,  so  genügen  0^  1  und 
1,0  —  für  x^,  x^  bezw.  x^,  oo^  gesetzt  —  der  Gleichung  (22),  also 
muß  012»  0  sein  und  umgekehrt.  Daher  ergibt  sich:  Die  Gleichung 
des  nicht  zweifach  entarteten  Punktepaares  hat  dann  und 
nur  dann  die  Form 

(24)  (j^^x^  +  o»  V  -  0, 

d.h.  fiXjX)  ist  dann  und  nur  dann  als  Quadratsumme  dar- 
stellbar, wenn  als  Fundamentalpunkte  des  Koordinaten- 
systems zwei  in  bezug  auf  das  Punktepaar  polare  Punkte 
gewählt  werden. 

Im  Falle  des  Doppelpunktes  und  nur  dann  ist  einer  der  beiden 
Koefßzienten  a^^,  a^^  in  (24)  gleich  Null.  In  den  andern  Fällen 
kann  man   durch   geeignete   Wahl   des  Einheitspunktes   noch   er- 
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reichen,  daß  die  Koeffizienten  a^^,  a^^  absolut  genommen  einander 
gleich  werden.     Wir  nennen  dann 

(P.N.)  Ix^^-x^^^O 

die  projektiven  Normalformen  der  Gleichung  des  imagi- 
nären;  bezw.  reellen  Punktepaares«  bezw.  des  Doppelpunktes. 

Da  wir  die  Anzfthl  aller  reellen  Zahlen  und  deshalb  auch  die- 
jenige aller  reellen  Punkte  der  Punktreihe  mit  oo*  bezeichnet  haben, 
so  müssen  wir  die  aller  reellen,  nicht  entarteten  Punktepaare  und 
ebenso  die  aller  aggregiert  imaginären  Punktepaare  x^:  x^^  a  +  bi, 
Xi  :x^'^  a  —  bi  mit  oo^  bezeichnen.  Daher  müssen  wir  auch  sagen: 
Es  gibt  oo*  hyperbolische,  oo^  elliptische  und  cx)^  parabolische 
Involutionen  auf  der  Punktreihe. 

Wir  fragen  noch,  ob  auch  aggregiert  imaginäre  Punktepaare 
in  einer  Involution  konjugiert  sein  können. 

Bei  einer  parabolischen  Involution  ist  dies  offenbar  unmöglich. 

Eine  elliptische,  bezw.  hyperbolische  Involution  hat  bei  Benutzung 
der  Normalform  bezw.  die  Gleichung 

(25)  Xj^x^'±x^x^'^0. 

Wenn  ihr  ein  aggregiert  imaginäres  Punktepaar  x^:  x^^  a  -{•  ßi, 
x^  :  x^'  =>  a  —  ßi  genügen  soll,  muß  also  bezw.  a'  +  /J*  ±  1  =  0  sein. 
In  einer  elliptischen  Involution  können  daher  niemals  zwei  aggre- 
giert imaginäre  Punkte  konjugiert  sein.  Bei  einer  hyperbolischen 
dagegen  läßt  sich  die  letzte  Gleichung  für  jedes  |  o;  |  <  1  durch  ein 
einziges  positives  ß  erfüllen;  eine  solche  enthält  somit  stets  oo^  ag- 
gregiert imaginäre  Punktepaare,  die  konjugiert  sind. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise,  daß  zwei  konlokale  projek- 
tive Punktreihen  immer  eine  Involution  bilden,  sobald  sie  nur  zwei 
Punkte  einander  gegenseitig  zuordnen. 

2.  Man  zeige,  daß  die  Paarung  eine  involutorische  ist,  wenn  man 
auf  einer  Geraden  je  zwei  Punkte  einander  zuordnet,  deren  Strecke 
von  einem  festen  Punkt  halbiert  wird,  und  bestimme  Gleichung, 
Doppelpunkte  und  Charakter  dieser  Involution.  (Der  Umstand,  daß 
die  Daten  dieser  Aufgabe  affiner  Natur  sind,  wird  die  Wahl  des 
zweckmäßigsten  Koordinatensystems  veranlassen.) 

84.  [HarmoniBOhe  PnnktepAare.]  Bezeichnen  wir  die  Punkte 
des  Paares  f(x,  a?)  =-  0  mit  Ä,  B,  ihre  Koordinaten  mit  o^^,  o,  und 
^i;  ^27  B^  können  wir  Gleichung  (1)  in  die  Form  setzen 

(26)  '   f(x,x)^{xa)(xb)  =  0. 

Nun  zeigt  eine  ganz  einÜEU^he  Rechnung,  daß,  wenn  die  quadratische 
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Form  f{XjOc)^g^{x)g^{x)  als  Produkt  zweier  Linearfaktoren  g^,  g^ 
gegeben  ist,  ihre  Polarfonn  f{XyX)  =  y  [fl'i (a^)^ (^0  +  9ii?(>')9%{^)\  is*- 
Also  erhalten  wir  nach  (26)  für  die  zum  Punktepaar  A,  B  gehörige 
Involution  die  bilineare  Gleichung  in  der  Form: 

(27)  {xa){x'h)  +  {xh){x'a)  -  0, 

und  umgekehrt  aus  (27)  als  Involutionsgleichung  folgt  (26)  für  ihre 
Doppelpunkte.     Qleichung  (27)  besagt  aber 

d.  h.  nach  Artikel  18  h): 

Jedes  Punktepaar  XX'  der  Involution  f(x,x')^0  wird 
durch  das  Punktepaar  f{Xj  x)  ^  0  oder  AB  harmonisch  ge- 
trennt und  umgekehrt,  jedes  durch  AB  harmonisch  ge- 
trennte Punktepaar  XX'  ist  ein  Punktepaar  der  Involution 
f{x,x')~0. 

Bei  der  hyperbolischen  Involution  wird  also  jedes  ihrer  Punkte- 
paare XX'  durch  die  reellen,  bei  der  elliptischen  durch  die  ima- 
ginären Doppelpunkte  harmonisch  getrennt;  bei  der  parabolischen 
Involution  liegt  einer  der  beiden  konjugierten  Punkte  X  und  X'  stets 
in  dem  Doppelpunkte. 

Man  kann  aus  der  Theorie  der  (reellen)  Involution  nach  dem 
obigen  Satze  alle  Eigenschaften  derjenigen  harmonischen  Würfe, 
d.h.  zweier  sich  harmonisch  trennender  Punktepaare,  bei  denen  wenig- 
stens ein  Paar  reell  oder  aggregiert  imaginär  ist,  ablesen. 
Da  wir  uns  vorläufig  ausschließlich  im  projektiven  Gebiete  bewegen, 
erwähnen  wir  hier  nur  die  folgenden: 

Ist  von  einem  harmonischen  Wurf  AB^  XX'  das  eine 
Paar  AB  und  ein  Punkt  X  des  andern  Paares  gegeben,  so 
ist  auch  der  diesem  konjugierte,  d.  h.  mit  ihm  gepaarte 
vierte  Punkt  X'  eindeutig  bestimmt.  (Dieser  Satz  ist  nur  ein 
Speziallfall  desjenigen  in  Art.  18  f)  und  bedarf  daher  der  soeben  an- 
gegebenen Einschränkung  nicht.) 

Befindet  sich  bei  einem  harmonischen  Wurf  AB,  XX' 
das   eine   Paar  AB   in    vereinigter  reeller  Lage   A=^B,   so 

A-JB 

1 T— 

Fig.  16. 

fällt  auch  ein  Punkt  des  andern  Paares  mit  jenen  beiden 
zusammen  (Fig.  15).  (Dies  folgt  aus  der  Eigenschaft  der  parabolischen 
Involution.) 
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Fällt  ein  reeller  Punkt  X  eines  harmonischen  Wurfes 
ÄBy  XX'  mit  einem  Punkte  des  andern  Paares  zusammen^ 
so  fällt   auch  sein  konjugierter  mit   demselben   zusammen; 

A  B 

1 


Fig.  16. 

denn  ist  z.  B.  X  =  -4  (Fig.  16),  so  ist  X'  =  X,  weil  X  und  X'  kon- 
jugierte Punkte  der  Involution  mit  den  Doppelpunkten  A  und  B  sind, 
X  =  J.  also  sich  selbst  konjugiert  ist. 

Man  kann  umgekehrt  die  Theorie  der  harmonischen  Würfe  zur 
Definition  der  Involution  benutzen,  kommt  aber  auf  diesem  Wege, 
von  reellen  Punktepaaren  ausgehend,  nicht  so  direkt  zu  allen  Fällen 
der  Involution,  wie  es  hier  geschah. 

Als  Übungsaufgabe  1.  bestätige  man  den  im  Anfang  dieses 
Artikels  benutzten  Satz,  daß  die  Polarform  von  g^  {po)g^  (x),  wo  g^  und 
g^  lineare  Formen  sind,  in  der  Gestalt  l[gi{x)gi{x)  +  g2(x)g^{x'y] 
geschrieben  werden  kann. 

2.  Man  leite  daraus,  daß  das  DV  eines  harmonischen  Wurfes 
=»  —  1  ist,  die  vorstehenden  Sätze  ohne  die  auf  Realität  etc.  be- 
züglichen beschränkenden  Voraussetzungen  her. 

86.  [Charakter  des  einer  Involution  entnommenen 
Wnrfes.]  Um  noch  weitere  Einsicht  in  die  Eigenart  der  verschie- 
denen Involutionen  zu  erhalten,  betrachten  wir  das  DV  von  zwei 
voneinander  verschiedenen  Paaren  reeller  konjugierter  Punkte  einer 
Involution,  deren  keines  in  einen  Doppelpunkt  zusammenföllt.  Nennen 
wir  die  beiden  Paare  XX',  YY',  so  sind  nach  der  Voraussetzung 
mindestens  drei  der  vier  Punkte  voneinander  verschieden;  eines  der 
beiden  DVe  (XX' FF)  oder  (XX' FT)  hat  also  sicher  einen  end- 
lichen 'bestimmten  Wert.  Gilt  dies  etwa  von  (XX' YY'),  so  ist 
nach  Art.  18  c)  (xy)  und  (a;'y)  +  0.  Da  femer  entweder  X  von  Y 
oder  X'  von  Y  verschieden  ist,  so  dürfen  wir  weiter  annehmen,  daß 
auch  (xy)  +  0  ist. 

Hiemach  kann  in  dem  DV 

(29)  (zx-rro-lll^ 

höchstena  {x'y")  =  0  sein.    Nach  der  Involutionsgleichung  (22)  ist  nan 

(30)  «i'/i(«) +  </■«(«;)  =  0, 

(31)  yx'/i(y)  +  y,'/i(y)^o, 
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also^  wenn  q,  q   Proporidonalitats&ktoren  bedeuten, 

Durch  Komposition  von  (32)  mit  y,,  —  y^  vmd  von  (33)  mit  —  x^,  x^ 

folgt 

(34)  {?fy)''Qf{x,y),    {xy')^-Q'f{x,y), 

wonach  auf  Gnmd  unserer  Annahme  f{x,  y)  +  0  ist.  Femer  folgt  aus 
(32)  und  (33)  und  dann  unter  Anwendung  des  Determinantenmultipli- 
kationssatzes 


(35)  {x'rn=-Q9' 


\fx(3i)fM 


(fQA{xy). 


Somit  ergibt  sich  ans  (34)  und  (35)  endlich 

(36)  (xx'rro  =  -^[^T- 

Das  DV  des  Wurfes  XX'  YT  ist  also  <  0,  =  0,  >  0,  je  nachdem 
^  >  0,  =0,  <  0  ist.     Nach  Artikel  18  e)  folgt  hieraus: 

Der  einer  Involution  entnommene  reelle  Wurf  ist 
elliptisch,  hyperbolisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  die 
Involution  selbst  elliptisch;  hyperbolisch  oder  parabolisch 
ist  (Fig.  17). 

(Elliptischer  Wurf  und  Involution) 
(Hyperbolischer  Wurf  und  Involution) 
;_ ,^    ,    (Parabolischer  Wurf  und  Involution) 

Pig.  17. 

Als  Übungsaufgabe  zeige  man,  daß  jede  elliptische  Involution 
unendlich  viele  harmonische  Würfe  enthält. 

86.   [Bestimmimg    der   Involution    dnroh   einen  Wnrf.] 

Statt  durch  die  quadratische  Gleichung  f(XyX)  =  0  oder,  was  dasselbe 
bes{^,  durch  das  Ordnungspaar  A,  B  kann  eine  Involution  auch 
durch  einen  Wurf,  der  ihr  angehören  soll,  eindeutig  be- 
stimmt werden,  sobald  die  beiden  Paare  des  Wurfes  nicht 
identisch  sind. 

Heffteru.  Koehler,  analytische  Oeometrio,  I.  6 


T-           X 

t    X' 

,     ^      , 

B 

r       Y 

X 

X' 
A'B 
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Es  seien  YY'  und  ZZ'  zwei  voneinander  verschiedene  Punkte- 
paare.    Damit  ihre  Koordinaten  einer  Involutionsgleichung 

(37)  «11  ^i<  +  du (^iV  +  x^Xj^)  +  (hiX^x^'  -  0, 

deren  Koeffizienten  a^^  wir  noch  nicht  kennen^  genügen,  müssen  also 
die  Gleichungen 

(38)  l<hiyiyi+  (hiiyiVi  +  ViVil  +  ^nv^y^^^ 

UiiÄri^i'  +  «12(4^1^  +  ^20  +  «28^2^2'==-  0 

erfüllt  sein.    Die  Elimination  von  a^,  a^,  o^j  aus  (37)  und  (38)  ergibt 

X*  X-f  X\  Xa     ~p    Xa  X't         Xa  Xa 

yi^i'  ViVi+y^Vi  VtVt 
^1  ^1   h  H  +  ^»  H   ^2  ^t 

oder  in  nicht  homogenen  Koordinaten 


(39) 


«0 


^1  •  ^  —  A,  a?!  :  a^g  =  A  ;   J/i :  y^  ~~  ^;  Vi  '  2^2 

AA'    A  +  A'  1 

(39')  y^yJ   (i  +  (i  1 

VV      V  +  V  1 


II',  z^xe^^v,  z^  xz^ 


=  0 


als  Gleichung  der  gesuchten  Involution  zwischen  den  Variablen 
X  und  x\  bezw.  A  und  A';  o^i :  a^, :  aj,  verhalten  sich  wie  die  Ad- 
junkten der  ersten  Zeile  der  Determinante  in  (39)  bezw.  (39'). 

Gleichung  (39)  versagt  also  dann  und  nur  dann,  wenn  diese  drei 
Adjunkten  sämtlich  Null  sind.    Diese  Annahme  liefert  die  Gleichungen 

(40)  hh^iy%  +  y^yx)  -  y^y^i^i^ + ^2  V) 

(41)  yiyi'-«^2<  ^^Xy%y% 

(42)  yi^iX^i  V  +  ^2^1')  =  h<{yiy%  +  ^2^1')- 

Um  in  ihnen  zu  nicht  homogenen  Koordinaten  übergehen,  also 
durch  y^yVi,  z^yZ^  dividieren  zu  dürfen,  müssen  wir  annehmen,  daß 
keiner  der  vier  Punkte  Y^  Y\  Z,  Z  mit  dem  oo- Punkt  des  Koordi- 
natensystems zusammenfallt.  Dies  können  wir  aber  immer  durch  eine 
Koordinatentransformation  erreichen  und  dürfen  es  daher  voraussetzen. 
Durch  Übergang  zu  nicht  homogenen  Koordinaten  erhalten  wir  dann 
aus  (40),  (41),  (42) 

(40a)  ft  +  ;»'=.»  +  j/ 

(41  a)  pp'  =  vv' 

(42a)  (t(L'{v  +  vO  =  vv'iii  +  iiT) , 
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WO  die  letzte  Gleichung  eine  Folge  der  beiden  ersten  ist.  Aus  (40  a) 
und  (41a)  folgt  aber,  daß  [i,  fi  und  v,  v  Wurzeln  derselben  qua- 
dratischen Gleichung  sind;  d.  h. 

entweder  fi  =^  v,     ^'  =  v' 

oder  ^^Vy    ^'  =  v , 

m.  a.  W.,  daß  die  beiden  Punktepaare  YY  und  ZZ'  mit- 
einander identisch  sein  müssen.  Also  ist  Gleichung  (39)  unter 
der  zu  Anfang  des  Artikels  gemachten  Voraussetzung  eine  völlig 
bestimmte. 

Ist  über  die  Realität  von  YY'y  ZZ'  gar  nichts  vorausgesetzt, 
so  können  die  Koeffizienten  a,.^  nach  (39)  auch  imaginär  ausfallen, 
sodaß  wir  zu  der  S.  76  Anm.  1)  erwähnten  Erweiterung  des 
Involutionsbegriffs  gelangen  würden.  Sind  aber  die  beiden 
Paare  YY\  ZZ'  reell  oder  aggregiert  imaginär,  so  fallen  die 
Koeffizienten  der  Gleichung  (39)  reell  aus. 

Welchen  Charakter  die  durch  einen  reellen  Wurf  bestimmte 
Involution  hat,  können  wir  nach  dem  vorigen  Artikel  bereits  aus 
diesem  Wurf  selbst  erkennen. 

Sind  endlich  die  beiden  Paare  YY'  und  ZZ'  nicht  direkt  durch 
ihre  Koordinaten,  sondern  durch  ihre  quadratischen  Gleichungen 
gegeben 

(43)  a^i  x^  -f  2  ajg  x^  x^  -f  a^  x^  =  (xy)  {xy')  =  0 

(44)  feiiiCi*  -f  2\^x^x^  +  632^2*  =  {xi)  {xz')  =  0, 
so  ist  nach  (19) 

yiy/  =  öt„,    y^y^+y^y^ 2aij,  y^y^'^a,, 

^1^1'  =  *»2;    ^1  ^2  +  ^2  ^1'  =  -  2 6i2,    ^2  V  ^  ^1 , 
und  Gleichung  (39)  erhält  die  Form 

(39a)  0,2  —  2ai2  a^^  |  =  0. 

622  -26^2  ^1  I 

Gleichung  (39)  besteht  nach  ihrer  Herleitung  zwischen  irgend 
drei  Punktepaaren  XX',  YY',  ZZ  einer  Involution,  also  zwischen  je 
drei  Punktepaaren,  die  ein  und  dasselbe  vierte  harmonisch  trennen. 
Sie  zeigt  also  zugleich,  daß  von  drei  Punktepaaren,  die  ein 
und  dasselbe  nicht  vorgeschriebene  vierte  harmonisch  trennen 
sollen,  fünf  Punkte  beliebig  gewählt  werden  können,  dann 
aber  der  sechste  eindeutig  bestimmt  ist. 

Übungsaufgaben:  1.  Welchen  Charakter  hat  der  Wurf,  für 
dessen  eines  Paar  die  Koordinatenverhältnisse  x^\x^^^  und  cx),  für 

6* 
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dessen  anderes  Paar  sie  —  1  und  —  1  sind?  Wie  lautet  die  Gleichung 
der  durch  diesen  Wurf  bestimmten  Involution?  Welches  Punktepaar 
trennt  jedes  der  beiden  gegebenen  harmonisch? 

2.  Man  bestimme  die  Involution,  bei  der  die  Fundamentalpunkte 
des  Koordinatensystems  konjugiert,  der  Einheitspunkt  aber  ein  Doppel- 
punkt ist. 

87.  [Büsohel  von  PnnktepAaren.]  Wir  können  endlich 
noch  auf  einem  andern  Wege  zur  Involution  gelangen.     Sind 

(45)  f(Xj  x)  =  a^iX^^  +  2a^^x^x^  +  a^x^^  =  0 

(46)  g{Xy  x)  =  feil  a;i*  +  2  \^  x^x^  +  \^  x^  =  0 

mit  reellen  a,-^  und  \^  die  Gleichungen  zweier  nicht  miteinander 
identischen  Punktepaare,  aber  nicht  alle  a^^  =  0  und  nicht  alle  6,^  =  0, 
sodaß  jedes  der  beiden  Paare  höchstens  in  einen  Doppelpunkt  ent- 
artet, so  stellt  auch  die  Gleichung 

(47)  f{x,x)--Xgix,x)^^ 

far  jeden  Wert  von  X  ein  Punktepaar  dar  und  zwar  auch  für  ima- 
ginäre Werte  von  A  (nur  ist  das  Punktepaar  dann  weder  reell  noch 
aggregiert  imaginär).  Gibt  man  dem  „Parameter'^  X  alle  möglichen 
reellen  und  imaginären  Werte,  so  nennt  man  die  dadurch  erzielte 
Gesamtheit  von  Punktepaaren  ein  Büschel  von  Punktepaaren. 
Sind  nun  bei  irgend  einem  Wert  von  X    Y^Y'  die  beiden  durch 

(47)  dargestellten  Punkte,  ist  also 

(48)  f^kgz:i^{xy)(xy'), 
so  ist  nach  (19) 

«11  -  ^^11  ==  fiy%y%^ 

Eliminiert  man  A  und  (>  aus  diesen  Gleichungen,  so  folgt 


(49) 


yxVx  ViVt+y^Vx  y%y%  \ 
«82        -2ai8       «11 1  =  0. 

6„  ~  2\^  6n  I 


Diese  Gleichung  ist  aber  mit  (39a)   identisch,   und  wir  haben   das 
Resultat: 

Die  Punktepaare  des  Büschels  f-^Xg^Q  sind  nichts 
anderes  als  die  Punktepaare  der  durch  den  Wurf  /*=«  0,  ^r  =  0 
bestimmten  Involution. 
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Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  oder  die  entarteten 
Paare  des  Büschels  findet  man  also  aus  (49),  indem  man  y^y 
setzt,  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  mit  reellen  Koeffi- 
zienten. Man  kann  sie  aber  auch  ohne  Benutzung  dieser  Gleichung 
folgendermaßen  finden.  Ein  Doppelpunkt  muß  durch  (47)  mit  sich 
selbst  gepaart  sein;  fär  ihn  muß  also  das  Punktepaar  (47)  entarten, 
d.  h.  die  Determinante  von  (47) 

(50)  \  ^''  -  ^X''    ""^  ■"  ^J''  !  -  0 

sein.  Aus  dieser  quadratischen  Gleichung  für  A  erhält  man  zwei 
Werte  von  k  (die  auch  konjugiert  imaginär  sein  können),  und 
fftr  diese  Werte  liefert  Gleichung  (47)  die  beiden  entarteten 
Paare  des  Büschels. 

Da  die  beiden  Punktepaare  (45)  und  (46)   durch  die   sich  aus 

(50)  und  (47)  ergebenden  Doppelpunkte  harmonisch  getrennt  werden, 
so  ist  hiermit  auch  die  Aufgabe  gelöst,  zu  zwei  durch  ihre  Glei- 
chungen gegebenen  Punktepaaren  ein  drittes  zu  finden,  das 
beide  harmonisch  trennt,  und  es  ist  direkt  gezeigt,  daß  es  stets 
ein  und  nur  ein  solches  gibt,  was  natürlich  auch  daraus  folgt,  daß 
eine  Involution  durch  zwei  Punktepaare  bestimmt  ist.  Aus  unserer 
Betrachtung  folgt  aber  auch  unmittelbar  die  Lösung  der  Aufgabe, 
bei  zwei  gegebenen  Involutionen  die  eventuell  in  beiden 
konjugierten  Punkte  zu  bestimmen.  Denn  zwei  solche  müssen 
die  Doppelpunkte  der  ersten  und  die  der  zweiten  Involution  zu- 
gleich harmonisch  trennen;  es  müssen  also  die  durch  (50)  und  (47) 
bestimmten  Punkte  sein,  wenn  (45)  und  (46)  die  Gleichungen  der 
Doppelpunkte  der  beiden  gegebenen  Involutionen  sind.  Demnach 
haben  zwei  verschiedene  Involutionen  stets  ein  und  nur  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  gemein. 

Sind  die  beiden  Punktepaare  (45)  und  (46)  miteinander  iden- 
tisch, ist  also 

(51)  f{x,x)^xg(x,x), 

wo  X  eine  Konstante  bedeutet,  so  werden  die  Gleichungen  (49),  (50) 
illusorisch,  und  Gleichung  (47)  gibt  für  jeden  Wert  von  X  (+x)  das 
Punktepaar  fix,  o;)  =»  0,  für  Jl  =  x  aber  alle  Punkte  der  Punktreihe. 
Mit  Bücksicht  auf  eine  spätere  Anwendung  wollen  wir  auch  diesen 
Entartungsfall  des  Büschels  von  Punktepaaren  zu  den  Involutionen 
rechnen  und  als  identische  Involution  bezeichnen. 

Als  Übungsaufgabe  1.  wende  man  diese  Theorie  auf  das  durch 
die  beiden  Paare  Xj^  —  2x^x^  =  0,  x^^  —  ix^x^  +  Sx^'^  =  0  bestimmte 
Büschel  an. 
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2.  Die  Involution  (47)  ist  elliptisch  oder  hyperbolisch, 
je  nachdem 

A  =  4 (a,b,)  (a,&,)  -  (a,,h^  -  a,^b,,y  ^  0, 

parabolisch  oder  identisch  für  A  =  0,  je  nachdem  nicht  alle 
oder  alle 

gleich  Null  sind. 

3.  Zwei  durch  ihre  Gleichungen 

2<^ik^i^k  ™  0    ^^^      2^ik^i^k  ==  ö 
gegebene  Punktepaare  trennen  einander  dann  und  nur  dann 
harmonisch,  wenn 

88.  [Afflne  Klassifikation  der  Pnnktepaare  nnd  ihrer 
Involutionen.]  Bisher  haben  wir  uns  in  diesem  Kapitel  aus- 
schließlich mit  projektiven  Eigenschaften  eines  Punktepaares  und 
seiner  Involution  befaßt  und  daher  unter  x^ ,  x^  ganz  beliebige  homo- 
gene Koordinaten  verstanden.  Wenn  wir  nunmehr  zur  affinen 
Qeometrie  übergehen,  also  die  parallelmetrischen  Beziehungen 
hinzunehmen,  so  ist  es  nach  Artikel  28  naturgemäß,  Hesse  sehe 
Koordinaten  x^t  zu.  benutzen,  sodaß  ^ »  0  die  Gleichung  des  uneigent- 
lichen Punktes  ist.  Alles  bisherige  bleibt  also  —  um  jedem  Miß- 
verständnis zu  begegnen  —  unverändert  bestehen,  wenn  die  dort 
benutzten  Koordinaten  x^,x^  ebenfalls  Hessesche  sind,  das  Folgende 
aber  würde  sich  erheblich  schwerfälliger  gestalten,  wenn  wir  unter 
Vermeidung  der  durch  die  Sache  gebotenen  Hess  eschen  beliebige 
Koordinaten  benutzen  wollten. 

Die  Gleichung  des  Punktepaares  AB  lautet  also  jetzt,  wenn  wir 
noch  f(x,  t\x,t)  statt  f(x,  x)  schreiben, 

(52)  fix,  t\x,t)^  a^^x^  +  2a^^xt  +  a„t^  -  0, 

die  der  zugehörigen  Involution 

(52a)        f(x,  t !  x%  0  =  «11^^'  +  «12 («^'  +  ^'0  +  ö^M^^'  =  0, 

und  a^,  a^;  b^,  h^  sollen  fortan  die  Hesseschen  Koordinaten,  a=^  a^x  o^, 

&  =  &i :  &2  also  die  Abszissen  von  A  und  B  bedeuten.    Entsprechend 

bei  allen  Punkten. 

Wül  man  die  projektive  Einteilung  der  Punktepaare  (s.  Art.  32) 
parallelmetrisch,  d.  h.  unter  Auszeichnung  des  uneigentlichen 
Punktes  zu  der  affinen  Einteilung  ergänzen,  so  kann  nur  die 
Frage  in  Betracht  kommen,  ob  der  uneigentliche  Punkt  dem  Punkte- 
paar angehört,  d.  h.  ob  (52)  durch  a;  =(=  0,  ^  =  0  erfüllt  wird,  oder 
nicht.     Der   eine   oder   andere   Fall    tritt   ein,    je  nachdem  o^^  « 0 
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oder  +  0,  oder  (unter  Anwendung  des  Begriffes  „Verschwindungsgrad" 
(s.  Artikel  32)  auf  eine  einzelne  Zahl)  je  nachdem  v(a^j)  =»  1  oder 
-  0  ist. 

Für  -4.  >  0,  d.  h.  beim  imaginären  Punktepaar,  kann  a^  nicht 
Null  sein.     Hier  gibt  es  also  keine  parallelmetrische  Unterscheidung. 

Für  Ä  <,  0,  d.  h.  beim  reellen  nicht  entarteten  Punktepaar, 
müssen  wir  das  eigentliche  reelle  nicht  entartete  Punktepaar 
(^1  +  0),  bei  dem  beide  Punkte  eigentlich  sind,  vom  eigentlich- 
uneigentlichen  (a^i  »  0),  bei  dem  ein  Punkt  eigentlich,  der  andere 
uneigentlich  ist,  unterscheiden.  Ebenso  unterscheiden  wir  für  J.  «  0, 
c4i  +  a„  +  0  döJi  eigentlichen  Doppelpunkt  («ii  =f=  0)  vom  un- 
eigentlichen (%!  =  0). 

Fügen  wir  diese  Unterscheidungen  der  Tabelle  des  Artikel  32 
durch  Einfuhrung  zweier  Zeilen  noch  hinzu,  deren  jede  das  im  Ver- 
halten zum  uneigentlichen  Punkt  Zusammengehörige  enthält,  wie  jede 
Kolonne  das  projektiv  Zusammengehörige  vereint,  so  erhalten  wir  für 
die  gesamte  Einteilung  der  Punktepaare  folgende  Tabelle:        » 


Tabelle 
für 


*a 


=  Ä 


(Hesse sehe  Koordinaten). 


v{A)^ 

0 

1 

2 

.(^)- 

2 

0 

(1) 

(0) 

1 

\.             Das 

X^^Pnnktepaar 

_          \  ist  »-> 
Derun-   Nv 

eig.PunktX 

gehört  dem     n. 

Punktepaar  J     \. 

nicht  ( 
imaginär 

mtartet 
reeU 

reeller 
Doppelpunkt 

aUe  Punkte 

der 
Punktreihe 

0 

nicht  an 

Imaginärem 
Punktepaar 

Reelles 
eigentliches 
Punktepaar 

Eigentlicher 
Doppelpunkt 

— 

1 

an 

— 

Reelles 

eigentlich- 

uneigenü. 

Punktepaar 

üneigent- 

licher 

Doppelpunkt 

Alle  Punkte 

der 
Punktreihe 
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Die  AufstelluBg  dieser  Tabelle  wäre  angesichts  der  Einfachheit 
der  behandelten  Frage  fürwahr  ein  Schuß  mit  £[anonen  auf  Sperlinge^ 
wenn  sie  uns  nicht  wieder  blos  als  Vorbild  und  Vorbereitung  für  die 
analoge  Behandlung  ähnlicher,  aber  sehr  yiel  komplizierterer  Unter- 
scheidungen in  der  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  dienen 
sollte. 

Da  durch  das  Punktepaar  seine  Involution  und  umgekehrt  jenes 
durch  diese  eindeutig  bestimmt  ist,  so  erhalten  wir  durch  die  vor- 
stehend eingeführten  Unterscheidungen  beim  reellen  Punktepaar 
und  beim  Doppelpunkt  auch  bei  der  hyperbolischen  und  bei 
der  parabolischen  Involution  noch  je  eine  Unterscheidung.  Die 
hyperbolische  Involution,  deren  einer  Doppelpunkt  uneigentlich  ist, 
nennen  wir  aus  bald  erkennbarem  Grunde  eine  gleichseitig 
hyperbolische  oder  symmetrische,  die  parabolische  Involution 
mit  uneigentlichem  Doppelpunkt  die  absolute  Involution  in  der 
eigentlichen  Punktreihe,  weil  sie  schon  durch  ihren  Namen  völlig 
bestim9it  ist,  während  es  oo^  gleichseitig  hyperbolische,  oo*  para- 
bolische u.  s.  w.  Involutionen  gibt. 

Entkleiden  wir  nun  die  Kriterien  wieder  von  den  in  Artikel  32 
eingeführten  Begriffen  „Verschwindungsgrad^'  und  „Signatur'',  so  lautet 
die  für  den  praktischen  Gebrauch  bequemste  Zusammenstellung  der 
einzelnen  Fälle  des  Punktepaares  und  seiner  Involution  nebst  ihren 
Erkennungsmerkmalen  folgendermaßen : 


Kriterium 


Pnnktepaar 


Involution 


A>0 

imaginär 

elliptisch 

A  +  O 

A<:o 

«i.+O 
«..=0 

reell 

nicht 

entartet 

eigentlich 

hyper- 
bolisch 

ungleichseitig 

eigentlich- 
uneigentlich 

gleichseitig 

«11 +«11 
+  0 

«11+0 

Doppel- 
punkt 

eigentlich 

para- 
bolisch 

nicht  absolut 

A^O 

«,.=0 

uneigentlich 

absolut 

«»1I+« 

•«  =  0 

alle  I 

PU] 

^mkte  der 
iktreihe 

unl 

)e8timmt 

Als  Übungsaufgabe  beweise   man:    Ist  f(Xy  t\x,t)=^0   ein 
eigentliches  reelles  nicht  entartetes  Punktepaar,  so  ist  ein 
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beliebiger  Punkt  x:t  ein  innerer  oder  äußerer  Punkt  des 
Paares  (s.  Art.  28),  je  nachdem 

89.  [MittelpiiBkt.  ParaUelmetrisohe  Sfttie  über  har- 
mOBloohe  Paare.]  Wir  bezeichnen  femer  als  Mittelpunkt  (M) 
einer  (reellen)  Involution  und  zugleich  als  Mittelpunkt  ihres 
Ordnungspaares  den  mit  dem  uneigentlichen  Punkt  inyolu- 
torisch  gepaarten  Punkt,  der  stets  reell  ist.  Nach  der  Involu- 
tionsgleichung  ist  der  dem  uneigentlichen  Punkt  a?'  =  1 ,  f  =  0  polare 
Mittelpunkt  durch  die  Gleichung 

(53)  a^iX  +  a^^t=^0 
oder  durch  das  Eoordinatenyerhaltnis 

(54)  a: :  ^  =  —  ai2  :  «n, 
d.  h.  nach  (19)  durch 

(55)  ^:^=i(S+r;)-i(«+*) 

gegeben.  Die  Abszisse  des  Mittelpunktes  ist  also  das  aritK< 
metische  Mittel  der  Abszissen  des  Ordnungspaares.  Sie  ist 
daher  für  ein  aggregiert  imaginäres  Punktepaar  gleich  dem  reellen  Teil 
der  Abszissen  beider  Punkte. 

Der  Mittelpunkt  ist  nach  (54)  unbestimmt  nur  fttr  «u  ^«ij  =^; 
d.  h.  fiir  die  absolute  Involution  bezw.  für  den  uneigentlichen 
Doppelpunkt. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  uneigentliche  Punkt  für  a^i  =  0, 
a^  +  O,  d.  h.  für  die  gleichseitig  hyperbolische  Involution, 
bezw.  für  das  eigentlich-uneigentliche  Punktepaar. 

In  allen  andern  Fällen  ist  der  Mittelpunkt  ein  bestimmter 
eigentlicher  reeller  Punkt. 

Es  liegt  deshalb  nahe^  ihn  in  allen  diesen  Fällen  (a^^  «f  0)  als 
Nullpunkt  des  Hesseschen  Koordinatensystems  zu  wählen.  Da 
aber  dann  die  beiden  Fundamentalpunkte  des  Systems  konjugierte 
Punkte  der  Involution  sind,  so  erhalt  nach  (24)  die  Gleichung  des 
Punktepaares  die  Form 

(56)  a,,a;«  +  a„/»  =  0, 

oder  in  Abszissen 

(56  a)  X*  =-  k, 

wo  k  =  —  a^:  a^^  eine  reelle  Eonstante  ist,  deren  absoluter  Betrag, 
falls  a,i  +  0,  durch  Wahl  des  Einheitspunktes  noch  gleich  Eins  ge- 
macht werden  kann.    Wir  nennen  (56)  und  (56a)  die  Mittelpunkts- 
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gleichiing  des  Punktepaares.  Die  zugehörige  Inyolutionsgleichung 
lautet  in  Abszissen 

(57)  xx'=k, 

wobei  k  auch  als  Potenz  der  Involution  bezeichnet  wird.  Da  die 
Determinante  der  Gleichung  (56  a)  =  —  /c  ist,  so  ist  also  ä:  <  0,  >  0, 
=  0^  je  nachdem  das  Punktepaar  imaginär,  eigentlich  reell 
oder  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  ist,  was  man  natürlich  auch 
aus  (56  a)  direkt  ersieht. 

Für  Jc>0  halbiert  der  Mittelpunkt  (^«0)  die  Strecke 
des  Punktepaares  (a;  =  +|/Ä;  x  ^  —Yk)>  und  daher  rührt  sein 
Name  (Fig.  18). 

4  M  B 

x=-y7l         x=o         Ic^TvT 

Fig.  18. 

Für  Ä  =  0  fällt  der  Mittelpunkt  mit  dem  in  einen  Doppel- 
punkt entarteten  Punktepaar  (a?  =«  0)  zusammen. 

Nach  dem  Zusammenhang  zwischen  Involution  und  harmonischer 
Trennung  (s.  Art.  34)  folgt  aus  den  letzten  Sätzen  noch: 

Ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres  Punktepaar  bil- 
det mit  seinem  Mittelpunkt  und  dem  uneigentlichen  Punkt 
stets  einen  harmonischen  Wurf. 

Enthält  ein  harmonischer  Wurf  den  Mittelpunkt  des 
einen  reellen  oder  aggregiert  imaginären  Paares,  so  enthält 
er  auch  den  uneigentlichen  Punkt  und  umgekehrt. 

Wie  wir  in  (56),  bezw.  (56  a)  und  (57)  eine  besonders  einfache 
Gleichungsform  für  die  Punktepaare  mit  bestimmtem  eigentlichen 
Mittelpunkt  imd  ihre  Involutionen  aufgestellt  haben,  so  soll  das 
Entsprechende  auch  noch  für  die  beiden  FäUe  geschehen,  in  denen 
der  Mittelpunkt  uneigentlich  oder  imbestimmt  ist. 

Bei  dem  eigentlich -uneigentlichen  Punktepaar  werden  wir 
den  eigentlichen  Punkt  als  Nullpunkt  wählen,  also  die  Gleichung  er- 
halten 

(58)  xt  -  0, 

für  die  zugehörige  gleichseitig  hyperbolische  Involution  also 
die  Gleichung 

(59)  xt'+xt^O 
oder  in  Abszissen 

(69a)  x-^x^O, 

Sie  besagt,  daß  je  zwei  konjugierte  Punkte  eiüer  gleichseitig 
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hyperbolischen  oder  symmetrischen  Involution  in  bezug  auf 
den  eigentlichen  Doppelpunkt  symmetrisch  liegen.  Hierdurch 
werden  die  beiden  Namen  dieser  Involutionsart  erklärt  (Fig.  19). 


rig.  19. 


Der  uneigentliche  Doppelpunkt  endlich  hat  stets  die  Gleichung 

(60)  ^  =  0, 

die   zugehörige  absolute  Involution  also  die  Gleichung 

(61)  «'=0, 

die  beide  nur  in  homogenen  Koordinaten  geschrieben  werden  können. 
Die  Gleichungen 

(x^  +  ^»  =  0 
•     x^  -t^  +  Q 

(AF.N.)  - 


x' 

\ 

=  0 

xi 

=  0 

^ 

=  0 

nennen    wir    die    affinen    Normalformen    der    Gleichung    des 
Punktepaares. 

Übungsaufgaben:  1.  Die  Gleichimg  x^x^' —  x^x^' ^^  0  stellt 
in  beliebigen  homogenen  Koordinaten  eine  hyperbolische  Involution 
dar,  bei  der  Nullpunkt  und  Unendlichkeitspunkt  polar  sind.  Man 
zeige,  daß  die  Involution  gleichseitig  ist,  wenn  der  Einheitspunkt 
a)  die  Strecke  der  Fundamentalpunkte  halbiert,  b)  uneigentlich  ist. 

2.  Da  für  die  affine  Geometrie  in  der  Punktreihe  nach  Artikel  28 
auch  AV-Koordinaten  oder  baryzentrische  naturgemäß  sind,  so  führe 
man  die  Betrachtungen  von  Artikel  38,  39  unter  Benutzung  von  solchen 
Koordinaten  durch. 

3.  Man  beweise,  daß  das  Quadrat  des  Streckenverhältnisses  des 
in  Hess  eschen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  f{x,t\  x,t)=^0  ge- 

gebenen  Punktepaares  zur  Einheitsstrecke  den  Wert j  hat. 

4.  Man  zeige,  daß  bei  der  Definition  der  Involution  nach  Art.  37 
und  bei  Benutzung  Hessescher  Koordinaten  die  Bedingung  a^j  :  a^ 
=  &11  ••  ^12  notwendig  und  hinreichend  dafiir  ist,  daß  die  Involution 
gleichseitig  hyperbolisch  sei. 
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40.  [Einleitende  Bemerkungen  über  die  Oeometrie  im 
eigentlichen  Bflsohel.]  Wenn  wir  uns  nunmehr  zu  der  Geometrie 
in  den  eigentlichen  Büscheln  wenden,  so  gilt  alles ,  was  wir  hier  zu 
sagen  haben,  ausnahmslos  ebensowohl  vom  Strahl-  wie  vom  Ebenen- 
büschel, obwohl  das  erstere  zwei  Träger,  seinen  Mittelpunkt  und 
seine  Ebene,  das  letztere  aber  nur  einen *Träger,  seine  Achse,  hat. 
Wir  werden  deshalb  meist  nur  von  einem  der  beiden  reden  und  wählen 
der  Einfachheit  der  Zeichnung  halber  das  Strahlbüschel. 

Der  Name  Strahlbüschel  erinnert  an  die  von  einer  Lichtquelle 
ausgehenden  Lichtstrahlen.  Er  könnte  deshalb  die  Meinung  erwecken, 
als  sollten  bei  jedem  Strahl  die  beiden  vom  Mittelpunkt  ausgehenden 
Ualbstrahlen  oder  die  beiden  entgegengesetzten  Richtungssinne 
unterschieden  werden.  Wir  wollen  deshalb  ausdrücklich  bemerken, 
daß  das  nicht  der  Fall  sein,  daß  jeder  Strahl  vielmehr  nur  als 
die  in  ihrem  uneigentlichen  Punkt  geschlossene  Grerade  aufgefaßt 
werden  soll,  die  uns  —  ebenso  wie  ein  Punkt  der  Punktreihe  —  ein 
in  sich  totes,  d.  h.  nicht  durch  eine  von  ihr  getragene  Punktreihe 
oder  auch  nur  von  einem  Richtungssinn  (zu  dessen  Bestimmung  ja 
Punkte  auf  den  Strahlen  erforderlich  wären)  belebtes  Element  des 
Büschels  ist.     Entsprechendes  soU  vom  Ebenenbüschel  gelten.^) 

Da  im  eigentlichen  Büschel  uneigentliche  Elemente,  oder,  was 
dasselbe  ist,  Parallelitäten  nicht  auftreten,  so  konnten  wir  schon  in 
Artikel  10  der  Einleitung  Sf^en,  daß  in  diesen  Gebilden  nur  pro- 
jektive und  äquiforme  Geometrie  zu  unterscheiden  sind. 

Zunächst  befassen  wir  uns  wieder  ausschließlich  mit  der  pro- 
jektiven Geometrie  und  haben  also  zur  Erlangung  eines  projektiven 

1)  Ein  rotierendes  Büschelelement  ist  daher  schon  nach  einer  Drehung 
um  180^  —  nicht  erst  nach  einer  solchen  um  360^  —  in  seine  Anfangslage 
zurückgekehrt  (falls  wir  hier  außerhalb  des  Textes  einmal  von  einer 
Drehung  um  eine  Anzahl  Grade  sprechen  dürfen,  ohne  diesen  Begriff  er- 
kläi't  zu  haben). 
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Koordinatensystems    eine    charakteristische    absolnte    Invariante    der 
Omppe  aller  projektiven  Transformationen  des  Büschels  aufzusuchen. 

41.  [Das  DV  eine  charakteristische  absolnte  Invariante 
der  projektiven  Chmppe.]  Mit  Hilfe  des  Satzes  aus  Artikel  19 
können  wir  das  DV  eines  Wurfes  in  jedem  Grundgebilde 
L  Stufe  definieren.  Der  Beweis  in  Art.  19  bleibt  nämlich  imver- 
ändert  bestehen,  wenn  an  Stelle  des  dort  benutzten  Strahlbüschels 
abcd  ...  ein  Ebenenbüschel  aßyd  .  .  .  tritt,  und  er  gilt  auch  für 
den  Fall,  daß  jenes  Strahl-  oder  dieses  Ebenenbüschel  ein  Parallel- 
büschel ist.  Ist  also  abcd  bezw.  aßyd  irgend  ein  reeller  Wurf 
aus  einem  beliebigen  eigentlichen  oder  Parallel-Strahl-  bezw.  Ebenen- 
büschel, so  hat  das  DV  (ÄBGD)  des  entsprechenden  Wurfes 
jeder  mit  dem  Büschel  Perspektiven  Punktreihe  nach  Art.  19  stets 
denselben  Wert.  Diesen  Wert  definieren  wir  deshalb  als  den 
Wert  des  DV 

(abcd)  bezw.  (aßyd). 

Hiemach  gilt  der  Satz  „Die  DVe  entsprechender  reeller 
Würfe  je  zweier  perspektiver  Qrundgebilde  I.  Stufe  sind 
einander  gleich"  immer,  solange  wir  die  uneigentliche  Punktreihe 
und  das  uneigentliche  Strahlbüschel  ausschließen.  Um  ihn  allgemein 
gültig  zu  machen,  definieren  wir  endlich  noch  das  DV  des  reellen 
Wurfes  einer  uneigentlichen  Punktreihe,  bezw.  eines  uneigentlichen 
Strahlbüschels  durch  den  übereinstimmenden  Wert  der  DVe  der 
entsprechenden  Würfe  aller  mit  jenem  uneigentlichen  Gebilde  Per- 
spektiven eigentlichen  Ghnindgebilde.^) 

Das  DV  eines  Wurfes  von  vier  reellen  Elementen  ist  hiemach  nicht 
nur  für  samtliche  Grundgebilde  I.  Stufe  definiert,  sondern  gleichzeitig 
auch  als  absolute  Invariante  der  projektiven  Gruppe  erkannt. 

Es  ist  aber  auch  eine  charakteristische  absolute  Invariante. 
Denn  welcher  Art  und  wie  gelegen  auch  zwei  Grundgebilde  sein 
mögen,  die  einander  elementenweise  ein-eindeutig  so  zugeordnet  sind, 
daß  die  DVe  entsprechender  reeller  Würfe  einander  gleich  sind:  man 
kann  durch  geeignetes  Projizieren  und  Schneiden  stets  zu  zwei  eigent- 
lichen Punktreihen  in  derselben  Ebene  übergehen,  und  dann  den  Beweis 
aus  Art.  20  folgen  lassen,  wonach  diese  Punktreihen  zu  derselben  dritten 
perspektiv,  die  beiden  ursprünglichen  Gebilde  also  projektiv  sind. 

1)  Daß  die  DVe  je  zweier  Strahlen-  bezw.  Ebenen  würfe,  bei  denen  je 
zwei  entsprechende  Elemente  einander  parallel  sind,  in  der  Tat  denselben  Wert 
haben,  ergibt  sich  ans  der  hier  vorausgesetzten  Möglichkeit,  die  beiden  Würfe 
so  zur  Deckung  zu  bringen,  daß  jedes  Element  mit  seinem  entsprechenden  zu- 
sammenftUt. 
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Das  DV  eines  reellen  Wurfs  ist  somit  in  jedem  Grund- 
gebilde I.  Stufe  eine  charakteristische  absolute  Invariante 
der  projektiven  Gruppe. 

[Das  DVvon  vier  reellen  Strahlen  a,  6,  c,  d  oder  Ebenen  a,  /J,  y,  d 
eines  Büschels  (abgesehen  vom  uneigentlichen  Strahlbüschel)  kann 
man  im  Interesse  der  Anschaulichkeit  nach  Art.  19  Gl.  (26)  auch  ohne 
Zuhilfenahme  einer  Punktreihe  als  das  Verhältnis  der  Verhältnisse  paar- 
weise paralleler  Strecken  auffassen^  z.  B.  der  Lote^  die  von  beliebigem 
Punkt  von  a  (oder  a)  und  «beliebigem  Punkt  von  b  (oder  ß)  auf  c 
und  d  (oder  y  xmd  d)  gefällt  werden  (s.  auch  Fig.  20),  wobei  die 
dort  angegebene  Festsetzung  für  das  Vorzeichen  des  Verhältnisses 
zweier  parallelen  Strecken  zu  beachten  ist.  Jedes  dieser  Lotverhält- 
nisse selbst^  z.  B.  das  der  von  einem  Punkt  von  a  auf  c  und  d 
gefällten  Lote^  hat  aber  kein  in  natürlicher  Weise  festzusetzen- 
des Vorzeichen.  Wir  wollen  deshalb  davon  absehen,  für  dieses  Lot- 
verhältnis —  so  nahe  dies  sonst  läge  —  den  Namen  „Abstands  Verhältnis  des 
Strahles  a  in  bezug  auf  c  und  d"  und  damit  das  AV  auch  im  Büschel 
einzuführen.  Auch  ist  zu  bemerken,  daß  wir  bei  dieser  Erklärung 
des  DV  im  Büschel  uns  der  Orthogonalität  oder  mindestens  der 
Parallelität,  also  einer  nicht  projektiven  Beziehung  bedienen 
würden.  Zwar  ist  bei  unserem  Wege  das  DV  auch  in  der  Punkt- 
reihe (Art.  18)  nicht  projektiv  eingeführt  worden;  haben  wir  aber 
dieses  erst,  so  kann  das  DV  im  Büschel  auf  dem  obigen  rein  projek- 
tiven Wege  gewonnen  werden.] 

Nach  dem  letzten  Satze  können  wir  nun  wie  in  Artikel  19,  20 


Jede  allein  auf  die  Werte  von  DVen  zurückführbare  Be- 
ziehung zwischen  reellen  Elementen  eines  Büschels,  deren 
Begriff  keines  seiner  Elemente  auszeichnet,  ist  projektiv. 

Umgekehrt:  Jede  projektive  Beziehung  zwischen  reellen 
Elementen  eines  Büschels  ist  lediglich  auf  Beziehungen, 
die  durch  die  Werte  von  DVen  auszudrücken  sind,  zurück- 
führbar. 

42.  [DV-Koordinaten  und  projektive  Oeometrie  In  Jedem 
Orundgebilde  I.  Stnfe.]  Sind  nun  a,  b,  e  (Fig.  20)  irgend  drei 
feste  reelle  Strahlen  im  Büschel  (oder  feste  Elemente  in  irgend  einem 
Grrundgebilde  I.  Stufe),  u  irgend  ein  reeller  Strahl  (Element)  desselben, 
so  setzen  wir 
(1)  Ml :  Wj  =  (ueab) 

und    nennen    u^,  u^    homogene    DV-Koordinaten    des    Strahls 
(Elementes)  u  im  System  mit  a,  i,  e  als  0-,  oo-,  1-Element. 
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[Speziell   beim  Büschel   können  wir   gleichwertig  mit  (1)  nach 
vorigem  Artikel  auch  setzen 

(2)  P«x  =  ^,    P«,-  ^, 

WO  PifPi  die  von  beliebigem  Punkte  von  u,  ebenso  f^,  «g  die  von  be- 
liebigem Punkte  von  e  auf  a  und  b  gefällten  Lote  sind  und  e^,  €^ 
noch  mit  beliebigem  Vorzeichen,  z.  B.  beide  positiv,  genommen  werden 
können,  wodurch  dann  Pi,  p^  bestimmte  Vorzeichen  erhalten.  Diese 
Koordinatenerklärung  ist  aber  wieder  keine  projektive.] 
Als  Übungsaufgabe  leite  man  die  Formeln  ab 

(o^\  lQU^  =  {ueaf) 

^'""^  Uu^^iuebf), 

wo  f  ein  beliebiges  Element  des  Büschels  ist.    Diese  Erklärung  der 

einzelnen  Koordinaten  ist  projektiv. 

Daß  in  der  Tat  nach  (1) 
jedem  Element  u  ein  be- 
stimmtes Verhältnis  u^  :  w, 
entspricht  und  umgekehrt, 
und  daß  a,  6,  e  bezw.  die 
Koordinaten  0,  1 ;  1,0;  1,1 
haben,  folgt  unmittelbar  aus 
der  Definition  des  DV  im 
vorigen  Artikel.  Sind  näm- 
lich Ä,  S,  E,  U  die  den  Ele- 
menten a,&,e,u  entsprechenden 

Punkte  einer  beliebigen  mit  Fig.  20. 

dem  Gebilde,  dem  a,  b,  e,  u 

angehören,  Perspektiven  oder  doch  projektiven  Punktreihe  und  wählt 
man  J.,  B,  E  als  0-,  00-,  I-Punkt  eines  Koordinatensystems  in 
dieser  Punktreihe,  so  ist  nach  vorigem  Artikel 

(3)  (ueab)  =  (UEÄB). 

Also  hat  jedes  reelle  Element  des  betrachteten  Gebildes 
I.  Stufe  dieselben  Koordinaten  wie  sein  entsprechender 
Punkt  in  jener  Punktreihe.  Durchläuft  u^  :  u^  stetig  die  ganze 
reelle  Zahlenreihe,  so  durchläuft  nach  Artikel  21  U  stetig  die  ganze 
reelle  Punktreihe,  und  es  bewegt  sich  dann  auch  u  einmal  stetig 
durch  das  ganze  Gebilde  ^)  und  umgekehrt.  —  Durch  die  Reihenfolge 
a,  e,  b  der  Bestimmungselemente  des  Koordinatensystems  wird  auch 
im  Büschel  ein  bestimmter  Sinn  als  positiv  ausgezeichnet. 


1)  Daß  dies  der  Fall  ist,  müssen  wir  wieder  als  Axiom  annehmen.     Vgl. 
Enriques  a.  a.  0.  S.  25.  V. 
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Den  imaginären  Punkten  u  der  Punktreihe  entsprechen  imaginäre 
Koordinatenyerhältnisse.  Eben  diesen  lassen  wir  nun  auch  wieder 
imaginäre  Büschelelemente  zugehören  und  betrachten  jedes  ima- 
ginäre Büschelelement  als  demjenigen  imaginären  Punkt  der  Punkt- 
reihe projektiv  zugeordnet^  der  dieselben  Koordinaten  hat.  Alsdann 
kann  in  dem  letzten  Satze  oben  und  in  den  zwei  Sätzen  am  Schluß 
des  vorigen  Artikels  der  Zusatz  ,^eell^^  fortfallen. 

Nunmehr  können  wir  jede  zwischen  DV- Koordinaten  der  Punkte 
einer  Punktreihe  aufgestellte  analytische  Beziehung  als  eine  solche 
zwischen  DY- Koordinaten  der  Elemente  irgend  eines  Gebildes  I.  Stufe 
auffassen  und  sie  geometrisch  deuten,  indem  wir  von  der  entsprechen- 
den Figur  in  der  Punktreihe  durch  Projizieren  und  Schneiden  zu  einer 
Figur  in  jenem  Gebilde  übergehen.  Da  ferner  die  gesamte  projektive 
Geometrie  in  der  Punktreihe  (s.  Artikel  20)  lediglich  auf  die  durch 
die  Werte  von  DVen  auszudrückenden  Beziehungen  zurückführbar  ist, 
so  überträgt  sie  sich  vollständig  auf  jedes  Gebilde  I.  Stufe;  und 
die  projektive  Geometrie  in  diesem  wird  dabei  erschöpft,  da  auch 
sie  nach  Artikel  41  lediglich  auf  die  durch  die  Werte  von  DVen 
ausdrückbaren  Beziehungen  zwischen  ihren  Elementen  zurückföhrbar 
ist.  Die  projektive  Geometrie  ist  also  für  alle  Grundgebilde 
I.  Stufe  dieselbe  und  wird  aus  der  für  die  eigentliche  Punktreihe  auf- 
gestellten unmittelbar  abgelesen,  indem  statt  „Punktreihe^^  das  be- 
treffende „Gebilde"  (d.  h.  „Strahlbüschel",  „Ebenenbüschel",  „uneigent- 
liche Punktreihe",  usw.),  statt  „Punkt^*  „Element  des  betreffenden  Ge- 
bildes" (d.  h.  „Strahl",  „Ebene",  u.  s.  w.)  gesetzt  wird. 

Wir  verweisen  deshalb  für  die  projektive  Geometrie  in  einem 
beliebigen  Grundgebilde  I.  Stufe  einfach  auf 
Artikel  18  a)  bis  k), 
Artikel  21—27, 

die  erste  Kolonne  der  Tabelle  in  Artikel  29, 
Artikel  30—37. 

Wir  wollen  schließlich  noch  den  Begriff  des  Winkels  im  projek- 
tiven Sinne  definieren.  Haben  wir  irgend  zwei  Strahlen  a,  b  des  Büschels 

(Fig.  21),  so  teilen  sie  das  ganze  Büschel 
in  zwei  Teile,  deren  jeden  wir  einen 
Winkel  nennen.  (Genauer  noch  würden 
wir,  wenn  es  nicht  zu  schwerfällig  wäre, 
hier  „Strahlen-'^  oder  „Geradenwin- 
kel" sagen,  um  diesen  Begriff  von  dem 
erst  in  der  Ebene  zu  erklärenden  Halb- 
strahlenwinkelzu  unterscheiden.)  Diese 
beiden  Winkel  nennen  wir  Nebenwinkel 
Fig.  21.  voneinander.     (Ebenso  hätten  wir  die 
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beiden  Teile^  in  die  eine  Panktreihe  dnrch  zwei  ihrer  Punkte  zerlegt 
wird,  Nebenstrecken  yoneinander'*  nennen  können.)  Die  beiden 
Nebenwinkel  sind  an  sich  projektiv  nicht  nhterscheidbar.  Ist  aber, 
z.  B.  durch  ein  Koordinatensystem^  ein  bestimmter  Sinn  im  Büschel 
als  positiv  ausgezeichnet/ so  können  wir  sie  voneinander  unter- 
scheiden, indem  wir  etwa  unter  (ab)  [= -^  (»&)]  stets  den  Winkel 
verstehen,  der  überstrichen  wird,  wenn  a  sich  in  positivem  Sione 
in  die  Lage  von  b  bewegt,  unter  (ba)  also  seinen  Nebenwinkel. 

43.  [Aqniforme  Oeometrie  Im  elgentUohen  Bfischel.  Das 
absolute  Blementepaar.]  Beschränken  wir  uns  nun  wieder  auf 
das  eigentliche  Büschel,  so  folgt  bei  ihm  auf  die  projektive  Geo- 
metrie sogleich  die  äquiforme,  da  die  affine  mit  der  projefctveni 
identisch  ist  (s.  Artikel  10  d). 
Die  äquiforme  Geometrie  geht 
aber  als  Erweiterung  aus  der 
projektiven  hervor,  wenn  die 
Orthogonalität  ausgezeichnet 
wird  (s.  Art.  10  b).  Die  beiden 
einander  kongruenten  Neben- 
winkel eines  reellen  orthogo- 
nalenPaares  nennen  wir  rechte 
Winkel.  Dieser  Begriff  ge- 
hört also  erst  der  äquiformen 
Geometrie  an. 

Mit  dem  Begriff  des  rechten 
Winkels  tritt  auch  derjenige  des 
spitzen  und  des  stumpfen 
Winkels  auf.  Sind  nämlich 
a,  b  zwei  beliebige  reelle  nicht 
orthogonale  Strahlen,  und  ist 
a  JL  a  (Fig.  22),  so  enthalt  der  eine  der  beiden  Winkel  von  a,  b  nur 
Strahlen  des  einen  der  beiden  rechten  Winkel  von  a,  a,  ohne  diese 
jedoch  zu  erschöpfen,  d.  h.  er  ist  kleiner  als  dieser  Winkel,  wahrend 
der  andere  Winkel  von  a,  b  aus  entsprechenden  Gründen  größer  als 
der  andere  rechte  Winkel  von  a,  ä  ist.  Einen  Winkel  der  ersteren 
Art  nennt  man  spitz,  einen  der  letzteren  Art  stumpf.^) 


Pig.  M. 


1)  Qans  ähnlich,  wie  wir  eine  Strecke  durch  eine  andere  gemessen 
haben,'  können  wir  anoh  einen  Winkel  durch  einen  andern  messen. 
Während  wir  aber  bei  der  Pnnktreihe  keine  ausgezeichnete  Strecke  als  natür- 
liches Maß  hatten,  besitzen  wir  beim  Büschel  in  dem  yor  allen  andern  aus- 
geseichneten  rechten  Winkel  ein  solches  natürliches  Maß  xmd  können 
deshalb  die  Winkel  durch  ihn  messen,  indem  wir  ihn  etwa  zuerst  in  zwei,  dann 
in  vier  usw.  kongraente  Teile  zerlegen.    Wir  haben  es  aber  hier  nicht  nötig, 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  I.  7 
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Die  orthogonale  Paarung  im  Büschel,  durch  deren  Aaszeidmnng 
die  projektive  Geometrie  sich  zur  äquiformen  erweitert,  kann  nun 
durch  ein  bestimmtes  imaginäres  £lementepaar  repräsentiert  ^werden. 
Sind  a,bf  Cy  . ».  beliebige  reelle  Elemente  des  Büschels,  a,  b,  c,  . . . 
die  zu  ihnen  orthogonalen,  so  kann  man  die  ersteren  und  die  letzteren 
als  entsprechende  Elemente  zweier  konlokalen  Büschel  (u)  und  (ü)  an- 
sehen. Diese  Büschel  sind  aber  projektiv;  denn  durch  eine  Drehung 
des  einen  Büschels  (ü)  um  einen  rechten  Winkel  fallen  alle  Elemente 
ä,  b, . ..  mit  ihren  entsprech^den  a,  b, . . .  bezw.  zusamttien,  es  sind  also 
alle  DVe  zwischen  den  ä,h,  . . .  gleich  den  entsprechenden  zwischen 
den  a,  b, . . .  Da  aber  diese  projektive  Zuordnung  zwischen  (u)  und  (ü) 
zugleich  eine  solche  Paarung  aller  Elemente  des  Büschels  bewirkt,  daß 
nicht  nur  dem  Element  a  als  Element  von  (u)  ä  als  Element  von  (u), 
sondern  auch  dem  Element  ä  als  Element  von  (u)  a  als  Element 
von  (ü)  entspricht,  so  ist  die  projektive  Zuordnung  der  beiden  kon- 
lokalen Büschel  (u)  und  (ü)  nach  Artikel  27  und  33  eine  Involution, 
die  orthogonale  Paarung  im  Büschel  also  eine  involutorische. 
Wir  können  daher  fortan  auch  von  der  orthogonalen  Involution 
im  eigentlichen  Büschel  reden  und  sie,  die  durch  ihren  Namen  allein 
schon  völlig  bestimmt  ist,  auch  die  absolute  Involution  im  eigent- 
lichen Büschel  nennen.  Bei  einer  Involution  wird  aber  auch  jedem 
imaginären  Element  ein  bestimmtes  anderes  zugeordnet,  also  ist  der 
Begriff  der  Orthogonalität  jetzt  auch  auf  imaginäre  Ele- 
mente ausgedehnt. 

Die  orthogonale  Involution  ist  elliptisch,  da  zwei  voneinander 
verschiedene  reelle  orthogonale  Paare  einander  stets  trennen,  also 
einen  elliptischen  Wurf  bilden.^)  Die  Doppelelemente  sind  daher 
aggregiert  imaginär;  wir  bezeichnen  sie  durch  i^,  i^  und  nennen 
sie  das  absolute  Elementepaar  des  BfLschels.  Durch  dieses 
werden  alle  reellen  und  imaginären  orthogonalen  Paare 
harmonisch  getrennt  Von  jedem  der  beiden  absoluten  Elemente 
aber  muß  gesagt  werden,  daß  es  zu  sich  selbst  orthogonal  sei. 

Da  nun  durch  die  orthogonale  Paarung  das  absolute  Paar  und 
umgekehrt  jene  durch  dieses  bestimmt  ist,  so  können  wir  jetzt  überall 
da,  wo  beim  eigentlichen  Büschel  bisher  von  der  orthogonalen  Paarung 
die  Rede  war,  statt  dessen  äquivalent  vom  absoluten  Paar  sprechen. 
So  ergeben  sich  die  Aussagen: 

Eine  projektive  Transformation  des  eigentlichen  Bü- 
schels in  ein  ebensolches  ist  dann  und  nur  dann  äquiform, 

von  dieser  MesBong  Gebrauch  zu  machen.   Später  wird  sich  zeigen,  daß  man  jedem 
Winkel  sogar  eine  anbenannte  Zahl  zuordnen,  ihn  also  durch  diese  messen  kann. 
1)  Nach  Art.  88  sind  folglich  zwei  aggregiert  imaginäre  Elemente  nie- 
mals  orthogonal. 
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wenn  die  absoluten  Paare  beider  Büschel  einander  ent- 
sprechen (s.  Art.  9). 

Die  projektive  Geometrie  im  eigentlichen  Büschel  er- 
weitert sich  durch  Auszeichnung  des  absoluten  Paares  nm  die 
Orthogonalmetrik  zur  äquiformen  Geometrie  (s.  Art  10  b). 

Das  absolute  Paar  spielt  also  für  das  eigentliche  Büschel  eine 
ganz  analoge  Bolle  wie  der  uneigentliche  oder  absolute  Punkt  für 
die  eigentliche  Punktreihe.  Der  Unterschied  aber  zwischen  der  Geo- 
metrie in  der  eigentlichen  Punktreihe  und  derjenigen  im  eigentlichen 
Büschel  rührt  eben  daher,  daß  wir  in  der  eigentlichen  Punktreihe 
ein  einziges  reelles  natürlich  ausgezeichnetes  Element,  im  eigent- 
lichen Büschel  dagegen  zwei  aggregiert  imaginäre  natürlich 
ausgezeichnete  Elemente  haben. 

44.  [Das  BlchtimsfSTerhUtiiUi  (BV)  als  otaaraktorlstlsohe 
absolute  Invariante  der  Äquiformen  Oeometrie.]  Um  eine 
charakteristische  absolute  Invariante  der  äquiformen  Geometrie  im 
eigentlichen  Büschel  zu  finden^  liegt  es  nach  dem  Vorangehenden 
nahe,  das  DY  dadurch  zu  spezialisieren,  daß  für  das  eine  Paar  des 
Wurfes  das  absolute  Paar  genommen  wird.  In  der  Tat  könnten  wir 
zu  dem  angegebenen  Zweck,  wenn  a,  b  irgend  zwei  Elemente  sind, 
Ton  dem  DV 

(4)  [ah]^(abi,H) 

ausgehen.  Da  aber  zur  eindeutigen  Bestimmung  von  [ab]  hiemach 
eine  Unterscheidung  der  beiden  absoluten  Elemente  »j,  4,  also  die 
Fixierung  eines  Drehungssinnes  im  Büschel  erforderlich  wäre, 
außerdem  {a&},  wenn  a  und  b  beide 
reell  sind,  einen  imaginären  Wert 
hat,  so  ziehen  wir  vor,  einen  Wurf 
zu  betrachten,  dessen  eines  Paar 
orthogonal  ist. 

Sind  also  a,  &,  c  irgend  drei 
(reelle  oder  ims^näre)  Elemente 
und  ist  ä  J.  a,  so  setzen  wir 

(5)  (aäbc)  =  (a,  bc)  =  (bc,  a) 

und  nennen  dieses  DV  das  Rich- 
tungsverhältnis (RV)  der  Strah- 
len (Ebenen)  b  und  c  in  bezug 
auf  a  oder  von  a  in  bezug  auf 

b  \xnA  c.    [Schneidet  eine  zu  a  senkrechte  Gerade  die  Elemente  a,  6,  c 
in  den  Punkten  A,  B,  C  (Fig.  23),  so  ist  also 

(6)  (a,6o)«(^,B(7) 


Fig.  as. 
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d.  h.  das  RY  von  a  in  bezug  auf  b  nni  c  ist  gleich  dem 
AV  von  Ä  in  bezug  auf  B  und  C] 

Das  RY  ist  eine  absolute  Invariante  für  alle  äquiformen 
Transformationen.  Denn  da  das  RY  Spezialfall  eines  DY  und  die 
äquiforme  Transformation  eine  spezielle  projektive  ist;  so  ist 

(7)  (a,  bc)  =  (aäbc)  =  (a'a'6'O; 

wenn  bei  irgend  einer  äquiformen  Transformation  die  Elemente 
Qf  äf  by  c  bezw.  in  a'^  ä'^  b'y  c'  übergehen.  Da  aber  die  äquiforme 
Transformation  jedes  orthogonale  Paar  wieder  in  ein  solches  über- 
führty  so  ist;  wenn  a  JL  a,  auch  a±.  ä\  also 

(a'<l'6V)  =  (a',6'c') 
und  daher  nach  (7) 

(8)  (a,bc)^(a\yc') 

für  jede  äquiforme  Transformation. 

Das  RY  ist  aber  auch  eine  charakteristigehe  absolute  In- 
variante der  äquiformen  Gruppe.  Wir  zeigen  zunächst^  daß  eine 
Transformation;  die  jedes  Element  in  ein  gleichartiges  überführt  und 
alle  RYe  ungeändert  läßt;  auch  alle  DYe  ungeändert  läßt,  also  pro- 
jektiv ist.  Hierfür  wiederum  genügt  der  Nachweis ;  daß  jedes  DY 
mit  bestimmtem  Wert;  das  nicht  nach  (5.)  selbst  schon  ein  RY  ist, 
sich  rational  durch  RYe  mit  bestimmten  Werten  ausdrücken  läßt. 
Ist  nämlich  abcd  ^in  beliebiger  Wurf  und  a  J_  «;  so  ist  nach 
Art.  18  i) 

{abcd)  (abda)  {abac)  =  1 , 

also  hiernach  und  nach  Art.  18  g) 

wo  die  RYe  rechts  bestimmte  Werte  habeu;  sobald  dies  von  {abcd) 
gilt  und  nicht  a  ±  &  ist. 

Da  nach  Yoraussetzung  (a,  Vc')  =  (a,  6c),  {a\  b'd')  =  (a,  bd),  so 
ist  nach  (9)  auch 

(10)  {a'Vc'd')  ^  {abcd), 

d.  h.  die  Transformation;  die  alle  RYe  ungeändert  läßt,  ist  projektiv. 

Sie  führt  aber  auch  jedes  orthogonale  Paar  a  X-b  wieder  in  ein 
orthogonales  Paar  a'J_  &'  über. 

Ist  immlich  in  (10)  b  J^a,  also 

{abcd)  =  (a,  cd), 
so  muß,  da  {a',  c'd')  =*  {a,  cd), 

(11)  {a'yc'd')^{a\c'd'), 
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also  &'_L  of  sein;  d.  k  jedes  orthogonale  Paar  a,  h  geht  bei  der 
Transformation  wieder  in  ein  solches  über,  die  Transformation 
ist  äquiform. 

Das  RV  ist  also  eine  charakteristische  absolute  Invari- 
ante der  äquiformen  Gruppe. 

Hieraus  folgt  nun  wieder: 

Jede  äquiforme  Beziehung  zwischen  Elementen  eines 
eigentlichen  Büschels  ist  lediglich  auf  Beziehungen,  die 
durch  die  Werte  von  RVen  auszudrücken  sind,  zurück- 
führbar. 

Jede  allein  auf  die  Werte  von  RVen  zurückführbare.  Be- 
ziehung zwischen  Elementen  eines  eigentlichen  Büschels, 
deren  Begriff  außer  dem  absoluten  Paar  keine  anderen  Ele- 
mente auszeichnet,  ist  äquiform. 

Wir  erwähnen  noch  die  zwischen  den  RVen  dreier  beliebigen 
reellen  Elemente  a,  6,  e  bestehende  Relation 

(12)  (a,6a)(6,ea)(e,a6) 1. 

Denn  ist  a  J_  a,  6  J_  6,  e  J^  e,  so  sind  aä,  i6,  ee  drei  Paare  der- 
selben, nämlich  der  orthogonalen  Involution;  ihre  Koordinaten 
müssen  also  der  Gleichung  (39)  in  Artikel  36  genügen.  Nimmt  man 
nun  a,  6,  e  als  Bestimmungselemente  eines  Koordinatensystems,  so  er- 
gibt sich  aus  (39)  jene  Relation.  (Bei  Benutzung  imaginärer  Bestim- 
mungsstücke des  Koordinatensystems  wird  die  Relation  auch  für 
imaginäre  Elemente  gültig;  wir  werden  sie  später  aber  auch  auf 
anderem  Wege  von  der  Beschränkung  auf  reelle  Elemente  befreien.) 
Endlich  lesen  wir  aus  Artikel  18  i)  die  Formel 

(13)  (a,&c)(a,cd)(a,d6)-.l 

ab,  in  der  a,  &,  c,  d  ganz  beliebige  Elemente  sind. 

4B.  [VangeiUhKoordinatoii.]  Die  für  die  äquiforme  Geometrie 
im  eigentlichen  Büschel  naturgemäßen  Koordinaten  werden  nach  dem 
vorigen  Artikel  die  Bedeutung  von  RVen  haben  müssen.  Wir  wollen 
die  einzuführenden  Koordinaten  schon  äußerlich  dadurch  kenntiich 
machen,  daß  die  homogenen  Koordinaten  des  jetzt  mit  g  (Gerade) 
statt  mit  u  bezeichneten  Elementes  mit  u,  t;  statt  mit  u^,  tf^,  die 
nicht  homogenen  vlw  aber  einfach  mit  u  bezeichnet  werden. 

Um  zur  Wahl  der  reellen  Bestimmungselemente  (0-,  oo-, 
1 -Element)  eines  äquiformen  Koordinatensystems  zu  gelangen,  gehen 
wir  von  der  Forderung  aus,  daß  da»  absolute  Paar,  das  ja  bei  reellen 
Bestimmungselementei?  jedenÜEdls  ^gregiert  imaginäre  Koordinaten 
haben  muß,  die  einfachsten  konjugiert  imaginären  Zahlen 
-f-t,  —  i  als  nicht  homogene  Koordinaten  erhalten  soll.    Die 
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Gleichung    des    absoluten 
soll  also  die  Form 


Paares    in    homogenen    Koordinaten 


(14) 


W«  +  t;«  =  0 


erhalten^  wonach  die  äquivalente  Bedingung  dafür,  daß  die  Elemente 

g  und  g  in  bezug  auf  das  absolute  Paar  konjugiert^  d.  h.  orthogonal 

sindy 

(15)  tiü  +  t?t?  =  0, 

oder  nicht  homogen 

(15a)  tiw^  —  l, 

wird. 

Aus  (15)  sieht  man  zunächst  un- 
mittelbar,  daß  das  0- Element  a 
(Fig.  24)  und  das  cx> -Element  h  des 
Koordinatensystems  orthogonal 
sein  müssen,  da  ihre  homogenen 
Koordinaten  0, 1  und  1,0  Gleichung 

(15)  erfüllen. 
Das  1- Element  e  hat   die  Ko- 
ordinaten   w  =  t?  =  1 ,     sein    ortho- 
gonales Element  e  nach  (15)   also 
M  =  1,  t?  =»  —  1.    Demnach  ist 

(16)  {eeah)  =  -  1, 

d.  h.  die  beiden  orthogonalen  Paare 
ab  und  e^  müssen  einander  harmonisch  trennen.  Nun  gibt  es 
nach  Art.  36  (oder  37)  ein  einziges  und  zwar  (nach  Art.  33)  reelles 
Elementepaar  e,  e,  das  ein  anderes  reelles  oder  aggregiert  imaginäres, 
aber  von  \,  i^  verschiedenes  Paar  a,  h  und  gleichzeitig  das  absolute 
Paar  t^,  i^  harmonisch  trennt,  d.  h.  orthogonal  ist.  Dieses  Paar 
nennen  wir  die  Achsen^),  Mittelelemente  oder  Winkelhalbie- 
renden des  Paares  a,  h.  Sind  nämlich  a,  h  (wie  hier)  reell  und  Aj  E,  B 
die  Schnittpunkte  von  a,  e,  b  mit  einer  beliebigen  zu  e  orthogonalen 
Geraden,  die  nicht  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Büschels  geht,  so 
folgt  aus  (16) 
(17)  (JS;,J[-B)«-1. 

Hiemach  ist  aber  E  der  Mittelpunkt  von  AB  (s.  Art.  39  oder  17), 
und  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  OEA  und  OEB  ergibt  sich  die 
Berechtigung,  e  (und  ebenso  e)  als  Mittelelement  oder  Winkel- 
halbierende des  Paares  ab  zu  bezeichnen. 


mg.  S4. 


1)  Beim  Ebenenbüschel  „Axialebenen^^ 
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Somit  haben  wir  das  Resultat: 

Die  Fundamentalelemente  a^  b  (0-  und  oo-Element)  des 
tit?- Koordinatensystems  sind  orthogonal^  das  Einheitsele- 
ment e  ist  ein  Mittelelement  jener  beiden.  Das  Eoordi- 
natenTerhältnis  u:v  eines  beliebigen  Büschelelementes  g 
ist  durch  die  Formel 


^[=.u']^(ffeab)  =  (ße,a) 


(18) 

als  BY  Yon  g  und  e  in  bezug  auf  a  bestimmt. 

Daß  umgekehrt  (14)  in  jedem 
solchen  Koordinatensystem  u,  v  die 
Gleichung  des  absoluten  Paares^  (15) 
also  die  Bedingung  der  OrthogonaUtät 
yon  g  und  g  ist,  ergibt  sich  folgender- 
maßen. Das  absolute  Paar  hat  in  ihm 
jedenfalls  eine  Gleichung  yon  der  Form 

(19)  aiiu«  +  a,,i;««0 

(mit  reellen  Koeffizienten)  ^  da  die 
zugehörige  Inyolutionsgleichung  durch 
die  Koordinaten  0, 1 ;  1,  0  der  Ortho-  Fig.  26. 

gonalen  Fundamentalelemente  erfüllt^ 

also  0^2  ™  ^  B^^^  muü.  Aus  Gleichung  (16),  die  jetzt  nach  Voraus- 
setzung gilt,  ergibt  sich  fQr  e  nach  (1)  das  Koordinatenyerhältnis  —  1. 
Da  aber  6  _L  e,  müssen  die  Koordinaten  1, 1  und  1;  —  1  yon  e  und  e 
wieder  die  zu  (19)  gehörige  Gleichung  der  orthogonalen  Inyolution 
erfüllen,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  o^^  '^  ^i; 
w.  z.  b.  w. 

Das  absolute  Paar  hat  also  dann  und  nur  dann  die  Glei- 
chung w*  +  t;*=»0,  wenn  die  Fundamentalelemente  des  Ko- 
ordinatensystems orthogonal  sind  und  das  Einheitselement 
eines  ihrer  beiden  Mittelelemente  ist. 

Ist  nun  g^  ein  beliebiges  reelles,  g^  ein  beliebiges  Element  des 
Büschels,  g^  J^g^  und  h^  dasjenige  der  beiden  Mittelelemente  yon gi^gi, 
für  das  g^,  h^^,  g^  den  durch  das  Koordinatensystem  festgelegten  posi- 
tiyen  Drehungssinn,  d.  h.  denselben  wie  a,  e,  h  darstellt,  so  setzen 
wir  das  RV  (s.  Fig.  26) 

(20)  (pu  9t\)  =  Tangens  {g^ g^)  =  tg  (ß^g^) 

und  nennen  es  die  goniometrische  Tangente  oder  kürzer  den 
Tangens  wert  des  Elementepaares  g^g^  (wobei  es  also  auf  die 
Reihenfolge  yon  g^  und  g^  ankommt).^)     Der  Tangenswert  ist  hier- 

1)  Diese  Definition  deckt  sich,  wie  man  auch  aus  Fig.  26  sieht,  ffir  reelle 
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nach  als  ein  spezielles  BY  und  folglich  auch  als   ein  spezielles  DY 
erklärt.    Die  eindeutige  Bestimmtheit  des  Symbols  tg  (gig^)  erfordert 

aber^  daß  der  positive  Drehungs* 
sinn  bekannt  ist,  da  er  in  dem 
Symbol  selbst  nicht  angedeutet 
wird. 

Sind  5^1  und  g^  reell,  so  ist  der 
positive  Winkel  (ß^g^)  (s.  Art  42) 
spitz  oder  stumpf  (s.  Art  43), 
je  nachdem  Ä;\i  durch  g^,  g^  nicht 
getrennt  oder  getrennt  werden, 
d.  h.  nach  (20),  je  nachdem 
tg  (ili9i)  >  ö  oder  <  0  ist. 

Nach  (20)  können  wir  (18)  auch 
in  der  Form  schreiben 


Flg.  86. 


(18a) 


w  :  t;  =  {ge,  a)  =  tg  (ag) 


und  die  eingeführten  Koordinaten  als  Tangenskoordinaten  be- 
zeichnen. 

Diese  sind  für  die  äquiforme  Geometrie  im  eigentlichen  Büschel 
naturgemäß,  weil  sie  das  absolute  Paar  auszeichnen  und  die 
Bedeutung  von  RYen  haben. 

Wollten  wir  orthogonalmetrische  Probleme  im  eigentlichen 
Büschel  in  beliebigen  DY- Koordinaten  u^,  w,  behandeln,  so  müßten 
wir  notwendig  die  Koordinaten  w^ :  «^  =  a  ±  /3i  des  absoluten 
Paares,  das  ja  in  der  Orthogonalmetrik  stets  ausgezeichnet  ist,  kennen. 
Wenn  wir  diese  aber  kennen,  ist  es  ein  Leichtes,  von  u^^yti^  zu  einem 
Tangenssystem  überzugehen.     Man  braucht  in  der  Tat  nur 


(21) 


entweder  mit  dem  oberen  oder  mit  dem  unteren  Zeichen  zu  setzen, 
damit  den  Werten  m  :  t;  «=  ±  i  die  Werte  w^ :  u,  =*=  a  ±  ßi  oder 
a^  ßi  entsprechen. 

Um  nun  die  Koordinaten  oder  zunächst  die  Gleichung  des  abso- 
luten Paares  in  dem  durch  die  beliebigen  reeUen  Elemente  a,  b,  e 
bestimmten  DY- Koordinatensystem  %>  ^s  ^^  finden,  berücksichtigen 
wir,  daßdie  Gleichung  der  zugehörigen  orthogonalen  Involution,  wenn 
ä  JLa,  b  ±,bj  unter  Benutzung  von  Gleichung  (39)  (Artikel  36)  iu 
der  Form 


g^  mit  der  elementaren  Definition  der  goniometrischen  Tangente,  die  wir  aber 
hier  natürlich  nicht  voransztisetEen  brauchen. 
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(22) 


0 


0  (äeab)  1 

(feai)  1  0 

aufgestellt  werden  kann.  Setzt  man  hierin  u^^u,  führt  die  DYe 
mittels  (9)  aaf  RYe  zurück  und  wendet  noch  (12)  an,  so  ergibt  sich 
als  Gleichung  des  absoluten  Paares 

(23)    [1  -  {b,  ed)] u,'  +  2  (6,  ea)u^u^-  [(e,  ba)  +  (&,  ea)]  «,*  -  0 . 

Durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  ergeben  sich  a  und  ß. 

Man  sieht  also  aus  (23),  daß  man  zur  Bestimmung  des  absoluten 
Paares  in  beliebigen  DY- Koordinaten  die  gegenseitige  Lage  der  Be* 
Stimmungselemente  a,  b,  e  des  Systems  in  orthogonalmetrischer  Hin- 
sichty  nämlich  die  RYe  (b,  ea)  und  {e,la)  kennen  muß,  was  für  pro- 
jektive Probleme  nicht  erforderlich  ist.  Hieran  knüpfen  sich  ganz 
analoge  Bemerkungen  wie  in  Artikel  28  an  die  Yergleichung  projek- 
tiyer  und  Hess  escher  Koordinaten  in  der  Punktreihe. 

Übungsaufgabe:  Man  untersuche  die  imaginären  Koordi- 
naten, bei  denen  das  absolute  Paar  als  0-  und  cx> -Element  dient  und 
über  das  Einheitselement  noch  reell  oder  imaginär  verfügt  werden 
kann.  Durch  Yergleichung  mit  Tangenskoordinaten  stelle  man 
namentlich  fest,  welche  Elemente  reelle,  welche  imagii^re  Koordi- 
naten haben. 

46.  [Transformation  d#r  Tanfonakoordinaten.]  Nach 
den  allgemeinen,  aus  Kap.  I  (45)  und  (46)  abzulesenden  Koordinaten- 
transformationsformeln ist,  wenn  u,  v  und  u\  t?'  irgendwelche  DY-Ko- 
ordinaten  sind, 

(a/J)  +  0. 

Nach  dem  Torigen  Artikel  sind  aber  dann  and  nur  dann  mit  u :  v 
zogleich  anch  u' :  v  Tangenskoordinaten,  wenn  dnrch  (34)  u*  +  v*  in 
C(u''  +  v'')  übergeht,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen 

jV  +  V'-V  +  Ä* 

1  «lA  +  oiA-O 
erftUlt  sind. 

Nach  (25)  ist,  durch  Komposition  Ton  Kolonnen  mit  Kolonnen 
gebildet, 

«,•  +  «,»        0 
0  ß,'  +  ß,' 


(24) 


(25) 


(«/?)«=- 


also 
(26) 


-(V  +  «.V-(A*  +  A*)*, 


(aß)  -  ±  («,»  +  «,«)  -  i  (A»  + 18,«), 
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WO,  wie  wir  aas  Artikel  24  wissen,  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  die  beiden  Tangenssysteme  gleichsinnig  oder  un- 
gleichsinnig  sind. 

Faßt  man  nnn  (25)  als  lineare  Gleichungen  in  c^,  o^  auf 

«1 .  «1  +  a, .  a,  «  /?!*  +  ft* 
«1  •  A  +  «2  •  A  =-  0, 

so  folgt  durch  ihre  Auflösung  mit  Bücksicht  auf  (26) 

(27)  «1  =  ±  A,  «8  --  T  ßu    je  nachdem  (aß)  ^  0, 

und  hieraus  noch 

(9«\  fV  +  A^-V  +  A* 

^   ^  l   «i«,  +  AA-o, 

Formeln,  die  sich  yon  (25)  nur  durch  Transposition  des  Systems  der 
a,ß  unterscheiden. 

Somit  können  wir  das  Resultat  dieses  Artikels  dahin  zusammen- 
fassen: 

Sind  u:i;und  u':v'  zwei  Systeme  von  Tangenskoordi- 
naten im  eigentlichen  Büschel,  so  ist 


(^•)  {;:: 


QV  —         «jW'±  «1«' 

(29b)  j*«;-±«.«±«.« 

wo   die   oberen   oder   die   unteren   Zeichen   gelten,   also   die- 
Determinante  positiv  oder  negatir  ist,  je  nachdem  die  beiden 
Tangenssysteme  gleichsinnig  oder  ungleichsinnig  sind. 

Blieraus  ziehen  wir  noch  eine  Folgerung.  In  jedem  Tangens- 
system sind  nach  Artikel  45  die  nicht  homogenen  Koordinaten  des 
absoluten  Paares  tj,  t|  gleich  +  i  und  —  i  Ist  nun  u:v  ^  :i2if  so  ist 
nach  (29b)  m':  t;'«  ±  i,  bezw,  ==  ^  i,  je* nachdem  die  Transformation 
gleichsinnig  oder  ungleichsinnig  ist.    Also  können  wir  sagen: 

Bei  einer  gleichsinnigen  Transformation  des  Tangens- 
systems bleiben  die  Koordinaten  jedes  der  absoluten  Ele- 
mente ij,  i^  ungeändert;  bei  einer  ungleichsinnigen  Trans- 
formation yertauschen  i^  und  i,  ihre  Koordinaten  mitein- 
ander. Dies  hätten  wir  übrigens  auch  direkt  aus  einer  Bemerkung 
am  Schluß  von  Artikel  24  ablesen  können. 

47.  [AnalytUioher  Ausdmok  der  Aquiformen  Transfor- 
mation.]   Dieselben  Gleichungen  (24)  und  (25),  bezw.  (29a)  und  (29b), 
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die  bisher  eine  Tangenskoordinaten-Transformation  darstellten,  sind  zu« 
gleich  wieder  der  analytische  Ausdruck  für  die  äquiforme 
Transformation  zweier  eigentlichen  Büschel  0  und  ff,  deren  Trager 
verschieden  sein  können  oder  nicht,  wenn  u,  v  Tangenskoordinaten  in 
dem  einen,  u',  v  ebensolche  in  dem  andern  Büschel  sind.  Denn  jene 
Gleichungen  stellen  zunächst  ihrer  allgemeinen  Form  nach  eine  pro- 
jektive Transformation  dar,  wie  wir  aus  Artikel  26  entnehmen.  Da 
aber  dem  absoluten  Paar  des  einen  Büschels  das  absolute  Paar  des 
andern,  also  jedem  orthogonalen  Paar  des  einen  ein  solches  des 
andern  entspricht,  so  ist  die  Transformation  äquiform. 

Man  nennt  deshalb  in  der  Algebra^  auch  wenn  es  sich  gar  nicht 
um  geometrische  Anwendungen  handelt,  ein  Eoef&zientensystem  oder 
eine  Substitution 


(«»  US)' 


die  den  Bedingungen  (25)  und  folglich  auch  (28)  genügt,  ein  ortho- 
gonales System  oder  eine  orthogonale  Substitution. 

Die  Gesamtheit  der  äquiformen  Transformationen  eines  eigent- 
lichen Büschels  bildet  eine  Untergruppe  der  projektiven  Gruppe,  die 
äquiforme  oder  orthogonale  Gruppe;  denn  die  Zusammensetzung 
zweier  äquiformen  Transformationen  liefert  wieder  eine  solche.  Dies 
analytisch  nachzuweisen,  sei  eine  Übungsaufgabel 

Sind  die  Träger  der  beiden  Büschel,  femer  ein  beliebiges  Ele- 
ment des  einen  und  das  ihm  entsprechende  des  anderen,  endlich  die 
Zuordnung  der  Drehungssinne  gegeben,  so  ist  die  äquiforme  Trans- 
formation der  beiden  Büschel  eindeutig  bestimmt.  Denn  durch  die 
Zuordnung  der  Drehungssinne  wird  das  Vorzeichen  in  (29)  und  durch 
die  einander  entsprechenden  Elemente  wird  der  Wert  der  einzigen  in 
den  Gleichungen  (29)  auftretenden  wesentlichen  Eonstanten  cc^ :  ex, 
festgelegt.  Die  Zahl  der  äquiformen  Transformationen  zweier 
Büschel  mit  gegebenen  Trägern  muß  also  mit  oo^  bezeichnet 
werden. 

Haben  beide  Büschel  dieselben,  bezw.  denselben  Träger,  d.  h.  sind 
sie  konlokal,  so  möge  wieder  für  beide  dasselbe  Tangenssystem 
benutzt  werden.  Dann  läßt  sich  der  projektive  Satz  für  zwei  kon* 
lokale  Punktreihen  in  Art.  27  auf  Büschel  übertragen,  d.  h.  die  kon- 
lokalen nach  (29)  projektiven  Büschel  sind  gleichsinnig  oder 
ungleichsinnig,  je  nachdem  (tt/3)  ^  0.  und  durch  dieselbe  Über- 
legung, die  zu  dem  letzten  Satz  des  vorigen  Artikels  führte,  folgt 
weiter:  Bei  zwei  gleichsinnigen  konlokalen  äquiformen 
Büscheln  entspricht  jedes  der  absoluten  Elemente  \,i^  sich 
selbst^  d.h.  ii,  i^  sind  ihre  Doppelelemente.   Bei  zwei  ungleich» 
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sinnigen  konlokalen  äqaiformen  Büscheln  entspreehen  die 
absoluten  Elemente  einander  gegenseitig.  Die  Doppelelemente 
sind  im  letzteren  Falle  reell  und  orthogonal,  wie  man  leicht  sieht 

Da  das  BY  zweier  Büschelelemente  in  bezug  auf  ein  drittes 
eine  absolute  Invariante  der  äquifoxmen  (Gruppe  ist  (s.  Art.  44)  ^  so 
muß  sich  dies  analytisch  an  seinem  Ausdruck  in  Tangenskoordi- 
naten dartun  lassen.  Wir  bildeoa  deshalb  zunächst  den  Ausdruck 
von  (ß,gigf),  wenn  g^g^g^  irgend  drei  Elemente  des  Büschels  bezw. 
mit  den  Tangenskoordinaten  u:v,  u^iv^,  t4| :  v,  sind.  Ist  ^  JL^,  so 
sind  die  Koordinaten  yon  g  nach  (15)  —  v  :u]  also  ergibt  sich  die 
Formel 

/oi\  /  \  /    -  \         (wt?, — Wi  «^)  (t*Wi  +  «^^'i) 

(31)  (m,  9t9t)  s  (jggg^g,)  -  ;-s,t^-,;|^J-,ifJ 

für  das  BY  in  Tangenskoordinaten. 

Es  sei  nun  eine  Übungsaufgabe  zu  bestätigen,  daß  hiemach  bei 
einer  beliebigen  äquiformen  Transformation  (24)  mit  den  Bedingungen 
(25)  (aber  nicht  bei  einer  beliebigen  projektiven  Transformation)  in 
der  Tat 

(32)  (j9\gig,l-(ff,gigt) 

wird,  —  femer  aus  Formel  (31)  zu  beweisen,  daß  Gleichung  (12) 
unabhängig  von  der  Bealität  der  drei  Elemente  gilt. 

Zum  analytischen  Ausdmck  von  tg  (ßig^)  (b,  Formel  (20))  ge- 
langen wir  am  schnellsten,  wenn  wir  g^  zum  0-Element  (a^)  eines 
neuen,  mit  a,  e,  b  gleichsinnigen  Tangenssystems  machen,  sodaß 
nach  (18  a)  tg  (ffig^)  das  Koordinatenverhältnis  u^' :  v^  von  g^  im  neuen 
System  wird.  Dann  ist  nach  (29  b),  worin  wir  die  oberen  Zeichen 
zu  wählen  und  für  w,  v  die  alten  Koordinaten  u^,  v^  von  g^y  für  —  «, :  Oj 
aber  das  alte  Koordinatenverhältnis  u^ :  v^  von  g^  zu  setzen  haben, 

oder,  wenn  wir  rechts  noch  durch  v^v^  kürzen  und  (18a)  berücksich- 
tigen. 

Durch  Formel  (33)  soll  tg  {gig^  nun  auch  für  imaginäre  Elemente 
g^  definiert  werden. 

Wieder  zeigt  eine  ganz  einfache  Bechnung  (Übungsaufgabe), 
daß  bei  einer  beliebigen  äquiformen  Transformation  (24)  und  (25) 
mit  Bücksicht  auf  (26) 

(34)  tg  ig^gt')  =  ±  tg  (ffiö's);    je  nachdem  (a/J)  ^  0 ; 

d.  h.   die   äquiforme  Transformation  läßt  den   Tangenswert 
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je  zweier  Elemente  des  Büschels  nngeändert,  oder  sie  ändert 
nar  sein  Vorzeichen.  Die  Zahl  tgifftg^)  ist  also  keine  absolute 
Invariante  der  äqniformen  Gh-uppe  und  zwar  deshalb  nicht,  weil  sie 
noch  nicht  durch  die  beiden  Elemente  g^,  g^  allein,  sondern  durch 
sie  erst  nach  Festlegung  eines  positiven  Drehungssinnes  im  Büschel 
eindeutig  definiert  ist  (s.  Art.  45).  Das  RV  (gr,  g^g^  dagegen  ist  nach 
(31)  und  (33)  stets  als  Tangensverhältnis 

darstellbar,  also  —  wie  es  nach  seiner  Definition  der  Fall  sein  muß 
—  von  der  Fixierung  eines  positiven  Drehungssinnes  unab- 
hängig. 

Mit  dem  Satze  (34)  ist  unmittelbar  bewiesen,  dafi  in  zwei  äqui- 
form  aufeinander  bezogenen  Büscheln  jedes  reelle  Elementepaar 
9i}gt  seinem  entsprechenden  g^^g^  kongruent  ist;  denn  bringt 
man  die  beiden  Büschel  so  zur  Deckung,  daß  nicht  nur  g^  mit  g^^ 
sondern  auch  %^  mit  hg^  zusammenfällt,  sodaß  in  den  beiden  jetzt 
konlokalen  Büscheln  derselbe  Drehungssinn  positiv  ist,  so  muß 
(34)  mit  den  oberen  Vorzeichen  gelten.  Aus  der  in  DVen  ge- 
schriebenen Gleichung  (34) 

(34a)  {gigig^K)  -  ißigi9%K)  > 

bei  der  nun  gi^g^y  Ä^i"*^/;  \i^Kx  ^^^y  folgt  dann,  daß  auch 
^2  "^  9^  ^^^^  muß.  Die  beiden  Büschel  sind  also  nach  der  Definition 
in  Artikel  9  ähnlich,  und  die  äquiforme  Transformation  führt  ihren 
Namen  daher  mit  Rechi  Sie  ist  aber  hier  zugleich  schon  eine  kon- 
gruente Transformation  für  das  ganze  Büschel;  denn  läßt  man  zwei 
nicht  aufeinander  senkrechte  Elemente  des  einen  Büschels  mit  ihren 
entsprechenden  des  andern  Büschels  zusammenfallen,  so  fällt  nach 
dem  Satz  (34)  jedes  Element  mit  seinem  entsprechenden  zusammen. 
(Die  affine  Transformation  der  eigentlichen  Punktreihe  dagegen  konnte 
zwar  auch  als  äquiforme  bezeichnet  werden,  war  aber  im  allgemeinen 
noch  keine  kongruente  Transformation.) 

Übungsaufgabe:  Ist  g^g^  ein  beliebiges  Elementepaar,  \  mit 
der  Koordinate  —  %  und  «,  mit  der  Koordinate  4-  ^  das  absolute  Paar, 
und  defilni^  man  wie  in  (4) 

{gigt]-{gigthhy)y 

80  ist    \gi9i]    wie   tg  (jf,flf,)   noch  nicht  durch  g^^g^  allein,   sondern 


1)  Die  für  reelle  Qx^g^  reelle  unbenannte  Zahl 
2;l^g(^i^i»i*.)-2^.1og{^t^,}, 
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erst  nach  Festlegung  eines  positiven  Drehongssinnes  eindeutig  be- 
stimmt.   Man  zeige,  daß 

la  a  }  =  ^ ^t  +  ^i<^i-*(«it^i~S<^i) 

und  weiter,  daß  [gig^ }  bei  allen  äquiformen  Transformationen  entweder 
absolut  invariant  ist  oder  in  den  reziproken  Wert  übergeht,  je  nachdem 
{aß)  ^  0  ist. 

48.    [Orthogonalmetriflohe   SpeiiaUtUe    dea    Blemente- 
paarea  nnd  aainer  Involntlon  im  eiffentllohen  BftaoheL]    Die 

projektive  Einteilung  der  durch  quadratische  Gleichungen  in 
beliebigen  reellen  Koordinaten  gegebenen  Elementepaare  im  eigent- 
lichen Büschel  können  wir  nach  Artikel  42  mit  allen  andern  pro- 
jektiven Eigenschaften  derselben  aus  dem  fQr  die  Punktreihe  in 
Kap.  n  Entwickelten  direkt  ablesen.  Wenn  wir  jetzt  aber  nach  den 
orthogonalmetrischen  Spezialfällen  fragen^  so  nehmen  wir 
naturgemäßer  Weise  an,  daß  die  Oleichung  des  Elementepaares  und 
seiner  Involution  in  Tangenskoordinaten  gegeben  seL  Die 
Gleichung  des  Elementepaares  sei  also  (vgl.  für  die  Bezeichnungsart 
Axt.  38) 

(35)    f(u,v\u,v)  =  ufi{u,v)  +  vf^{u^v)  =  a^^u^  +  2a^^uv  +  a^v^  =-  0, 

wo 

\f^(u,v)  =  \f{u)  =  a^^u  +  Oi.v 

if{v)  =  a^^u  +  a^v, 

und  die  seiner  Involution 


(36)  K^^*)" 

l/i(«,»)  =  - 


(37)  /•(«,t;|«>')  =  u'f,(uv)  +  f/f,(u,v) 

=  Ojitttt'H-  a^^{uv  +  uv)  +  OjjVt;'  —  0. 

Analog  wie  in  Kap.  11  bezeichnen  wir  die  beiden  Elemente  des  Paares 
(35)  von  jetzt  an  mit  a,  6.*) 

Da  die  Orthogonalmetrik  aus  der  projektiven  Geometrie  ledig- 
lich durch  Auszeichnung  des  absoluten  Paares  hervorgeht,  so  müssen 
wir  als  orthogonalmetrische  Spezialfälle  eines  Elementepaares  a,  b  die 

wo  log  der  in  der  Analysis  definierte  natürliche  Logarithmus  ist,  kann  als  Größe 
de8Winkels(^i^,)  erklärt  werden  (Laguerre,  Nouv.  Ann.  de  Math.  12(1863X8. 64). 
Erklärt  man  die  Größe  des  Winkels  (jsf^g^)  durch 

arctang(^i,^,Äp^), 

wo  arc  tang  die  in  der  Analysis  definierte  Funktion  ist,  so  decken  sich  beide 
Erklärungen,  falls  beide  Male  derselbe  Drehungssinn  als  positiv  gewählt  wird. 
Die  Größe  des  Winkels  (^i^,)  ist  dadurch  auch  für  imaginäre  Elemente  g^,  g^ 
erklärt. 

1)  Eine  Verwechslung  mit  den  bisher  so  bezeichn«ten  Fundamentalelementen 
des  Koordinatensystems  dürfte  hier  ausgeschlossen  sein. 
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und  nur  die  bezeiclmen^  in  denen  a,  b  eine  in  projektivem  Sinn 
ausgezeichnete  Lage  zu  dem  absoluten  Paar  i^,  i^  hat.  Zwei  Ele- 
mentepaare; deren  eines  aggregiert  imaginär^  deren  anderes  reeU  oder 
ebenfalls  aggregiert  imaginär  ist,  haben  aber  nur  dann  eine  in  pro- 
jektivem Sinn  ausgezeichnete  Lage,  wenn  sie  miteinander  identisch 
sind  oder  einander  harmonisch  trennen.  Ist  a,  &  reell,  so  ist  das 
erstere,  ist  a,  b  aggregiert  imaginär,  so  ist  das  letztere  (nach  Art.  33) 
unmöglich. 

Beim  imaginären  Paar  a,b  (Ä>0)  bildet  also  das  absolute 
Paar  »\,  i^  selbst  den  einzigen  orthogonalmetrischen  Spezialfall.  Da 
seine  Gleichung  in  Tg- Koordinaten  nach  Artikel  45  stets  u^  +  v^  ^0 
lautet,  so  tritt  dieser  Fall  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  in  Olei- 
chung  (35) 

(38)  »11-=«»,    »12  ==0. 

Beim  reellen  nicht  entarteten  Paar  a^b  {Ä<C  0)  tritt  allein  jedes 
zu  i^,  t|  harmonische,  d.  h.  jedes  orthogonale  Paar  als  ausgezeich- 
net hervor.  Ist  a  ±,b  und  sind  «i,  «i;  6i;  &»  die  homogenen  Tg- 
Eoordinaten  von  a  und  b,  so  ist  nach  (15)  ai&i  +  Ogfeg^O.  Also 
ist  nach  Artikel  31  (19)  oder  Artikel  37  Aufgabe  3 

(39)  «11  +  021  =  0 

das  Kriterium  dafür,  daß  (35)  ein  orthogonales  Paar  ist.  Hier  liegt 
es  nahe,  die  beiden  Elemente  a,  b  selbst  als  Fundamentalelemente  des 
Koordinatensystems  u,  v  zu  wählen,  wodurch  die  Gleichung  eines  ortho- 
gonalen Paares  ihre  einfachste  Gestalt  erhält: 

(40)  wt;«0. 

Mit  dem  Elementepaar  ist  nun  wieder  seine  Involution  rmtrenn- 
bar  verknüpft.  Also  haben  wir  auch  je  einen  besonderen  Fall  bei 
der  elliptischen  und  bei  der  hyperbolischen  Involution.  Die  elliptische, 
deren  Doppelelemente  die  absoluten  sind,  haben  wir  schon  in 
Art.  43  die  orthogonale  oder  die  absolute  Involution  im  eigent- 
lichen Büschel  genannt.     Ihre  Gleichung  lautet 

(41)  uu'+vv'=^0. 

Die  hyperbolische  Involution  mit  orthogonalen  Doppelelementen, 
deren  Gleichung  nach  (39) 

(42)  fl^jWtt' H-  a^{uv'  +  uv)  —  o^vt;'  =  0 

lautet,  nennen  wir  gleichseitig  hyperbolisch  oder  symmetrisch. 
Legt  man  nämlich  die  Gleichung  des  orthogonalen  Paares  a,  b  in  der 
Form  (40)  zugrunde,  so  lautet  die  Gleichung  seiner  Involution 

(43)  uv'  +  vu'^O 
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148. 


oder  in  nicht  homogenen  Koordinaten 


(43a) 


Sie  zeigt  also,  dafi  je  zwei  konjugierte  Elemente  entgegengesetzt 
gleiche  Winkel  mit  dem  0- Element  und  folglich  ebenso  mit  dem 
oo- Element  des  Koordinatensystems  ^  d.  h.  mit  den  Doppelelementen 

bilden.  M.  a.  W.:  Die  ortho- 
gonalen Doppelelemente  der 
gleichseitig  hyperbolischen 
Involution  sind  die  Mittel- 
elemente jedes  ihrer  konju- 
gierten Paare  (s.  Fig.  27),  wo- 
mit die  Bezeichnungen  ,,  gleich- 
seitig" und  „symmetrisch'^  ge- 
rechtfertigt sind. 

Die  Yollstandige  äquiforme 
Einteilung  der  Elementepaare  im 
eigentlichen  Büschel  und  ihrer 
Inyolutionen,  d.  h.  die  projektive 
Einteilung  mit  Hervorhebung  der  orthogonalmetrischen  Spezialfälle 
(die  letzteren  in  Klammem),  stellen  wir  zugleich  mit  den  zugehörigen 
Kriterien,  die  für  die  allgemeinen  Fälle  in  beliebigen  DY-^oordinaten, 
für  die  SpeziaLfalle  aber  nur  in  Tg- Koordinaten  gelten,  in  nach- 
stehender Tabelle  zusammen: 


Pig.  27. 


Eriterium 

Elementepaar 

Involution 

^  +  0 

Ä>0 

[»11 -=«»2,  «12-0] 

imaginär 
[absolut] 

elliptisch 
[orthogonal] 

^<0 

reell,  nicht  entartet 
[orthogonal] 

hyperbolisch 
[gleichseitig] 

4—0 

«11 +«22  +  0 

Doppelelement 

parabolisch 

öll  +  «22  =  0 

alle  Elemente  des 
Büschels 

unbestimmt 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  das  Quadrat  des  Tangens- 
wertes  des  Elementepaares  f(u,  v\u,v)  ^0  den  Wert 

(«11+««)' 
hat  und  eine  absolute  Invariante  der  äquiformen  Gruppe  ist. 
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2.  Man  zeige  analytisch,  daß  die  Bedingung  dafür^  daß 
f{Uj  v\UyV)^0  das  absolute  oder  ein  orthogonales  Elementepaar  ist, 
bei  den  Transformationen  der  äquiformen  Gruppe  invariant  bleibt. 

3.  Man  beweise:  Das  reelle  Element  u\v  gehört  dem 
spitzen  oder  stumpfen  Winkel  des  reellen  Paares  f{u^v\UyV) 
=  0  an^  je  nachdem 

(44)  Kl +  ^«) /•(«*,  t^k,^)^0, 

ein  Kriterium,  das  dann  und  nur  dann  versagt,  wenn  /*(«,  t;  |  w,  v)  =»  0 
ein  orthogonales  Paar  ist. 

4.  Eine  (nicht  identische)  Involution  sei  wie  in  Artikel  37  als 
Büschel  von  Elementepaaren  in  Tg- Koordinaten  gegeben.  Man  zeige, 
daß  sie  dann  und  nur  dann  gleichseitig  hyperbolisch,  wenn 

(45)  («11  -  a^)  6i2  -  (6ii  -  &„)  a^ , 
dann  und  nur  dann  orthogonal  ist,  wenn 

(46)  aii  +  «,2  =  ^i  +  &M  =  0. 

5.  Man  beweise  geometrisch  und  analytisch: 

a)  Zwei  konlokale  äquiforme  ungleichsinnige  Büschel  bilden 
stets  eine  Involution  und  zwar  eine  gleichseitig  hyperbolische. 

b)  Zwei  konlokale  äquiforme  gleichsinnige  Büschel  bilden  nur 
dann  eine  Involution  und  zwar  die  orthogonale,  wenn  ein  Paar  enir 
sprechender  Elemente  orthogonal  ist. 

49.  [Aohsen  der  luvolntion.  Orthogonalmetrische  8&tze 
Aber  harmonische  Würfe.]  Wir  wollen  nun  bei  einer  beliebigen 
(reellen)  Involution  nach  orthogonalmetrisch  ausgezeichneten  Paaren 
konjugierter  Elemente  fragen. 

Das  absolute  Paar  i^,  i^  hat  nach  Artikel  45  die  nicht  homo- 
genen Tg -Koordinaten  —  i,  +  i.  Die  Einsetzung  dieser  Werte  für 
u :  V  und  u:v'  in  die  allgemeine  Involutionsgleichung  (37)  liefert 
CTn  +  Ojj  =  0;  d.  h.  abgesehen  von  der  unbestimmten  Invo- 
lution (s.  Art  33)  sind  nur  in  der  gleichseitig  hyperbolischen 
Involution  die  absoluten  Elemente  einander  konjugiert. 

Ein  orthogonales  Paar  ^,  g,  das  bei  der  beliebigen  Involution 
f(u,v\u\v')  =  0  konjugiert  ist,  nennen  wir  in  Übereinstimmung  mit 
Artikel  45  ein  Achsenpaar  oder  Mittelelementepaar  der  In- 
volution f(Uy t; I  w', v')  =  0  bezw.  des  Paares  f(u, v\u,v)  ^0.  Damit 
diese  beiden  Eigenschaften  zugleich  bestehen,  müssen  die  Koordinaten 
w,  V  und  U,  V  von  g  und  g  nach  (15)  und  (37)  den  Gleichungen 


^    ^  Wu,v) 


{uu  +  «»=«0 

Heffter  u.  Koehler,  analytlBoho  Oeometrie,  L 
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die  in  den  Variablenpaaren  «i,  v  und  ü,  v  symmetrisch  sind,  genügen. 
Sie  liefern  dann  und  nur  dann  für  ü,  v  z.  B.  ein  von  0,  0  verschie- 
denes Wertsystem,  wenn 
u  V 


(48) 


fl(^7^)      U{^7'0) 


\  a^gti*  +  (o^,  —  «ii)  UV  —  «12^*  =  0- 


Wegen  der  Symmetrie  der  Gleichungen  (47)  in  den  Variablenpaaren 
«i,  V  und  Uy  V  erhält  man  aber  für  m,  v  dieselbe  Gleichung  (48).  Nur 
die  durch  sie  bestimmten  Elemente  sind  also  Achsen  der  Involution. 
Gleichung  (48)  bestimmt  aber  zwei  nach  (39)  orthogonale  Elemente, 
d.  h.  ein  einziges  Achsenpaar,  wenn  nicht  a^^  =  0,  a^^  ==  a^^,  also  die 
gegebene  Involution  die  absolute  ist.     In  diesem  letzteren  Falle  wird 

(48)  durch  die  Koordinaten  jedes  Elementes  erfüllt,  d.  h.  die  ab- 
solute Involution  bezw.  das  absolute  Paar  hat  unendlich 
viele  Achsenpaare,  die  erstere  besteht  —  wie  wir  ja  schon  wissen 
—  aus  lauter  solchen  Paaren. 

Da  die  Determinante  der  Achsengleichung  (48) 

(49)  -4a„»-K-a,0» 

in  allen  andern  Fällen  <  0  ist,  so  ergibt  sich  in  Übereinstimmung 
mit  Art.  45  aufs  neue: 

Außer  dem  absoluten  Paar  hat  jedes  Paar,  außer  der 
absoluten  Involution  jede  Involution  ein  einziges  bestimmtes 
reelles  Paar  von  Achsen  g,  q. 

Wählt  man  das  oder  ein  Achsenpaar  eines  Elementepaares  als 
Fundamentalelemente  des  Tg- Systems  ui;,  so  lautet  die  Gleichung 
des  Paares,  da  0-  und  oo -Element  dann  konjugiert  sind,  nach 
Artikel  33  (24) 

(50)  a^y  +  a,^v^  =  0, 

bezw.  nicht  homogen,  indem  u  :  v  durch  u  ersetzt  wird, 

(50a)  v^^k 

und  die  Gleichung  der  zugehörigen  Involution 

(51)  «11  uu  +  c^%vv  =  0, 
bezw.  nicht  homogen 

(51a)  Mw'=»Ä, 

wobei  die  Konstante  Tc  wieder  die  Potenz  der  Involution  heißt. 
Je  nachdem  Ä  <  0,  >  0,  «0,  haben  wir  in  (50  a)  ein  imaginäres, 
ein  reelles  oder  ein  in  ein  Doppelelement  entartetes  Paar.  Für 
i  =  —  1  ist  das  imaginäre  Paar  das  absolute,  für  Ä  =  1  ist  das  reelle 
Paar  orthogonal. 

Für  Ä  >  0,  d.h.  beim  reellen  Paar  a,6  liefern  dessen  beide  Elemente 
entgegengesetzt   gleiche   reelle  Tangenswerte  m=»+]/ä,  u^—yicy 
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sie  bilden  also  mit  den  Achsen  q^  q,  wie  wir  schon  wissen^  gleiche 
Winkel  (s.  Fig.  28).  (Beim  orthogonalen  Paar  speziell  sind  daher 
dieses  selbst  und  sein  Achsenpaar  gegenseitig  Mittelelemente  von- 
einander). Die  Mittelelemente  oder 
Winkelhalbierenden  sind  aber  als 
Achsen  anch  für  ein  aggregiert 
imaginäres  Elementepaar 
(k  <  0)  definiert.  Ein  Doppel- 
element (Ä;«0)  endlich  fällt 
nach  (50  a)  mit  dem  Nnllelement 
des  Tg-Systems  also  mit  der  einen 
Achse  zusammen,  während  die 
andere  auf  ihm  senkrecht  steht. 

Nach    dem    Zusammenhang 
zwischen    Involution     und     har- 
monischer Trennung  ergeben  sich 
aus  dem  Vorangehenden  noch  folgende  orthogonalmetrische  Sätze 
über  harmonische  Würfe  im  eigentlichen  Büschel: 

Ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres  Paar  bildet  mit 
seinen  beiden  Mittelelementen  stets  einen  harmonischen 
Wurf 

Ist  bei  einem  harmonischen  Wurf  das  eine  Paar  reell 
und  orthogonal,  so  stellt  es  die  Mittelelemente  des  andern 
(reellen  oder  aggregiert  imaginären)  Paares  dar. 

Ist  bei  einem  harmonischen  Wurf  ein  reelles  Element 
Mittelelement  des  andern  (reellen  oder  aggregiert  imagi- 
nären) Paares,  so  steht  es  auf  seinem  konjugierten  (reellen) 
senkrecht. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise  analytisch  die  Invarianz 
der  AchsengleichuTig  (48)  bei  allen  äquiformen  Transformationen, 
d.  h.  man  zeige,  daß  bei  Ausführung  einer  beliebigen  äquiformen 
Transformation  aus  (48)  dieselbe  Gleichung  zwischen  u,v  hervor- 
geht, die  man  erhält,  wenn  jene  Transformation  in  der  Gleichung  des 
Elementepaares  f(u,  r  |  w,  v)  =  0  selbst  ausgeführt  und  für  die  transfor- 
mierte Gleichung  in  u\  v   die  Gleichung  der  Achsen  aufgestellt  wird. 

2.  Sind  a,  b  die  Tg -Koordinaten  eines  beliebigen  Elementepaares, 

so  sind 

a&^lj:y(a«+l)(6«+l) 
^'^~"  a  +  b 

die  Koordinaten  seines  Achsenpaares.    Ist  das  gegebene  Elementepaar 
insbesondere  orthogonal,  so  ist 

a— 1      _       1-fa 
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3.  Man  leite  die  orthogonalmetrischen  Sätze  über  harmoniBche 
Würfe  im  eigentlichen  Büschel  durch  geeignete  Projektion  aus  den 
entsprechenden  Sätzen  in  der  eigentlichen  Punktreihe  her  (s.  Art.  39). 

4.  Man  zeige^  daß  bei  einer  projektiTen  Zuordnung  zweier 
eigentlichen  Büschel  jedes  yon  ihnen  ein  bestimmtes  orthogonales 
Paar  besitzt;  dem  im  andern  Büschel  wieder  ein  solches  entspricht 

50.  [Übersloht  Aber  die  Oeometrie  im  eigentlichen 
Bflsoliel.]  Nach  den  Bemerkungen  am  Schluß  von  Artikel  47  sowie 
nach  Art.  10  und  40  erschöpfen  wir  mit  der  äquiformen  Geometrie  die 
Geometrie  im  eigentlichen  Büschel. 

Wir  geben  deshalb  hier  noch  eine  tabellarische  Zusammenstellung 
der  prinzipiell  wichtigsten  Punkte  aus  der  Geometrie  im  eigentlichen 
Büschel^  die  namentlich  durch  eine  Vergleichung  mit  derjenigen  des 
Artikel  29  für  die  Geometrie  in  der  eigentlichen  Punktreihe  lehrreich 
sein  wird. 

Geometrie  Im  eigentlichen  Büschel. 


Projektive  (=  affine) 
Geometrie 

Äquiforme  Geometrie 

Zugehörige  Gruppe 

die  projektive 

die  äquiforme 

Ausgezeichnete  Ele- 
mente 

— 

das  absolute  Paar 

Charakteristische  abso- 
lute Invariante 

DV 

RV 

Naturgemäße  Koordi- 
naten 

DV- Koordinaten 

Tangenskoordinaten 

Transformations- 
gleichungen 

(«^)  +  o 

dieselben  mit  der 
Bedingimg: 

«!  +  «l  =  ^!  +  /S|  +  o 

Zur  Bestimmung  der 

Transformation  er- 
forderl.  Elenientezahl 

3 

CX)» 

1 

Anzahl  aller  Trans- 
formationen 

oo* 

51.  [Übersicht  Aber  die  Cteometrie  in 
I.  Stufe.]     Daß   die   projektive   Geometrie 


allen  Grundgebilden 

in   sämtlichen   eigent- 
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liehen,   Parallel-  und  uneigentlichen  Gnmdgehilden  I.  Stufe  ein  und 
dieselbe  ist,  haben  wir  schon  in  Artikel  42  ausgeführt. 

Aus  der  projektiven  Geometrie  entwickelte  sich  in  der  eigent- 
lichen Punktreihe  als  weiterer  und  (für  uns)  das  geometrische  Inter- 
esse erschöpfender  Bereich  die  affine  Geometrie,  die  auch  para- 
bolisch genannt  wird,  weil  sie  durch  die  natürliche  Auszeichnung 
eines  einzigen  reellen  Elementes,  des  Doppelelementes  einer 
parabolischen  Involution,  charakterisiert  war.  Von  einer  orthogo- 
nalen Paarung  und  folglich  von  einem  absoluten  Paar  konnte  nicht 
die  Rede  sein.  Ebenso  verhält  es  sich  aber  bei  dem  Parallelstrahl- 
und  Parallelebenenbüschel;  denn  auch  hier  haben  wir  in  dem 
imeigentlichen  Element  des  Gebildes  ein  einziges  reelles  natürlich 
ausgezeichnetes  Element  und  keine  natürlich  ausgezeichnete  Paarung. 
Die  Geometrie  in  diesen  Gebilden  deckt  sich  also  vollständig  mit 
der  in  der  eigentlichen  Punktreihe.  Auch  ihre  analytische  Darstellung 
kann  nebst  dem  naturgemäßen  Koordinatensystem  erofach  durch  den 
Schnitt  mit  einer  beliebigen  eigentlichen  Geraden  aus  den  für  die 
eigentliche  Punktreihe  aufgestellten  Formeln  (Kap.  I,  11)  abgelesen 
werden. 

Beim  eigentlichen  Büschel  dagegen  entwickelte  sich  aus  der 
projektiven  Geometrie  als  weiterer  und  erschöpfender  Bereich  die 
äquiforme  Geometrie,  die  auch  elliptisch  genannt  wird,  weil 
sie  durch  die  natürliche  Auszeichnung  eines  aggregiert  imaginären 
absoluten  Paares,  der  Doppelelemente  einer  elliptischen  Involution, 
charakterisiert  war.  Ein  reelles  ausgezeichnetes  Element  existierte  da- 
gegen nicht.  Ebenso  wiederum  verhält  es  sich  nun  auch  bei  der 
uneigentlichen  Punktreihe  und  dem  uneigentlichen  Strahl- 
büschel. Denn  auch  bei  ihnen  existiert  kein  reelles  ausgezeichnetes 
Element,  wohl  aber  die  orthogonale  Paarung  (s.  Art.  4).  Diese 
ist  aber  eine  involutorische  Paarung,  da  in  jedem  mit  der  un- 
eigentlichen Punktreihe  Perspektiven  eigentlichen  Strahlbüschel,  bezw. 
in  jedem  mit  dem  uneigentlichen  Strahlbüschel  Perspektiven  eigent- 
lichen Ebenenbüschel  jener  orthogonalen  Paarung  ebenfalls  eine  solche . 
entspricht  und  diese  uns  schon  als  elliptische  Involution  bekannt 
ist.  Folglich  enthält  auch  jede  imeigentliche  Punktreihe  und  jedes 
uneigentliche  Strahlbüschel  ein  ganz  bestimmtes  aggregiert 
imaginäres  absolutes  Paar  in  den  Doppelelementen  seiner 
orthogonalen  Involution.  Die  Geometrie  in  der  uneigentlichen  Punkt- 
reihe  und  im  uneigentlichen  Strahlbüschel  deckt  sich  daher  vollständig 
mit  der  im  eigentlichen  Büschel,  und  ihre  analytische  Darstellung 
kann  einfach  aus  dem  gegenwärtigen  Kapitel  abgelesen  werden. 

Somit  kommen  wir  zu  dem  Resultat: 
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Die  allen  Grundgebilden  I.  Stufe  gemeinsame  projektive 
Geometrie  erweitert  sich  in  der  eigentlichen  Punktreihe, 
im  Parallel-Strahl-  und  Parallel-Ebenenbüschel  durch  Hin- 
zutreten der  Parallelmetrik  zur  affinen  oder  parabolischen 
Geometrie,  im  eigentlichen  Strahl-  und  eigentlichen  Ebenen- 
büschel, in  der  uneigentlichen  Punktreihe  und  im  uneigent- 
lichen Strahlbüschel  durch  Hinzutreten  der  Orthogonalmetrik 
zur  äquiformen  oder  elliptischen  Geometrie. 


Digitized  by 


Google 


Zweiter  Abschnitt. 

Geometrie  in  den  Grundgebilden  11.  Stufe. 
A.  Geometrie  in  der  Ebene. 

Erstes  Kapitel. 

Elemente  der  projektiven  Geometrie  in  der  Ebene:  Koordinaten. 

62.  [Einleitende  Bemerkungen.]  Wir  wenden  uns  jetzt  zur 
Geometrie  in  den  Gebilden  11.  Stufe,  d.  h.  in  der  eigentlichen  Ebene, 
im  eigentiichen  Bündel,  in  der  uneigentlichen  Ebene  und  im  Parallel- 
bündel, und  zwar  zunächst  zur  Geometrie  in  der  eigentlichen 
Ebene.  Ihre  Elemente  sind  Punkt  und  Gerade  (imaginäre 
Punkte  und  Gerade  in  der  Ebene  kennen  wir  zunächst  noch  nicht). 
Die  Abstufungen  der  Geometrie  in  der  Ebene  sind  nach  Artikel  10 
die  projektive,  affine,  äquiforme  Geometrie.  Wir  befassen  uns 
zuerst  ausschließlich  mit  der  projektiven  Geometrie  und  ver- 
stehen darunter  nach  Artikel  10  den  Inbegriff  der  Beziehungen 
zwischen  Punkten  und  Geraden,  die  bei  allen  projektiven  Transforma- 
tionen der  Ebene  erhalten  bleiben.  Eine  projektive  Transformation 
aber  ist  xms  wie  im  vorigen  Abschnitt  einstweilen  nur  eine  durch 
Projizieren  und  Schneiden  zustande  kommende,  während  wir  die 
Identität  von  projektiver  und  kollinearer  Transformation  (s.  Art.  9) 
erst  später  (in  Art.  75,  76)  werden  nachweisen  können. 

In  der  projektiven  Geometrie  der  Ebene  kommt  der  imeigent- 
Uchen  Geraden  und  ihren  Punkten  keinerlei  Auszeichnung  vor  anderen 
Geraden  imd  Punkten  zu;  denn  durch  geeignete  projektive  Transfor- 
mation wird  die  uneigentliche  Gerade  in  eine  eigentliche  verwandelt. 
Noch  weniger  genießt  infolgedessen  das  nach  Artikel  51  auf  der  un- 
eigentlichen Geraden  der  Ebene  vorhandene  imaginäre  absolute  Punkte- 
paar «7i,  «7j  in  der  projektiven  Geometrie  eine  Auszeichnung  vor  anderen. 
Da  überhaupt  jedes  beliebige  Element  durch  eine  projektive  Transfor- 
mation in  jedes  beliebige  andere  gleichartige  übergeführt  werden  kann, 
so  gibt  es  in  der  projektiven  Geometrie  keine  ausgezeichneten 
Elemente. 
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[68. 


Fig.  29. 


53.  [DV  eines  Funkt -Gheraden -Wurfes.]  Wir  suchen  aucli 
hier  zunächst  wieder  eine  Figur,  die  uns  zu  einer  charakteristischen 
absoluten  Invariante  der  Gruppe  aller  projektiven  Transformationen  der 

Ebene  führt.  Sind  P,  Q  (Fig.  29) 
irgend  zwei  Punkte,  g,  h  irgend 
zwei  Gerade  der  Ebene,  so  nennen 
wir  die  aus  diesen  beiden  Paaren 
bei  der  durch  die  Aufzählung  ge- 
gebenen Anordnung  der  Elemente 
jedes  Paares  gebildete  Figur  einen 
Punkt- Geraden-  (oder  Gera- 
den-Punkt-)Wurf.  Die  Gerade 
FQ  =  s  möge  g  und  h  in  G  und 
H  schneiden;  vom  Punkte  gh  =  S 
aus  mögen  P  und  Q  durch  die  Geraden  p  und  q  projiziert  werden. 
Dann  ist 

(1)  (PQGH)-Opqghy, 

diesen  Wert  erklären  wir  auch  als   das  DV  des  Punkt-Geraden- 
Wurfes  PQgh  und  setzen  also  definierend: 

(2)  (PQgh)^(PQGH)^0?qgh). 

Genau  ebenso  definieren  wir  das  DV  eines  Wurfes,  der  zwei 
Punkte  und  zwei  Gerade  in  beliebiger  Verteilung  enthält,  z.  B. 
(PgQh)  =  (PGQH)  =  (pgqh),  usw.  Wenn  wir  in  der  Geometrie  in 
der  Ebene  von  einem  DV  schlechthin  sprechen,  so  meinen  wir  damit 
immer  das  DV  eines  aus  zwei  Punkten  und  zwei  Geraden  gebildeten 
Wurfes. 

Nach  Artikel  18  und  aus  der  vorangehenden  Definition  ergeben 
sich  nun  folgende  Eigenschaften  des  DV  eines  Punkt-Geraden- Wurfes, 
die  wir  unter  den  entsprechenden  Buchstaben  wie  dort  aufzählen: 

a)  (PQgh)  ist  dann  und  nur  dann  unbestimmt,  wenn 
einer  der  Punkte  mit  beiden  Geraden  oder  eine  der  Geraden 
mit  beiden  Punkten  inzidiert. 

b)  (PQgh)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  Null, 
wenn  P  mit  g  oder  Q  mit  h  inzidiert. 

c)  (PQgh)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  oo, 
wenn  P  mit  h  oder  Q  mit  g  inzidiert. 

d)  (PQgh)  ist,  falls  bestimmt,  dann  und  nur  dann  gleich 
Eins,  wenn  P^Q  oder  g^h  ist  oder  wenn  die  Gerade  PQ 
mit  dem  Punkt  gh  inzidiert. 

e)  Inzidiert  keiner  der  Punkte  P,  Q  mit  einer  der  Ge- 
raden g,h,   so  liegen   die   ersteren  und   die  letzteren  in  ge- 
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trennter  oder  nicht  getrennter  Lage^  je  nachdem  (PQgh)  <0 
oder  >  0.  Wir  sagen  nämlich^  ein  Pnnktepaar  P,  Q  und  ein  Geraden- 
paar g,  h  trennen  einander  oder  nicht^  je  nachdem  die  Elementepaare 
PQ  und  GH  (pq  und  gh)  einander  trennen  oder  nicht. 

g)  Zwischen  den  24  aus  P,  Qyg,h  zu  bildenden  DVen  be- 
stehen die  aus  Art.  18  g)  abzulesenden  Relationen. 

h)  Ist  (PQgh)^-l,  so  heißt  der  Punkt-Geraden-Wurf 
harmonisch. 

Aus  dem  Satz  in  Artikel  18  i)  erhalten  wir  hier  nun  zwei  Sätze, 
je  nachdem  wir  zwei  Punkte  und  drei  Gerade  oder  zwei  Gerade  und 
drei  Punkte  benutzen.  Um  hervortreten  zu  lassen,  daß  die  beiden 
Sätze  einander  dualistisch  entsprechen,  d.  h.  durch  Yertauschung  von 
„PunW  und  „Gerade^'  auseinander  hervorgehen  (s.  Art.  6),  stellen 
wir  sie  nebeneinander: 


i»)  Sind  »i,Wj,  Wj  drei  be- 
liebige Gerade,  E  und  P  zwei 
beliebige  Punkte  der  Ebene, 
so  ist  stets 

(3a)  {PEn,n^){PEn^n,)(PEn^n,) 
=  1. 


ib)  Sind  N^,  N^,  N^  drei  be- 
liebige Punkte,  e  und  g  zwei 
beliebige  Gerade  der  Ebene, 
so  ist  stets 

(3b)  igeN,N,XgeN,N,)(geN,N,) 
=  1. 


Zum  Beweise  des  Satzes  links  seien  P^,  P^,  P,  (Fig.  30)  die 
Schnittpunkte  von  Pirjnit  n^,  Wj,35_dann  ist^nach  (2)  die  linke  Seite 
von  (3a)  gleich  (PEP^P,)IpEP^P^)(PEP^P^)  und  dies  Produkt 
nach  Art.   18  i)    gleich  1. 

Der  dualistische  Satz 
(3  b)  wird  genau  entspre- 
chend bewiesen. 

Beide  Sätze  gelten  in 
demselben  Sinn,  wie  er 
für  die  Gleichung  in  Art. 
18  i)  festgesetzt  wurde, 
auch  dann  noch,  wenn  die 
fünf  Elemente  zum  teil  zu- 
sammenfallen oder  mitein- 
ander inzidieren. 

Nicht  übertragen  wer- 
den konnte  bisher  der 
wichtige    Satz   Art.  18  {). 

In  der  Tat  ist,  wie   man  aus  der  Definition  (2)  leicht  sieht,  durch 
drei  Elemente  und   das  DY  eines  Punkt -Geraden -Wurfes   das  vierte 


Fig.  80. 
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noch  nicht  eindeutig  bestimmt.    Zum  Ersatz  dafür  können  wir  aber 
jetzt  das  folgende  dualistische  Sützepaar  aufstellen: 


fb)  Sind  .Sri,iVj,^j  drei  nicht 
mit  derselben  Geraden  inzi- 
dierende  Punkte,  e  eine  mit 
keinem  von  ihnen  inzidierende 
Gerade,  so  ist  eine  Gerade  g 
eindeutig  bestimmt,  wenn  für 
die  DVe 

{geN,N,\  {geN,N,\  (gcN.N,) 

beliebige  bestimmte,  nur  der 
Relation  (3b)  genügende  Werte 
gegeben  sind. 


fa)  Sind  n^,  n,,  Wj  drei  nicht 
mit  demselben  Punkt  inzidie- 
rende Gerade,  E  ein  mit  kei- 
ner Ton  ihnen  inzidierender 
Punkt,  so  ist  ein  Punkt  P  ein- 
deutig bestimmt,  wenn  für 
die  DVe 

(PEn,n,),  (PEn^n,),  (PEn,n,\ 

beliebige  bestimmte,  nur  der 
Relation  (3a)  genügende  Werte 
gegeben  sind. 

Zum  Beweise  des  Satzes  links  (s.  Fig.  30)  bezeichnen  wir  die 
Schnittpunkte  n^n^,  WgWj,  w^w,  bezw.  mit  N^,  N^,  N^,  Durch  den 
Wert  des  DV  (PEn^n^)  ist  als  geometrischer  Ort  filr  P  ein  be- 
stimmter durch  iVj  gehender  Strahl  jpj  gegeben,  durch  den  Wert  von 
(PEn^n^)  ein  Strahl  p^  durch  N^,  durch  den  Wert  von  (PEn^n^) 
ein  Strahl  p,  durch  JV,.  Es  ist  zu  zeigen,  daß  p^p^jP^  einen  be- 
stimmten gemeinsamen  Schnittpunkt  P  haben. 

Da  N^^N^j  N^  nach  der  Voraussetzung  über  w^,  w,,Wj  nicht  auf  einer 
Geraden  liegen,  haben  mindestens  zwei  der  drei  Geraden  p^,  p^;  l's; 
z.  B.  p^y  p^  einen  bestimmten  Schnittpunkt  P.  Wir  zeigen,  daß 
N^P=:p^  mit  P3  identisch  oder,  wenn  P  =>  N^,  unbestimmt  ist  und 
daher  p^  für  jpj'  gewählt  werden  kann.  Bezeichnen  wir  noch  die 
Geraden  N^E  mit  e,.  («=i,a,8),  so  ist  nach  Voraussetzung. 

(4)  (ft^iWjWj)  (ft^n^Wi)  (i)8«8Wi^)  =  1, 
andererseits  nach  dem  Satz  i»)  in  Verbindung  mit  (2) 

(5)  OPi^iW^Wa)  (p^e^n^n,)  (p^'e^n^n^)  =  1, 
wodurch  p^',  falls  es  unbestimmt  war,  festgelegt  wird.    Also  ist 

(6)  (i>8<?8»i«2)  =  (Pi\^^)f  d.  h.  p,'- jPa,  w.  z.  b.  w. 

Genau  entsprechend  wird  der  dualistische  Satz  fb)  bewiesen.  Die 
Durchführung  dieses  Beweises  sei  eine  Übungsaufgabe. 

54.  [Das  DV  eine  charakteristlBChe  absolute  Invariante 
der  projektiven  Omppe.]  Das  DV  eines  Punkt- Geraden -Wurfes 
(PQgh)  ist  eine  absolute  Invariante  bei  der  Gruppe  aller  pro- 
jektiven Transformationen  der  Ebene.  Denn  da  es  nach  der  Definition 
z.  B.  als  DV  eines  Punkt-Wurfes  aufgefaßt  werden  kann,  dieses  aber 
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bei  beliebiger  projektiver  Transformation,  bei  der  (s.  Art.  9)  alle  In- 
zidenzen  erhalten  bleiben,  nach  Art.  19  seinen  Wert  nicht  ändert,  so 
gilt  das  Gleiche  auch  von  (PQgh), 

Um  zu  zeigen,  daß  das  DV  (PQgh)  eine  charakteristische 
absolute  Invariante  der  projektiven  Chruppe  ist,  müssen  wir  nach 
Artikel  13  beweisen:  Sind  zwei  ebene  Felder  E^  und  E^  derart 
einander  zugeordnet,  daß  jedem  Punkt  jedes  der  beiden 
Felder  ein  und  nur  ein  Punkt  des  andern,  jeder  Greraden 
jedes  der  beiden  Felder  eine  und  nur  eine  Gerade  des 
andern  und  außerdem  jedem  Punkt-Geraden-Wurf  des  einen 
ein  solcher  des  andern  mit  gleichem  DV  entspricht,  so  ist 
diese  Zuordnung  eine  projektive,  m.  a.  W.  sie  kann  durch 
Projizieren  und  Schneiden  hergestellt  werden. 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  bei  diesen  Voraussetzungen,  wenn 
Punkt  Pj  und  Gerade  g^  von  Ej  inzidieren,  die  entsprechenden  Ele- 
mente Pg  und  g^  von  E^  ebenfalls  inzidieren. 

Hierzu  wählen  wir  eine  Gerade  h^  (Fig.  31),  die  nicht  mit  Pj,  und 
einen  Punkt  ^j,  der  weder  mit  g^  noch  mit  h^  inzidiert,  und  können 
diese  Wahl  sicher  so  treffen,  daß  auch  Q^ 
und  h^  nicht  inzidieren.  (Entspräche 
nämlich  nach  getroffener  Wahl  von  h^ 
jedem  Punkt  Q^,  der  nicht  auf  h^  liegt, 
ein  Punkt  Q^  auf  h^,  so  brauchten  wir 
nur  h^  durch  eine  nicht  mit  Q^  und  Pj 
inzidierende  Gerade  \'  zu  ersetzen  und, 
faUs  Q,  dann  zufällig  noch  der  Schnitt-  .  . 

punkt  ÄgÄj'  wäre,  Q^  durch  einen  andern  y  \  ' 

nicht  mit  \,  h^  und  g^  inzidierenden 
Punkt  Q^'  zu  ersetzen,  dem  nun  ein 
von  jenem  Schnittpunkt  verschiedener 
Punkt  Q^  von  \,  also  ein  nicht  mit  h^ 
inzidierender  Punkt  entspräche.)     Dann  Fig.  si. 

ist  nach  Voraussetzung 

(7)  (-PiftPiAi)  =  (-P,<?,ÄÄ,)-0, 

da  Pj  mit  g^  inzidiert.  Nach  (7)  und  Artikel  53  b)  inzidiert  dann 
aber  auch  entweder  P^  mit  g^  oder  Q^  mit  h^^  und  da  letzteres 
durch  Wahl  von  Q^,  h^  ausgeschlossen  ist,  so  trifft  das  Erstere  zu. 

Hiermit  ist  zunächst  gezeigt,  daß  jeder  Inzidenz  in  E^  eine  In- 
zidenz  in  E,  entspricht,  die  beiden  Felder  E^  und  E^  also  kollinear 
aufeinander  bezogen  sind  (s.  Art.  9).  Es  folgt  daraus,  daß,  wenn 
Ay^,  B^y  Cj,  Dj  vier  beliebige  Punkte  von  E^  sind,   von  denen  nicht 


Digitized  by 


Google 


124  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  I.  [64. 

drei  auf  einer  Geraden  liegen,  dasselbe  auch  von  den  yier  ent- 
sprechenden Punkten  -4j,  -Bg,  C^,  D^  von  E,  gilt. 

Zur  bequemeren  Ausdrucksweise  dehnen  wir  nun  den  Begriff  der 
Perspektivität,  der  in  Artikel  20  für  Gebilde  I.  Stufe  erklärt 
worden  ist,  genau  entsprechend  auf  Grundgebilde  U.  Stufe  aus. 
Dann  zeigen  wir  zunächst,  daß  sich  stets  eine  endliche  Reihen- 
folge von  Gebilden  IL  Stufe,  von  denen  je  zwei  aufeinander 
folgende  perspektiv  sind  und  deren  erstes  E^,  deren  letztes  E^ 
ist,  so  herstellen  läßt,  daß  die  Punkte  Ä2,  B^,  0^,  B^  durch  diese 
Kette  von  Perspektivitäten  bezw.  den  Punkten  A^,  B^,  C^,  Dj 
entsprechen. 

Beweis:^)  Ej  und  E^  mögen  zwei  auf  verschiedenen  Ebenen 
ruhende  Felder  sein,  was  andernfalls  durch  einmaliges  Projizieren  des 
Feldes  E,  etwa  und  einmaliges  Schneiden  des  entstehenden  Bündels 
durch  ein  Feld  Ej'  für  die  Felder  E^  und  E^'  stets  zu  erreichen  ist 

Ist  Jfi  der  Schnittpunkt  von  Ä^Ci  und  B^B^,  M^  der  Schnitt- 
punkt von  Ä^G^  und  B^B^,  so  besitzen  die  Geraden  A^A^,  C^C^y 
M^M^  wenigstens  00^  gemeinsame  Sekanten,  d.  h.  Gerade,  die  sie  alle 
drei  schneiden,  da  z.  B.  in  jeder  durch  A^A^  gehenden  Ebene  min- 
destens eine  solche  hegt.  Durch  eine  solche  Sekante  s  legen  wir  ein 
Ebenenbüschel  und  nennen 

a  die  Ebene  sA^A^ 

Dieses  Ebenenbüschel  schneiden  wir  durch  eine  Ebene  E^,  die  durch 
die  Gerade  A^M^G^  geht  und  s  in  S^  schneiden  möge,  und  ebenso 
durch  eine  Ebene  Ej',  die  durch-4^JfjCj  geht  und  s  ia  S^  schneiden 
möge.  Auf  der  Schnittlinie  dieser  Ebenen  E/,  E^'  liegen  bezw.  in 
a,  fi,  y  die  Punkte  A^  M,  G,  die  einerseits  mit  A^,  Jf^,  G^  durch 
das  Strahlbüschel  8^  in  E^',  andererseits  mit  A^,  M^,  C,  durch  das 
Strahlbüschel  5,  in  E,'  perspektiv  liegen. 

Projizieren  wir  also  E^  von  S^  aus  auf  E/,  E,  von  S^  aus  auf  E,', 
so  liegen  die  Projektionen  von  A^  und  A^,  M^  und  Jlfj,  G^  und  Cj 
bezw.  \R  Aj  My  G  vereinigt,  während 

B^,B^  die  Projektionen  von  B^,B^  auf  E/ 
BiyB^     „  „  „    B^,B^     „    Ej 

sein  sollen.  Die  Geraden  B^'B^'  und  B/B^'  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  8,   da  B^B^    und  B^'B^   sich   in  M  schneiden.     Projiziert 


1)  Vgl,  hierzu  auch  Pasch,  Vorlesungen  über  Neuere  Geometrie,  Leipzig, 
Teubner  (1882),  §  17. 
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man  also  nun  noch  E^'  und  E,'  von  S  aus,  so  sind  diese  beiden 
Felder  mit  dem  Bündel  S  perspektiv,  und  bei  dieser  Perspektivität 
entsprechen  den  Punkten  Ä,  B^,  C,  D^    die  Punkte  A,  B^\  C,  D^\ 

Da  jetzt  Ej  perspektiv  mit  S^,  dieses  mit  E^',  dieses  mit  S, 
dieses  mit  E,',  dieses  mit  S^,  dieses  mit  Ej,  und  das  Viereck  A^B^G^D^ 
in  El  perspektiv  mit  AB^CD^  in  Ej',  dieses  mit  AB^GB^  in  E,', 
dieses  mit  A^B^G^^B^  in  Ej  ist,  so  ist  der  Beweis  der  zunächst  auf- 
gestellten Behauptung  erbracht. 

Nun  ist  noch  zu  zeigen,  daß  die  so  hergestellte  projektive 
Zuordnung  zwischen  E^  und  E^  mit  der  gegebenen  Zuordnung  zwischen 
diesen  Feldern  identisch  ist,  d.  h.  daß  einem  beliebigen  Punkte  P^ 
von  Ej,  der  nicht  mit  A^^B^^  G\y^\  identisch  ist,  beide  Male  der- 
selbe Punkt  P2  von  E,  entspricht.  Es  sei  deshalb  P^  der  Pj  ent- 
sprechende Punkt  nach  der  gegebenen,  P,'  der  P^  entsprechende  Punkt 
nach  der  projektiven  Zuordnung.  Bezeichnen  wir  die  Geraden  A^^B^, 
A^i;QA  ^i*  ^1^^;**!»  ^®  (ihnen  bei  beiden  Zuordnungen)  ent- 
sprechenden mit  tifWi^yfi^,  so  ist  nach  Voraussetzung 

(8)  iT,B,\m,)  -  {P,D,k»i,),  (PiA%«,)  =  (i*« A»»,«»), 

iP,D,n,k)  =  (P,  A«2^.), 
andererseits  wegen  der  Invarianz  des  DV  bei  projektiver  Transformation 

(9)  (P,  A^%)  ■=  {Pt'D.h«^),  (P,D,m,n,)  =  (P/A»»,«.), 

(P,A«i^i)  =  (A'A««W, 
also 

(10)  (P, A^,»»»)  =  (A'A^.»»»),  (P,A»»,««)  =  (P/A»»««,), 

(P,  A«,«.)  =  iP,'D,n,l,). 

Nach  der  Annahme  über  Pj  hat  jedes  der  in  (10)  auftretenden  DVe 
einen  bestimmten  Wert.  Da  aber  nach  Artikel  53ia)  sowohl  das 
Produkt  der  linken  Seiten  in  (10)  wie  auch  das  der  rechten  gleich 
Eins  ist,  so  ist  nach  Artikel  53  U)  und  (10)  P,'=  P,. 

Somit  haben  wir  endlich  bewiesen:  Das  DV  eines  Punkt- 
Geraden -Wurfes  ist  eine  charakteristische  absolute  In- 
variante der  Gruppe  aller  projektiven  Transformationen  der 
Ebene  oder  des  ebenen  Feldes. 

Hieraus  folgt  in  bekannter  Weise: 

Jede  projektive  Beziehung  zwischen  Elementen  (Punkten, 
Geraden,  Punkten  und  Geraden)  einer  Ebene  ist  lediglich 
auf  Beziehungen,  die  durch  die  Werte  von  DVen  auszu- 
drücken sind,  zurückführbar.  Ihr  Begriff  zeichnet  kein 
bestimmtes  Element  aus  (Art.  52). 

Und  umgekehrt: 
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Jede  lediglich  auf  die  Werte  von  DVen  zurückfahrbare 
Beziehung  zwischen  Elementen  einer  Ebene,  deren  Begriff 
keines  ihrer  Elemente  auszeichnet,  ist  projektiy. 

66.  [Homogene  projektive  Pnnktkoordinaten.]     Das  DV 

wird  uns  daher  auch  zu  einem  für  die  projektiye  Geometrie  in  der 
Ebene  naturgemäßen  Koordinatensystem  führen.  Wir  stellen  zunächst 
ein  Punkt -Koordinatensystem  auf;  doch  werden  bald  die  beiden  Ele- 
mente, Punkt  und  Gerade,  zu  yölliger  Gleichberechtigung  gelangen. 

Es  seien  wieder  n^,  n,,  m,  drei  beliebige  feste  Gerade,  die  keinen 
Punkt  gemein  haben,  femer  N^  =  «jWj,  N^  =  ^s^d  -^a  =  ^i^j  ^  ^^ 
beliebiger,  mit  keiner  der  drei  Geraden  n^  iazidierender  fester  Punkt, 
P  aber  irgend  ein  Punkt  der  Ebene.  Endlich  sei  noch  N^P  ^  p^y 
N^E  =  e^,  p^n^  =  P^,  c^n,  =  JS^    (»=»i,a,8)  (s.  Fig.  32). 

Setzen  wir  nun 


(11) 


X, 


:  X,  =  (PEn^n,)  =  {p,e,n,n,)  =  {P,E,N,N,) 
;  X,  -  (PEn^n,)  =  ip,e,n,n,)  =  {P,E,N,N,), 


sodaß  z.  B.  x^fX^  homogene  DV- Koordinaten  sowohl  des  Strahles  p^ 
im  Büschel  ^3  mit  n^,n^,  e^  als  0-,  00-,  1 -Strahl,  als  auch  des  Punktes 

P,  auf  der  Punktreihe  n,  mit 
N^,  N^,  J?3  als  0-,  cx)-,  I-Punkt 
sind,  so  sind  die  drei  homogenen 
Gleichungen  (11)  zur  Bestim- 
mung der  Verhältnisse  der  drei 
Zahlen  a;^,  ^,  x^  miteinander 
yerträglich,  da  zwischen  den 
DVen  auf  der  rechten  Seite 
in  (11)  die  Relation  (3  a)  be- 
steht, die  Determinante  des 
Gleichungssystems  (11)  also 
Null  ist.  Durch  die  Gleichungen 
(11)  werden  also  jedem  Punkt 
P  der  Ebene  drei  nur  bis  auf 
einen  willkürlichen  gemein- 
samen Faktor  bestimmte,  da- 
her stets  durch  drei  endliche  Werte  zu  repräsentierende  Zahlen 
XiyX^yX^,  die  nicht  sämtlich  Null  sind,  zugeordnet 

Sind  umgekehrt  x^,  x^,  x^  drei  beliebige  endliche  Zahlen,  aber 
nicht  a?!  =«  a;,  =  0:3  =-  0,  so  haben  mindestens  zwei  der  Verhältnisse 
x^:  x^,  x^:  x^,  x^  :  x^  bestimmte  Werte;  also  sind  mindestens  zwei  der 


Fig.  82. 
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drei  Geraden  p^  nach  (11)  bestimmt.  Sind  alle  drei  bestimmt^  so 
besteht,  da 

^    .    ^    .    ^    r=    1 

•E|     sc^     x^ 

zwischen  den  DYen  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  stets  die  Relation 
(3  a),  also  existiert  nach  Artikel  53  f»)  ein  einziger  bestimmter  Punkt 
JP  als  Schnittpunkt  yon  PiyP2jPz-  -^^  ^^^  ^-  ^-  ^i  *  ^s  unbestimmt, 
d.  h.  a?!  =  a:,  =  0,  so  ist  x^  +  0,  x^:x^^  0,  x^\Xy^=^  oo,  p^  also 
nach  (11)  tmbestimmt,  ft^Wj,  Pi=^^,  sodaß  Pi,  Ps,  p^  doch  den 
bestimmten  Punkt  N^  gemein  haben. 

Die  einem  Punkt  P  durch  (11)  zugewiesenen  Zahlen  x^,  x^,  x^ 
yerdienen  hiemach  die  Bezeichnung  von  Koordinaten  dieses 
Punktes,  die  ganze  Zuordnung  zwischen  allen  Punkten  P  der  Ebene 
einerseits  und  allen  Zahlentripeln  x^,  x^,  x^  andererseits  die  eines 
Koordinatensystems.  N^,  N^,  N^  heißen  die  Fundamental- 
punkte, n^,  n,,  n,  die  Fundamentalgeraden,  die  Figur  dieser 
sechs  Elemente  das  Fundamentaldreieck  des  Koordinaten- 
systems; JE  endlich  heißt  der  Einheitspunkt  des  Systems,  weil 
f ür  P  ==  Je  a?! :  oTj  =  a;, :  a?3  —  a:, :  iCi  =  1  oder  x^^  x^^  x^  wird.  Statt 
mit  P  bezeichnen  wir  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^,  x^,  x^ 
fortan  auch  mit  X  Zwei  Punkte  X  und  T  sind  dann  und 
nur  dann  identisch,  wenn  die  drei  aus  dem  System  oder  der 
Matrix 

II  ^1   ^a   ^s 

II  Vi  y^  Vz  II 

zu  bildenden  Determinanten  Null  sind. 

Wir  nennen  diese  Koordinaten  projektiv,  weil  die  Bestimmungs- 
punkte Ny^y  N^y  N^,  E  lediglich  der  projektiven  Bedingung,  daß 
nicht  drei  von  ihnen  auf  einer  Geraden  liegen  sollen,  unterworfen 
sind,  und  weil  die  Bestimmung  der  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  P  nach  (11)  durch  DVe  erfolgt. 

Eine  Beziehung  zwischen  Elementen  in  der  Ebene, 
deren  Begriff  kein  Element  auszeichnet,  und  die  in  DY- 
Koordinaten  ausdrückbar  ist,  ist  nach  Artikel  54  eine 
projektive  Beziehung.  Wie  in  Artikel  21  schließen  wir  auch  hier: 
Sind  gewisse  Elemente  in  der  Ebene  durch  ihre  projektiven  Koordi- 
naten gegeben,  so  ist  für  die  Aufsuchung  aller  projektiven  Be- 
ziehungen zwischen  ihnen  jede  Kenntnis  über  die  spezielle  Lage 
der  Bestimmungsstücke  Mi;^a;^8;^  ^^^  Koordinatensystems  ent- 
behrlich. 

Wir  nennen  diese  Koordinaten  endlich  homogen,  weil  die  drei 
einem  Punkt  zugeordneten  Zahlen  x^,  x^,  x^  nur  bis  auf  einen,  allen 
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dreien  gemeinsamen  Faktor  oder  —  wie  wir  kurz  sagen  wollen  — 
in  ihren  Verhältnissen  x^ix^ix^  bestimmt  sind.  Die  ans  den 
homogenen  Koordinaten  gebildeten  Verhältnisse  x^ :  x^  nnd  x^ :  x^  sind 
nicht  homogene  DV- Koordinaten ^  die  zur  Bestimmung  der  L^e 
eines  Punktes  in  der  Ebene  im  allgemeinen  ausreichen^  für  die  Punkte 
auf  n^  aber  insofern  völlig  versagen,  als  sie  für  jeden  Punkt  von 
Wj  (außer  N^  und  N^  beide  den  Wert  oo  annehmen.  Da  also  zwei 
Zahlen  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  im 
allgemeinen  genügen,  nennen  wir  das  ebene  Punktfeld  auch  zwei- 
dimensional, und  bezeichnen  die  Anzahl  seiner  Punkte  mit  ool 

Liegt  P  auf  einer  der  Fundamentalgeraden,  z.  B.  auf  n^,  so  ist 
nach  Artikel  53 

(12)  (PEn^n;)  =  0,  (PEn^n^)  =  <x> 

oder  wenigstens  eines  dieser  DVe  hat  den  angegebenen  Wert,  wäh- 
rend das  andere  unbestimmt  ist.  Also  ist  nach  (11)  stets  aig  =  0. 
Ist  umgekehrt  für  einen  Punkt  P  iTj  ==  0,  so  folgt  aus  (11),  da  dann 
nicht  gleichzeitig  x^^  x^^O  sein  kann,  daß  mindestens  eine  der 
beiden  Gleichungen  (12)  stattfindet,  woraus  sich  ergibt,  daß  P  auf 
Wj  liegt,  weil  E  weder  mit  n^  noch  mit  w,  inzidiert  Also  für  alle 
Punkte  und  nur  die  Punkte  auf  Wj  ist  x^  =  0.  Die  Gleichung 
Xi  =  0  wird  somit  durch  die  Koordinaten  aller  und  nur  der 
Punkte  auf  n^  erfüllt.  Wir  besitzen  also  in  dieser  Gleichung  ein 
analytisches  Äquivalent  für  die  ganze  Punktreihe  auf  w^  oder  für 
diese  Gerade  selbst  und  nennen  sie  deshalb  die  Gleichung  dieser 
Geraden. 

Die  Gleichungen  der  Fundamentalgeraden  w^,  Wj,  n^  sind 
daher 

(13)  x^  =  0,    a:,  =  0,    x^  =  0. 

Für  den  Fundamentalpunkt  N^  ist  also  05^  =  0,  a?,  =  0,  da  er 
sowohl  auf  nj  wie  auf  w,  liegt,  x^  ist  folglich  +  0,  und  wir  können, 
da  die  homogenen  Koordinaten  nur  bis  auf  einen  Faktor  bestimmt 
sind,  Xj^  gleich  einer  beliebigen  von  Null  verschiedenen  Zahl,  z.  B. 
=  1  setzen.  D.h.:  Die  Koordinaten  x^,x^,x^  der  drei  Funda- 
mentalpunkte ^1,  N^y  N^  sind  bezw.  proportional  den  Zahlen 

(14)  1,0,0;     0,1,0;     0,0,1. 

Endlich  betrachten  wir  noch  alle  Punkte  P  einer  Geraden  durch 
einen  der  Fundamentalpunkte,  z.  B.  JVj.  Zu  allen  diesen  Punkten  gehört 
dasselbe  p^,  also  ist  nach  (11)  x^ :  x^  konstant.  Umgekehrt  gehört 
zu  allen  Punkten,  für  ii^  x^ix^  konstant  ist,  immer  dasselbe  jp^, 
d.  h.   alle   diese   Punkte   liegen   auf  einer   Geraden   durch  N^,     Be- 
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zeichnen  wir  den  konstanten  Wert  von  x^ :  x^  mit  —  u^  :  m^,  so  ergibt 
sich  also: 

Jede  Gerade  darch  den  Fundamentalpnnkt  ^3  und  nur 
eine  solche  hat  eine  Gleichnng  der  Form 

(15)  UiX^  +  u^x^^  0, 

wo  t^y  U|  Eonstanten  sind.  Mj,  ti^  sind  za  x^,  x^  kontragrediente 
Koordinaten  sowohl  des  Punktes  P3  anf  der  Punktreihe  n^  als  auch  des 
Strahles  jp^  im  Büschel  ^3  (s.  Art.  23  und  42).  Entsprechend  haben 
die  Geraden  durch  N^,  bezw.  N^  Gleichungen  der  Form 

^^i  +  ^*i^i  =  0    bezw.  1^3^:3  +  u^Xj^  =  0. 

66.  [Projektive   Dentang   der    einseinen    projektiven 
Pnnktkoordlnationen.]  Durch 

(11)  sind  die  Verhältnisse  je 
zweier  der  projektiven  Punkt- 
koordinaten als  DVe  erklärt. 
Wir  können  aber  zeigen^  daß 
auch  die  Zahlen  Xi,x^,x^  selbst 
drei  DVen  proportional  sind. 

Ist  nämlich  e  (Fig.  33)  eine  be- 
liebige Gerade,  die  mit  keinem  der 
Punkte  JVi,  JVg,  JTj,  JB  inzidiert, 
so  ist  wieder  nach  Artikel  53  i») 
{PEn,n,)(PEn,e)(PEen,)  -  1, 
also  ist 

x^:x^^  (PEn,n^)  «  (PEn^e)  :  {PEn^e) 
und  mithin 

x^:x^:Xt=--  (PEn^e)  :  (PEn^e)  :  (PEn^e) 
oder 

(16)  QX^-^iPEn^e)  (/- 1,2.3). 
Hiermit  sind  auch  die  drei  Zahlen  x^,  x^^  x^  selbst  als  DYe  gedeutet 

67.  [Trftnsformation  der  projektiven  Pnnktkoordlnaten.] 

Sind  in  der  Ebene  zwei  Koordinatensysteme  eingeführt,  das  eine 
durch  das  Fundamentaldreieck  N^N^N^  und  den  Einheitspunkt  E, 
das  andere  durch  das  Fundamentaldreieck  Ni'N^'N^'  und  den  Ein- 
heitspunkt E\  wobei  entweder  die  Koordinaten  von  N^',  N^',  N^\  E'  im 
ungestrichenen  System  oder  die  von  N^y  N^^  N^y  E  im  gesbichenen 
System  gegeben  sind,  so  lautet  das  Problem  der  Koordinaten- 
transformation: Wie  drücken  sich  die  Koordinaten  x^^x^^x^ 
eines  beliebigen  Punktes  P  in  dem  ungestrichenen  System 

Heffter  n.  Koekler,  anftly tische  Geometrie,  L  9 
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durch  die  Koordinaten  x^^  x^y  x^  desselben  Punktes  in  dem 
gestrichenen  System  aus  und  umgekehrt? 

Halt  man  zunächst  das  Fundamentaldreieck  fest  und  ersetzt  nur 
E  durch  einen  Punkt  E\  der  mit  keiner  der  Geraden  n^^n^yf^  inzi- 
diert,  so  multipliziert  sich  in  (11)  jedes  der  drei  DVe  mit  einer  reellen 
Konstanten,  d.  h.  mit  einer  nicht  von  P  abhängigen  Größe,  und  das 
Produkt  dieser  drei  Konstanten  ist  »  1.     (Nach  Art  53  i)  ist  nämlich 

(PE'n,n^)  -  {PEn,n,)  (EE'n.n,), 

wo  (EE^n^n^)  +  0  ist  u.  s.  w.).  Also  multipliziert  sich  auch  jede  der 
Koordinaten  x^,x^,x^  mit  einer  Konstanten.  Die  Transformations- 
gleichungen lauten  in  diesem  Falle 

(17)  pVi«<a;i,    Qx\^ß^x^,    pV.-yj'aJj, 

wo  «i',  /3j',  y,'  drei  von  Null  verschiedene  reelle  Konstanten  sind. 

umgekehrt  kann  man  durch  Wahl  des  neuen  Einheitspunktes  E' 
stets  erreichen,  Ab&  x^yX^^x^  sich  mit  beliebigen,  von  Null  verschie- 
denen reellen  Konstanten  multiplizieren. 

Nunmehr  lassen  wir  E  un- 
geändert,  ersetzen  aber  eine  der 
Fundamentalgeraden,  z.  B.  n, 
durch  eine  Gerade  Wj',  die  zu- 
nächst noch  durch  einen  der 
Punkte  N^y  N^  etwa  N^  gehen 
möge  (s.  Fig.  34),  während  N^ 
durch  JVi'  ersetzt  wird.  Nennen 
wir  die  neuen  Koordinaten  von 
P  x^yX^^x^y  so  ist  nach  (11) 

(18)  x^:x^---{'PEn^n^==-x^\x^ 

(19)  x^'.x^^iPEn^n,) 

=  (ft^WjX). 


Fig.  34. 

Aus  (18)  folgt 


Cj      =    ffX^y 


Xq     =    6Xq 


(.20) 

(19)   bedeutet  aber  eine  Transformation  der  Koordinaten  von  ft  im 
Büschel  N^  durch  Änderung  von  Wj  in  w,';    also  ist  nach  Artikel  24 


(21) 


T  (äi^i  +  ö^x^) 

wobei  äj^yj  — Og^i  +  O  und  die  ä,  y  reell  sind.    Da  aber  nach  (20) 
äj  =  0,  so  ist  Si2>8  +  0. 

Wird  vor  oder  nach  dieser  Drehung  von  n^  noch  der  Einheits- 
punkt  verlegt,    so  multiplizieren  sich  die  x  oder  x'  noch  mit  von 
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Null  yerschiedenen  Konstanten.  Soll  J?  nach  J?'  verlegt  und  n^  in 
die  Lage  n^  gedreht  werden^  so  entstehen  bei  dem  angegebenen  Ver- 
fahren Schwierigkeiten,  falls  E'  mit  Wj  ojer  E  mit  n^  inzidiert. 
Transformiert  man  dann  aber  zuerst  ^  in  J^,  wo  dies  ein  beliebiger, 
mit  keiner  der  Geraden  v^jf^%yn^^vi^  inzidierender  Punkt  ist,  dann  n^  in 
n^y  dann  E  xii  E\  so  sind  alle  diese  Schritte  wie  vorher  ausfiihr- 
bar.  Somit  können  wir  die  bisherige  Betrachtung  dahin  zusammen- 
fassen: 

Wird  der  Einheitspunkt  verlegt  oder  Wj  um  ^j  gedreht 
oder  beides  ausgeführt,  so  wird 


(22) 


wobei  die  Determinante  der  reellen  Substitutionskoeffi- 
zienten von  Null  verschieden  ist. 

Dreht  man  nun  n^  um  'N^  und  geht  so  zu  nj"  über,  so  wird 
das  neue  x^'  sich  linear  durch  x^  und  o^',  also  linear  durch  x^^x^,  x^ 
ausdrücken.  Ebenso  kann  man  dann  n^  und  n^  durch  beliebige  neue 
Gerade  ersetzen,  wobei  auch  die  neuen  Koordinaten,  die  an  Stelle  von 
Xj^  und  %  treten,  linear  und  homogen  durch  x^,x^y  x^  ausgedrückt  werden. 
Da  bei  jeder  einzelnen  dieser  Substitutionen  wie  bei  (22)  die  Deter- 
minante von  Null  verschieden  ist,  so  ist  auch  die  Determinante  der 
zusammengesetzten  Substitution  als  Produkt  der  Determinanten  der 
einzelnen  Substitutionen  nicht  NuU. 

Wenn  wir  noch  berücksichtigen,  daß  wir  ebenso,  wie  bisher  von 
den  ungestrichenen  zu  den  gestrichenen  Koordinaten,  umgekehrt  von 
diesen  zu  jenen  übergehen  können,  so  haben  wir  also  schließlich  das 
Resultat: 

Sind  x^fX^fX^  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
P  im  System  mit  den  Fundamentalgeraden  n^,  n^,  n^  und 
dem  Einheitspunkt  E,  x^yX^yX^  die  Koordinaten  desselben 
Punktes  im  System  mit  den  Fundamentalgeraden  n/,  n^\  n^ 
und  dem  Einheitspunkt  E\  so  ist 

QX^^  «i'^i  +  <^8  +  ^^t 
QX^^ß^'x^  +  A'^2  +  A'^s 
QX^^y^x^  +  Y^'x^  +  y^x^ 


(23a) 
(23b) 


iQX^^ix^x^  +  ß^x^  +  y^x^ 

QX^  =  a^x^'  +  ß^x^  +  y^x^ 

1  QX^  -  a,a?/  -f-  /?,<  4-  y»^, 
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wo  die  cc,ß,y,a\ß^,y  reell  und  die  Determinanten 

/      /       / 

CL       CC^      €U 

(a'/r/)^   /J/   A'   /?/  ,    («/Jy)^ 

von  Null  Terschieden  sind.  Da  jedes  der  beiden  Gleichungssysteme 
(23)  aus  dem  andern  durch  Auflösung  herrorgehen  muß,  so  sieht  man 
noch,  daß  die  «', /J',  /  den  Adjunkten  der  a,ß,y  in  der  Deter- 
minante (aßy)  und  die  a,  ß,  f  den  Adjunkten  der  a\  ß\  y  in 
der  Determinante  (a'/J'yO  proportional  sind.  Femer  zeigt 
(23b),  daß 

«i;  «27  «8)   A>  A;  A;  yi;  y«;  n 

die  Koordinaten  der  Fundamentalpunkte  JT/,  .N^',  ^j', 

«1  +  A  +  yo   «2  +  A  +  y«;   «s  +  A  +  ya 

die  Koordinaten  des  Einheitspunktes  E'  des  gestrichenen 
Systems  im  ungestrichenen  System  sind,  und  aus  (23a)  ergibt 
sich  ebenso,  wie  sich  die  Bestimmungselemente  des  imgestrichenen 
Systems  im  gestrichenen  ausdrücken. 

Die  Substitutionsdeterminante  (aßy\  bezw.  {a  ß!y')  hat  hier  nicht 
wie  bei  den  Gebilden  I.  Stufe  ein  bestimmtes  Vorzeichen,  da  {aßy) 
bei  einer  Multiplikation  aller  a,  /3,  y  mit  derselben  negativen  Zahl 
sein  Zeichen'  ändert  Man  kann  deshalb  hier  auch  nicht  von  gleich- 
sinnigen und  uhgleichsinnigen  Koordinatensystemen  reden. 

68.  [Fortsetning.]  Da  wir  nach  dem  vorigen  Artikel  drei 
beliebige,  nicht  auf  einer  Geraden  liegende  Punkte  N^y  N^\  N^'  zu 
Fundamentalpunkten  eines  neuen  Koordinatensystems  machen  können 
und  dabei  die  Substitutionsdeterminante,  also  auch  die  aus  den  Koor- 
dinaten der  drei  Punkte  gebildete  Determinante  stets  von  NuU  ver- 
schieden ist,  so  haben  wir  die  wichtige  Folgerung: 

Sind  d^ifttifC^]  ^i;^s9^8)  ^}^)^  d^^  Koordinaten  dreier 
nicht  auf  einer  Geraden  liegenden  Punkte  Ä,B,C,  so  ist  stets 

(ahc)  +  0. 

Sind  umgekehrt  a^,  a,,  a^;  b^,  b^,  b^]  c^,  c„  c^  die  Koordi- 
naten dreier  Punkte  Ä,  B,  C   auf  einer  Geraden,  so  ist  stets 

(abc)  -  0. 

Durch  eine  Koordinatentransformation  können  wir  nämlich  diese 
Gerade  stets  zu  einer  Fundamentalgeraden  eines  neuen  Systems,  etwa 
zu  n^',  machen,  sodaß  in  dem  neuen  System  die  erste  Koordinate  jedes 
der  drei  Punkte  Null  ist.    Also  ist  die  aus  ihren  neuen  Koordinaten 
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gebildete  Determinante  »  0.  Da  diese  sicli  aber  Ton  {abc)  nur  dnroh 
einen  von  Null  yerschiedenen  Faktor,  nämlich  die  Determinante  der 
Transformationskoeffizienten,  unterscheidet,  so  ist  auch  (abc)  »  0.  So- 
mit haben  wir  jetzt  den  zusammenfassenden  Satz: 

Die  aus  den  Koordinaten  dreier  Punkte  gebildete  Deter- 
minante ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  die  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen. 

Sind  nun  die  drei  neuen  Fundamentalpunkte  N^j  N^\  N^'  und 
der  Einheitspunkt  E\  Yon  denen  nicht  drei  auf  einer  Geraden  liegen, 
durch  ihre  Koordinaten  gegeben^  nämlich 

JV/  durch  tti,  ttj,  a,,    iV,'  durch  fe^,  6j,  6j,    JV,'  durch  Cj,  c^,  c^, 
E'  durch  Cj,  6^,  Cj, 

so  müssen  sich  also  in  den  Transformationsformeln  (23  b)  die  Koeffi- 
zienten von  x^  wie  die  a,  die  von  x^  wie  die  &,  die  von  x^  wie  die 
c  verhalten.  Aber  auch  die  Summen  der  Koeffizienten  von  x^^  a?,',  x^' 
müssen  sich  wie  die  e  verhalten.  Multipliziert  man  also  die  gegebenen 
a  mit  einem  Faktor  A,  die  b  mit  einem  Faktor  ft,  die  c  mit  einem 
Faktor  i/,  so  sind  A,  /ii,  i/  aus  den  Gleichungen 

(24)  Xa^  +  fi6,  +  VC,  «  p<% 

Attj-f/Aft,  +  1/C,  =  9^, 

deren  Determinante  nicht  Null  ist,  zu  bestimmen.     Es  ergibt  sich 

(25)  A  :  /t :  1/  ==  (ebc)  :  (aec)  :  (abe), 

wo  auch  diese  drei  Determinanten  nicht  Null  sind.  Also  lauten  die 
gesuchten  Transformationsgleichungen: 

QX^  «=  (ebc)a^Xi  +  (aec)b^x^'+  (abejc^x^' 

(26)  QX^  ==  iebc)a^x^  +  (aec)  bj^x^'  +  {abe)  c^oo^ 
QX^  —  {ebc)a^x^+  {aec)\x^  +  (abe)c^x^\ 

deren  Koeffizienten  ausschließlich  durch  die  Koordinaten 
der  Bestimmungspunkte  des  neuen  Systems  ausgedrückt 
sind.  (Als  Übungsaufgabe  schreibe  man  die  rechten  Seiten  von 
(26)  als  Determinanten  vierten  Ghrades  auf.) 

Endlich  können  wir  noch  die  Behauptung  aufstellen: 
Bedeuten  in  den  Gleichungen  (23b)  (entsprechend  bei  (23a)) 
die  <t,ßyy  beliebige  reelle  Zahlen  mit  der  einzigen  Bedingung 
{aßy)'^Of   so    können   diese  Gleichungen  stets  als   Koordi- 
natentransformation aufgefaßt  werden. 

Bezeichnen  wir  nämlich  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  a^  +  A  +  yi 
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mit  A  +  B  +  r,  ßo  liegen  von  den  yier  Punkten  A,  B,  f,  A  +  B  +  f  nicht 
drei  auf  einer  öeraden,  da  auch  die  Determinanten  (cc,ß,a+ß+y)^(aßy) 
U.S.W.  4-0  Bind.  Also  sind  auch  alle  vier  Punkte  voneinander  verschieden. 
Bestimmt  man  aber  durch  A^  B^  T  als  Fundamentalpunkte  und 
A  +  B  +  r  als  Einheitspunkt  ein  neues  gestrichenes  Koordinaten- 
system^ so  werden  die  Transformationsformeln  zwischen  den  x  und  x' 
nach  (26)  mit  (23  b)  identisch.  —  Als  Folgerung  ergibt  sich  schließlich: 
Sind  nur  die  Punkte  Ä,B,  C  mit  den  Koordinaten  a^,  h^,  c^ 
als  neue  Fundamentalpunkte  vorgeschrieben,  ist  über  den 
neuen  Einheitspunkt  aber  nichts  festgesetzt,  so  kann  man 
immer  die  Transformationsformeln  benutzen 

Q^x^  =  a^x^'  +  \x^'  +  c^x^ 

(27)  p8^"=«j<-f-fc»iCt'+C8V 

in  denen  Qi^Qi^  Q^  noch  ganz  beliebig  sind.  Erst  durch  die  Bestim- 
mung der  Verhältnisse  Qi'Q^'-  Q^  ^'^ti.  der  Einheitspunkt  festgelegt. 
Nimmt  man  z.  B.  pi  =  Pj  =  (fzj  ^^  y^yr^  JL  +  JB  +  C,  d.  h.  der  Punkt 
mit  den  alten  Koordinaten  a^  +  'b^'\-c^  (»«i,»,»),  Einheitspunkt  des 
neuen  Systems. 

69.  [Olelohnng  nnd  Koordinaten  der  Ctorftdon.  Ansdruek 
dos  DV  duroh  dlo  Koordinaten.]  Ist  nun  g  eine  beliebige 
Gerade  der  Ebene,  so  können  wir  sie  durch  eine  Koordinatentrans- 
formation stets  zu  einer  Fundamentalgeraden,  etwa  n^y  des  neuen 
Systems  machen,  sodaß  ihre  Gleichung  nach  Artikel  55  x^ »  0  isi 
Da  aber  x^  nach  Artikel  57  linear  und  homogen  durch  x^,x^y  x^  aus- 
drückbar ist,    so   gibt  es  also   eine  lineare  homogene  Gleichung  in 

X^j    X^y    x^ 

(28)  u^x^  -f  u^x^  +  u^x^^  0, 

die  durch  die  Koordinaten  aller  und  nur  der  Punkte  von  g  erfüllt 
wird.  Wir  nennen  sie  daher  die  Gleichung  der  Geraden  g  und 
Wi,W27**8  ^^®  Koeffizienten  der  Gleichung. 

Ist  umgekehrt  (28)  eine  beliebige  lineare  homogene  Gleichung 
in  Xiy  x^y  x^y  so  können  wir  nach  Artikel  58  wieder  eine  Koordinaten- 
transformation vornehmen,  bei  der 

(28)  also  die  Gleichung  der  neuen  Fundamentalgeraden  n^'  wird.  Daher 
haben  wir  das  wichtige  Resultat: 

Jede  Gerade  wird  analytisch  durch  eine  lineare  homo- 
gene Gleichung  in  Punktkoordinaten  dargestellt.  Jede 
solche  Gleichung  stellt  eine  Gerade  dar. 
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Da  nun  durch  die  Gerade  g  ihre  Gleichung  und  durch  diese  die 
Verhältnisse  u^:u^:  u^  ihrer  Koeffizienten  bestimmt  sind  und  um- 
gekehrt durch  Wi, Mj,  Wj,  wenn  nicht  m^  =  m^  =  t«,  «» 0,  die  Gleichung  (28), 
also  eine  Gerade  bestimmt  ist,  so  können  wir  u^y  u^,  u^  als  homogene 
Koordinaten  der  Geraden  g  oder  als  homogene  Linienkoordi- 
naten definieren.  Die  Gerade  g  mit  den  Koordinaten  u^^vi^^u^  be- 
zeichnen wir  fortan  auch  durch  u.  Da  die  Lage  einer  Geraden  in 
der  Ebene  hiemach  durch  zwei  Zahlen,  z.  B.  durch  u^iu^j  ^  •  ^; 
im  allgemeinen  bestimmt  ist,  so  nennen  wir  auch  das  ebene  Strah- 
lenfeld zweidimensional  und  bezeichnen  die  Anzahl  seiner  Geraden 
mit  ool  —  Die  Linienkoordinaten  der  drei  Fundamentalgeraden  t»|,  »i,,  n, 
sind 

1,0,0;     0,1,0;     0,0,1. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt:  Sind  Oi^Oj^aj';  ßi)ß%jßz\  Yi)  7%^  Yz 
die  Koordinaten,  also 

A'^i  +  ß%^%  +  ßz^z  ^  0 

y/^i  +  Y%^%  +  n^z  =  ^ 

die  Gleichungen  dreier  beliebigen,  aber  nicht  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Geraden  n^',  Wg',  n^\  so  lauten  die  Transformationsformeln 
f(ir  ein  Punktkoordinatensystem  mit  den  Fundamentalgeraden  n/,  n,',  n^ 
und  noch  beliebigem  Einheitspunkt 

(29)  Q^x^'  =  ß^x,  -f  ß,'x^  +  ß^x^ 

9z  ^z  =  y/^i  +  71^2  +  n'^87 

wo  pi',  (jg',  pg'  ganz  beliebig  sind,  also  auch  p/  =  q^  =  q^  genommen 
werden  kann.  Erst  durch  Bestimmung  der  Verhältnisse  (»/  :  (»,' :  q^' 
wird  der  neue  Einheitspunkt  festgelegt.  Man  darf  also  die  neuen 
Punktkoordinaten  stets  einzeln  proportional  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  der  neuen  Fundamentalgeraden 
im  alten  System  setzen,  wenn  es,  was  meist  der  Fall  ist,  auf  die 
Lage  des  neuen  Einheitspunktes  nicht  ankommt. 
Hieraus  folgt  noch,  daß  in  (23  a) 

ai,«a,«3;     ßi^ßtyßz^     Yi^Yt^Yz 

die  Linienkoordinaten  der  Fundamentalgeraden  des  ge- 
strichenen Systems  im  ungestrichenen  sind.  Femer  aber  folgt 
der  zu  dem  in  Artikel  58  bewiesenen  dualistische  Satz: 

Die     aus     den    Koordinaten    dreier    Geraden    gebildete 
Determinante  ist  dann  und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  die 
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drei  Geraden  durch  denselben  Punkt  gehen.  Denn  gehen  die  drei 
Geraden  d,  ß^  y  nicht  durch  denselben  Punkt^  so  ist  in  (29)  nach  Art.  57 
(afiy)  +  0,  und  wenn  {aß'y)  +  0,  so  stellt  (29)  eine  Koordinaten- 
transformation dar  und  a^  p^,  y  sind  die  neuen  nicht  durch  einen 
Punkt  gehenden  Fundamentalgeraden. 

Sind  Uy  V  zwei  beliebige^  nicht  identische  Gerade,  X,  T  zwei  be- 
liebige Punkte,  von  denen  Y  zunächst  weder  mit  u  noch  mit  v  inzi- 
diere,  so  können  wir  aus  (29)  noch  den  analytischen  Ausdruck 
für  das  DV  (XYuv)  eines  Punkt-Geraden-Wurfes  ableiten. 
Wollen  wir  nämlich  u,  t?  zu  zwei  Fundamentalgeraden,  T  zum  Ein- 
heitspunkt eines  neuen  Koordinatensystems  machen,   so  müssen  wir 

wo  zur  Abkürzung  u^o?!  +  u^^s  +  ^^^s  =  [^^Jy  ti.  s.  w.  gesetzt  ist,  und 
die  y  beliebige,  nur  der  Bedingung  {uvy^  ^  0  genügende  Zahlen 
sind.    Dann  aber  ist  nach  (11) 

(81)  (zr.„,_5;_M^. 

Man  sieht  leicht,  daß  der  Ausdruck  (31)  für  das  DV  auch  in 
den  oben  ausgeschlossenen  Fällen  den  richtigen  Wert  liefert. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  leite  die  wichtigsten  Eigenschaften  des 
Punktgeraden -DY  (s.  Art  53)  aus  seinem  analytischen  Ausdruck 
(31)  her. 

2.  Sind  wieder  X,  Y  zwei  Punkte,  u,  v  zwei  Gerade,  so  zeige  man 
mit  Hilfe  von  {XuYv)  «  1  -  (XTut?),  daß 

f32^      (XuYv)  —  (^y)i  i^^\  +  (^y)»  »")i  +  (^y)»  (<^^)»  ^  [(^y)  (^ 

^     ^         ^  '  \xv\  [yu]  \xv\  [ytt]  ' 

wenn  {s^y\^x^y^-x^y^,  {(Xiy\^x^y^-x^y^,  (^y)z  =  ^iy%  -  ^^yu 
(yu\  =  v^u^  —  v^ti^,  u.  s.  w.  ist 

60.  [Ctoometrlsohe  Bedeutung  der  projektiven  Linien- 
koordinftten.}  Die  als  Koeffizienten  der  Gleichung  einer  Geraden 
eingeführten  Linienkoordinaten  haben  eine  geometrische  Bedeutung,  die 
derjenigen  der  Punktkoordinaten  (11)  genau  duaUstisch  entspricht, 
d.  h.  aus  ihr  hervoi^eht,  wenn  man  allenthalben  die  Begriffe  „Punkt" 
und  „Gerade"  miteinander  yertauscht. 

Um  dies  zu  zeigen,  brauchen  wir  den  Satz  (s.  Fig.  35): 
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Ist  N^N^N^  ein  beliebiges  Dreieck  mit  den  Seiten  n^,  n,,  n^, 
E  ein  beliebiger,  auf  keiner  der  Seiten  gelegener  Punkt, 
sind  ferner  JBi,  JE,,  JBj 
seine  Projektionen 
von  den  Ecken  auf 
die  Gegenseiten, 
endlich  ^i,^g,^,  die 
Punkte  auf  n^,  n,,  t^, 
diebezw.vonJEi,JE„JE3 
durch  je  zwei  Ecken 
des  Dreiecks  har- 
monisch getrennt 
werden,  so  liegen 
E^yE^yE^  auf  einer 
Geraden,  der  „Har- 
monikaien (oder  har- 
monischen Polaren) 
Ton  E  in  bezug  auf 
dasDreiecki^i^iJV,«. 

Beweis:  N^yN^,N^ 
und  E  mögen  das  Koor- 
dinatensystem bestim- 
men. Da  E^E^  und 
N^  N^  zwei  harmo- 
nische Paare  sind,  ist 
(E,E,N,N,)^-1,  d.h 

dinaten  von  E^y  E^  E^: 

0,1,-1; 


Fig.  S6. 


nach  (11)  ist  für  die  Koordinaten  von  E^ 
:a?8"' "~  i,  jmd^weü  ^1  auf  n^  liegt,  x^  =  0.    Also  sind  die  Koor- 

1,0,-1;     1,-1,0, 


und  da  die  Determinante  dieser  Koordinaten  gleich  NuU  ist,  so  liegen 
nach  Artikel  58  die  drei  Punkte  auf  einer  Geraden. 

Die  Harmonikale  des  Einheitspunktes  E  in  bezug  auf  das  Funda- 
mentaldreieck nennen  wir  aus  bald  ersichtlichem  Grunde  die  Ein- 
heitsgerade des  Koordinatensystems  und  bezeichnen  sie  mit  e.^) 

Ist  umgekehrt  e  eine  beliebige  Gerade,  die  durch^  keine 
Ecke  des  Dreiecks  N^N^N^  geht,  sind  ferner  E^^E^yE^  ihre 
Schnittpunkte  mit  n^yn^yf^y  endlich  E^yE^yE^  die  von  ihnen 
durch  zwei  Ecken  harmonisch  getrennten  Punkte,  so  gehen 


1)  Die  Harmonikale  ist  —  wie  wir  beiläufig  bcimerken  wollen  —  die  zweite 
•Polare  des  Einheitsponktes  in  bezug  auf  die  von  dem  Dreieck  gebildete  entartete 
-Knxye  dritter  Ordnung. 
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die  drei  Geraden  N^E^,  ^jJ5?„  ^3-^3  durch  denselben  Punkt, 
den  ^^harmonischen  Pol  von  e  in  bezug  auf  das  Dreieck^' 
(b.  Fig.  35). 

(Es  sei  eine  Übungsaufgabe^  diesen  zu  dem  obigen  dualistischen 
Satz  zu  beweisen.) 

Ist  nun 
(28)  u^Xi  +  u^x^  +  u^x^  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  g,  so  ist  für  den  Schnittpunkt 
gn^  =  5^1  a?i  =  0,  also  nach  (28)  und  (11) 

(33)  w, :  «3  «  -  0:3 :  rc,  =  -  {S,E,N,N,)  =  -  (ße,N,N,). 

Da  aber  für  die  zwei  Punkte  JV,,  N^  und  die  drei  Geraden  g,  c,  Cj 
nach  dem  Satz  in  Artikel  53  i«) 

(34)  (ße,N,N,)  {e,eN,N,)  (egN.N,)  =  1 
und  femer 

ist,  so  ist 

(35)  -  (ße,N,N,)  =  (seN,N,). 

Führt  man  noch  die  Bezeichnungen  g^e^^  u.  s.  w.  ein  (s.  Fig.  35),  so 
ist  also  nach  (33)  und  (35)  und,  wenn  man  ebenso  die  Verhaltnisse 
u^  :  u^  und  u^ :  u^  berechnet, 

u, :  W3  =  (ffcN.N;)  =  (ß^E.N^N;)  =  (g^e^n^n,) 

(36)  U3 :  u,  =  (geN.N,)  =  (GjE.N.N,)  ^  {g,e,n,n,) 
u, :  u,  -  (geN.N,)  ^  {G,E,N,N,)  =  {g,e,n,n,). 

Hiemach  sind  z.  B.  u^,  ti^  homogene  DY- Koordinaten  sowohl  des 
Punktes  G^  auf  der  Punktreihe  n^  mit  N^,  N^,  E^  als  0-,  cx>-,  I-Punkt, 
als  auch  des  Strahles  ^3  im  Büschel  JVj  mit  w^,  ni,c,  als  0-,  00-,  1- 
StrahL  Diese  Formeln  entsprechen  genau  den  Formeln  (11)  für  die 
Punktkoordinaten,  wenn  die  Fundamentalpunkte  durch  die  Funda- 
mentalgeraden, der  Einheitspunkt  E  durch  die  Einheitsgerade  e,  der 
beliebige  Punkt  P  durch  die  beliebige  Gerade  g  und  die  vermittelst  der 
Punkte  E,  P  bestimmten  Punkte  E^,  P^  und  Geraden  e^  p^  durch  die 
vermittelst  der  Geraden  6,  g  bestimmten  Geraden  e^  g^  und  Punkte 
JB|,  G^  ersetzt  werden. 

Nach  (36)  sind  die  Linienkoordinaten  von  e 

Ml  =  Mj  «  Wj; 

sie  können  also  durch  das  Wertsystem  1, 1, 1  repräsentiert  werden, 

womit   die  Bezeichnung  von  e   als  Einheitsgerade   gerechtfertigt  ist. 

Ganz   analog  wie  in   Artikel  56    ergibt   sich:    Ist  E  ein   be- 
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liobiger  Punkt,  der  mit  keiner  der  Greraden  n^fn^yn^^e  inzi- 
diert  (z.  6.  der  Einheitspnnkt  der  Punktkoordinaten),  bo  ist  für 
die  einzelnen  Linienkoordinaten 

(37)  QU,=^(geN,E)  (,  =  i,2,s). 
Dies  zu  beweisen  sei  eine  Übungsaufgabe. 

61.  [Oleichnng  des  Punktes  in  LinienkoordinAten.  Zu- 
sammengehörige Punkt-  und  Linienkoordinaten.]  Die  Gleich- 
berechtigung zwischen  Punkt  und  gerader  Linie,  zwischen  Punkt- 
koordinaten und  Linienkoordinaten  wird  yoUständig,  wenn  wir  end- 
lich noch  zeigen,  daß  jeder  Punkt  durch  eine  lineare  Gleichung  in 
Linienkoordinaten  dargestellt  wird,  daß  umgekehrt  auch  jede  solche 
Gleichung  einen  Punkt  darstellt  und  daß  die  Koeffizienten  dieser 
Gleichung  die  Koordinaten  des  dargestellten  Punktes  sind. 

Ist  in  der  Tat  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  genügen 
seine  Koordinaten  x^,  x^,  x^  den  Gleichungen  u^x^  +  ti^x^  +  u^x^  ==  0 
aller  Geraden  u,  die  mit  ihm  inzidieren,  und  nur  diesen.  Oder  m.  a.  W.: 
Der  Gleichung 

(38)  x^u^  +  x^u^  +  x^u^  =  0 

genügen  die  Koordinaten  u^^u^yU^  aller  und  nur  der  Geraden  u,  die 
mit  dem  Punkt  X  inzidieren.  Setzen  wir  aber  umgekehrt  diese  Gleichung 
mit  beliebigen  Koeffizienten  x^y  x^,  x^  an,  so  können  wir  diese  als 
Koordinaten  eines  Punktes  X  auffassen  und  sehen  also,  daß  die 
Gleichung  diesen  Punkt  darstellt.  Daher  können  wir  zusammenfassend 
si^en: 

Fassen  wir  in  Gleichung  (38)  die  u  als  gegebene  und 
die  X  als  unbestimmte  Größen  auf,  so  stellt  sie  die  Geraden 
dar  als  Inbegriff  aller  ihrer  Punkte.  Fassen  wir  dagegen  in 
Gleichung  (38)  die  x  als  gegebene  und  die  u  als  unbestimmte 
Größen  auf,  so  stellt  sie  den  Punkt  X  dar  als  Inbegriff 
aller  durch  ihn  gehenden  Geraden. 

Fassen  wir  endlich  in  Gleichung  (38)  sowohl  die  x  wie 
die  u  als  gegebene  Größen  auf,  so  stellt  sie  die  äquivalente 
Bedingung  dafür  dar,  daß  der  Punkt  X  und  die  Gerade  u 
inzidieren. 

Die  Linienkoordinaten  sind  nunmehr  zu  yöUiger  Gleichberechti- 
gung mit  den  Punktkoordinaten  erhoben,  und  durch  die  Formeln  (36) 
können  wir  sie  ohne  die  Vermittlung  von  Punktkoordinaten  unter 
Benutzung  eines  beliebigen  Fundamentaldreiecks  und  einer  beliebigen 
Einheitsgeraden  direkt  definieren.  Wir  erhalten  also  unendlich  viele 
Punkt-  und  unendlich  viele  Linienkoordinatensysteme,  die  völlig  uu- 
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abMngig  Toneinander  sind.  Wenn  nun  aber  ein  Punkt-  und  ein  Linien- 
koordinatensystem  auf  dasselbe  Fundamentaldreieck  bezogen  sind  und 
die  Einheitsgerade  Harmonikale  des  Einbeitspunktes  in  bezug 
auf  das  gemeinsame  Fundamentaldreieck  ist,  also  die  Koeffizienten 
jeder  ßeradengleichung  die  Koordinaten  der  dargestellten  Ge- 
raden und  die  Koeffizienten  jeder  Punktgleichung  die  Ko- 
ordinaten des  dargestellten  Punktes  sind,  so  nennen  wir  sie  zwei 
znsammengeliorlge  Punkt-  und  Linienkoordinatensysteme. 

62.  [Kontragr«di«nB  nuammeiigehörlger  Funkt-  und 
Linienkoordinftten.]  Genau  dualistisch,  wie  wir  in  Artikel  57  zu 
den  Transformationsformeln  (23  a)  und  (23  b)  zwischen  den  Koordi- 
naten der  Punkte  in  zwei  yerschiedenen  Systemen  gelangt  sind,  er- 
halten wir  solche  Formeln  zwischen  den  Koordinaten  Ui^u^ytt^  und 
u/,  tJL^\  u^  der  Geraden  in  zwei  yerschiedenen  Systemen.  Eine  andere 
Frage  ist  aber  die  nach  der  gleichzeitigen  Transformation  der 
Punktkoordinaten  x^yX^jX^  und  der  mit  ihnen  zusammengehörigen 
Linienkoordinaten  v^jVi^y^j  und  diese  Frage  wollen  wir  jetzt  noch 
erledigen. 

Die  Transformation  der  Punktkoordinaten  x^^x^yX^  möge  durch 
die  Formeln  (23a)  und  (23b)  dai^estellt  werden: 

9^1  =  «i'^i  +  ^^%  +  «s'^j 
(23a)  QX^' «  ß^x^  +  ft'o;,  +  ß,'x, 

QX^  ^  a^x^' +  ßiX^' +  y^x^' 
(23b)  (>iKj  =  «,V  +  /},a;,'+yg< 

QX^  =  «sa^i'  +  ft^  +  n<7 

und  u^y  u^j  t^  seien  die  Koordinaten  einer  beliebigen  Geraden  im 
alten  System,  also 

(38)  t^a?i  +  u^x^  +  WjiCa  ==  0 

ihre  Gleichung.  Setzt  man  hierin  fQr  die  x  die  Werte  aus  (23b)  ein 
und  ordnet  nach  den  x'y  so  erhalt  die  Gleichung  derselben  Geraden  im 
gestrichenen  System  die  Form 

(39)  <rp/  +  «2V  +  «=0, 

und  ti/,  ti^'y  u^  sind  ihre  Koordinaten  in  diesem  System.  Führt  man 
aber  diese  Rechnung  durch,  so  erhalt  man  die  u  ausgedrückt  durch 
die  u  und  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  u  unter  Be- 
rücksichtigung der  Bemerkungen  bei  den  Formeln  (23)  (in  Art.  57) 
die  u  ausgedrückt  durch  die  u  in  den  Formeln 
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(40a) 


(40b) 


d.h.  die  u'  drücken  sich  durch  die  u,  bezw.  die  u  durch  die  u 
yermittelst  desselben  aber  transponierten  Koeffizienten- 
systems aus  wie  die  x  durch  die  x',  bezw.  die  x'  durch  die  x. 
Deshalb  nennt  man  zusammengehörige  Punkt-  und  Linienkoordi- 
naten wieder  zwei  Systeme  kontragredienter  Variablen  (s.  Art. 
23.  25.),  während  die  Koordinaten  aller  Punkte  aUein,  bezw.  aller 
Oeraden  allein  untereinander  kogredient  heißen,  weil  sie  alle 
durch  dieselben  Formehi  (23),  bezw.  (40)  transformiert  werden. 

63.  [Imagin&re  Punkte  nnd  Q^ndm  in  der  Bbene.  Übnngs- 
an^l^ben.]  Da  uns  im  weiteren  Fortgang  der  Untersuchung  die 
Koordinaten  x^^x^^x^  eines  Punktes  X  oder  die  Koordinaten  u^^u^,  u^ 
einer  Geraden  u  häufig  durch  Gleichungen,  denen  sie  genügen  müssen, 
geliefert  werden,  so  kommt  es,  wenn  diese  Gleichungen  nicht  lineai' 
sind,  wie  schon  in  der  Geometrie  in  der  Punktreihe  oder  im  Büschel 
vor,  daß  die  Zahlen  o;^  oder  u^  imaginär  ausfallen.  Um  Ausnahmen 
zu  vermeiden,  wollen  wir  wieder  sagen: 

Ein  Wertsystem 

(41)  Xi  =  a^  +  b^i,      a;,  =  a,+  6,i,      x^^a^+b^i, 

bei  dem  nicht 

(42)  (a6X-(a6),-(a6),-.0, 
(wo  wieder 

(43)  (ab\  =  <hh-(^ihy  (fli)t  =  (hh-aiK  Wz=<^xh-<h^u) 

stellt  einen  imaginären  Punkt  der  Ebene  dar. 

Da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  rr^ :  ^^ :  x^  ankommt  und  diese 
dann  und  nur  dann  reell  sind,  wenn  (42)  gilt,  ist  nämlich  der  durch 
(41)  bestimmte  Punkt  dann  und  nur  dann  imaginär,  wenn  (42)  nicht 
erfüllt  ist. 

Aus  demselben  Gh-unde  kann  man  stets  eine  der  drei  Zahlen  gleich 
Eins  setzen,  sodaß  also  dann  höchstens  zwei  von  ihnen  imagiiuLre  Werte 
haben.  Hiemach  besitzt  das  ebene  Feld,  wenn  die  imaginären  Punkte 
mitgerechnet  werden,  c30^  Punkte. 
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Da  femer  durch  eine  imaginäre  Zahl  stets  ihre  konjugierte  miir 
bestimmt  ist^  so  ist  mit  jedem  imaginären  Punkt  X  zugleich  sein 
aggregiert  imaginärer  X  mit  den  Koordinaten 

(44)  ^1— Ol  — 61«,      ^2  =  0^— 6ji,      :r,«aj— 63* 

bestimmt^  d.  h.  die  imaginären  Punkte  treten  paarweise  aggregiert 
auf.  In  Artikel  65  werden  wir  sehen,  daß  auch  in  der  Ebene  zwei 
aggregiert  imaginäre  Punkte  die  Doppelpunkte  einer  elliptischen  In- 
Yolution  auf  einer  reellen  Geraden  sind. 

Ganz  entsprechend  werden  die  imaginären  Geraden  in  der 
Ebene  eingeftihrt. 

Nach  der  hiermit  vollzogenen  Erweiterung  der  BegriflFe,  ,,Punkt" 
und  ,,Gerade''  in  der  Ebene  müssen  die  bisher  entwickelten  Beziehungen 
zwischen  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene  einer  Revision  unter- 
zogen werden.  Dabei  bedeuten  x^,  x^,  x^  und  u^y  t^y  ti,  stets  zu- 
sammengehörige Punkt-  und  Linienkoordinaten. 

Zunächst  wird  die  elementare  Beziehung  der  Inzidenz  dadurch 
auf  imaginäre  Elemente  ausgedehnt;  daß  Punkt  X  und  Gerade  u  dann 
und  nur  dann  inzident  genannt  werden,  wenn  die  Gleichung 

[xu]  ^  x^fi^  +  x^u^  +  x^u^  «=  0 
erfüllt  ist. 

Zwei  gleichartige  Elemente  (zwei  Punkte  oder  zwei  Gerade) 
-4  und  ^  (bezw.  a  und  6)  sind  (wie  früher,  so  auch  jetzt)  dann 
und  nur  dann  identisch,  wenn  die  drei  Determinanten  der 
Matrix 

«1      «8      »8 

61    h    h 

verschwinden  (s.  Art.  55). 

Ebenso  bleibt  der  Satz  unverändert  gültig: 

Drei  Punkte  A,  B,  C  liegen  dann  und  nur  dann  auf  einer 
Geraden  (drei  Gerade  a,  b,  c  gehen  durch  einen  Punkt),  wenn 
die  Determinante  (abc)  =0  ist.  Denn  dann  und  nur  dann  gibt  es 
nach  der  Determinantentheorie  drei  Zahlen  u^j  u^j  u^y  die  nicht 
sämtlich  Null  sind,  und  für  die 

[au]  =  0,      [bu]  =  0,      [cu]  =  0; 

das  heißt  aber:    A,  By  C  liegen  auf  der  Geraden  u. 

Das  DY  eines  Punkt-Geraden-Wurfes  soU  nun  durch  (31) 
auch  für  den  Fall  definiert  werden,  daß  der  Wurf  imaginäre 
Elemente  enthält  Aus  dieser  Formel  ergeben  sich  dajon  die  Haupt* 
eigenschaften  des  DY,  insbesondere  der  wichtige  Satz  Art  53i«) 
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(PEn,n,){PEn,n,)(PEn,n,)  »  1, 

wenn  P,  E  irgend  zwei  Punkte,  n^,  w^,  w,  irgend  drei  Gerade 
sind^  und  der  dualistische  Satz  Art.  53  ib). 

Um  bei  einer  projektiven  Transformation  des  ebenen  Feldes  E  auch 
jedem  imaginären  Element^  z.  B.  jedem  imaginären  Punkt  P,  ein 
projektiv  entsprechendes  zuzuweisen ,  verfahren  wir  folgendermaßen: 
n^y  fif  jfi^fE  seien  die  reellen  Bestimmungselemente  eines  Koordinaten- 
systems in  E,ni\n^\n^\E'  die  jenen  bei  der  projektiven  Transformation 
von  E  entsprechenden  reellen  Elemente  im  Felde  E'.  Wählt  man  diese 
als  Bestimmungselemente  eines  Koordinatensystems  in  E';  so  haben 
nach  (11)  und  wegen  der  absoluten  Invarianz  des  DY  eines  reellen 
Wurfes  bei  projektiven  Transformationen  je  zwei  entsprechende  reelle 
Elemente  in  E  und  E'  dieselben  Koordinaten.  Wir  werden  des- 
halb auch  jedem  imaginären  Element  von  E  dasjenige  gleichartige 
von  E',  das  in  dem  durch  n^'y  n^',  n^y  E'  bestimmten  Koordinaten- 
system dieselben  Koordinaten  hat,  wie  jenes  in  dem  durch  n^,  n^^  n^y  E 
bestimmten,  als  projektiv  entsprechend  zuweisen.  Hierdurch 
werden  also  auch  den  Doppelelementen  jeder  eUiptischen  Involution 
in  einem  Gebilde  I.  Stufe  von  E  die  Doppelelemente  der  entsprechenden 
Involution  in  E^  als  projektiv  entsprechend  zugeordnet. 

Hiemach  gilt  die  Invarianz  des  DY  bei  projektiven  Transfor- 
mationen auch  für  Würfe  mit  imaginären  Elementen,  und  umgekehrt 
sind  zwei  ebene  Felder  projektiv,  wenn  sie  einander  so  zugeordnet 
sind,  daß  jedem  Elemente  jedes  von  beiden  ein  und  nur  ein  gleich- 
artiges des  andern  und  zwar  jedem  reellen  Element  ein  reelles  ent- 
spricht, und  daß  die  DYe  entsprechender  Würfe  einander  gleich  sind 
(s.  Art.  54).  Demnach  gelten  die  Sätze  am  Schluß  von  Artikel  54 
jetzt  auch  für  imaginäre  Elemente,  die  dort  noch  nicht  eingeführt 
waren. 

Durch  eine  Koordinatentransformation  endlich  werden  auch 
jedem  imaginären  Element  in  dem  neuen  System  bestimmte  imaginäre 
Koordinatenverhältnisse  zugewiesen,  falls  wir  die  Bestimmungs- 
elemente des  Koordinatensystems  stets  reell  wählen.  Dies  aber  soll, 
falls  nicht  ausdrücklich  anders  verfügt  wird,  immer  der  Fall  sein. 

Yon  der  Ausdehnung  des  Grundsatzes  „zwei  Punkte  bestimmen 
eine  Gerade,  zwei  Gerade  einen  Punkt^'  auf  imaginäre  Elemente  wird 
erst  im  nächsten  Kapitel  die  Rede  sein. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  führe  die  Linienkoordinaten  direkt, 
d.  h.  ohne  Yermittlung  von  Punktkoordinaten  ein,  wozu  man  den  Satz 
Artikel  53  fb)  braucht,  stelle  auch  die  Transformationsgleichungen  für 
die  Linienkoordinaten  selbständig  auf  und  gelange  so  zur  Gleichung 
und  zu  den  Koordinaten  des  Punktes. 
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2.  Sind  A^  B,  G  drei  nicht  mit  derselben  Geraden  inzidierende 
Punkte  mit  den  Koordinaten  0^,  a^y  c^]  ^i;  ^s;  ^si  ^y  ^s;  ^s;  ^^ 
femer  u  • 
dinaten 


(45) 


SO  ist 


(46) 


BC,  V  =  CA,  w  =  AB  und  X  ein  Punkt  mit  den  Eoor- 
QXf  Xia,+  X,b,+  X,e^, 


1. 


X,-=-(XEuv) 
l,  =  (XJ^rtp) 
Xi  =  (XJE?wm), 


wo  E  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  a|+  &<+  <?<  (<— i>s>s)  ist. 

3.  Sind  A,  B,  C  drei  nicht  mit  derselben  Oeraden  inzidierende 
reelle  Punkte,  u  eine  beliebte,  mit  keinem  Ton  ihnen  inzidierende 
reelle  Gerade,  so  hat  der  harmonische  Pol  X  von  u  in  bezug  auf  das 
Dreieck  ABC  die  Koordinaten 


(47) 


(1  =  1.2,8). 
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Zweites  Kapitel. 

Fortsetzang:  Daalitätsgesetz;  projektive  Satze  Aber  Punkte  and 

Gerade. 

64.  [Oftltlgkeit  des  Sualit&tsgeseties  in  der  projektiven 
Geometrie  der  Bbene.]  Die  Dualität  zwischen  Punkten  und*  Ge- 
raden in  der  Ebene,  auf  die  wir  schon  in  der  Einleitung  (Art.  5,  6, 10) 
hingewiesen  hatten,  kam  in  einigen  Sätzen  und  namentlich  in  der 
vollkommenen  Gleichberechtigung  zwischen  Punkt-  und  Linienkoordi- 
naten im  vorigen  Kapitel  zum  ersten  Mal  zur  Geltung.  Eben  diese 
Gleichberechtigung  setzt  uns  aber  schon  jetzt  in  stand  zu  beweisen, 
daß  in  der  projektiven  Geometrie  der  Ebene  das  Dualitätsgesetz  un- 
beschränkte Gültigkeit  hat. 

^i;  ^2}  ^  ^^d  Uj,  u,,  u^  seien  beliebige  zusammengehörige 
Punkt-  und  Linienkoordinaten.  Ordnen  wir  jedem  Punkte  P,  dessen 
Punktkoordinaten  die  Werte  x^ :  x^:x^=  p^ip^x  p^  haben,  die  Ge- 
rade p  zu,  deren  Linienkoordinaten  dieselben  Werte  11^:11^:1^=' 
Pi'Pi'Ps  haben,  so  ist  dadurch  jeder  Punkt  mit  einer  be- 
stimmten Geraden  und  jede  Gerade  mit  einem  bestimmten 
Punkte  gepaart,  d.  h.  dieses  Element  jenem  und  jenes  diesem  zu- 
geordnet, z.  B.  jede  Ecke  des  Fundamentaldreiecks  der  gegenüber- 
liegenden Seite. 

Jeder  Figur  F,  d.  h.  jedem  System  (einer  endlichen  oder  un- 
endlichen Anzahl)  von  Punkten  und  Geraden  der  Ebene,  ent- 
spricht hiemach  eine  zweite  aus  Geraden  und  Punkten  gebildete  Figur  i^'. 

Ist  nun  Ä  irgend  eine  von  einer  Figur  F  geltende  geometrische 
Aussage,  so  erhält  man  aus  ihr,  wenn  man  jedes  Element  durch 
sein  entsprechendes  ersetzt,  keineswegs  immer  eine  von  der  neuen 
Figur  F'  geltende  Aussage  A'.  Sagt  z.  B.  J.,  daß  zwei  Gerade  von 
F  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  hat  offenbar  A'  (im  allgemeinen) 
keinen  Sinn.  Ist  aber  A  eine  projektive  Eigenschaft  der  Figur  F, 
so  kann  man  zeigen,  daß  A'  stets  einen  Sinn  hat  und  eine 
projektive  Eigenschaft  der  Figur  F'  darstellt.  Da  nämlich 
jede    projektive   Beziehxmg   zwischen   den  Elementen  der  Ebene  in 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  L  10 
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ihrem  Begriff  kein  Element  auszeichnet  und  sich  lediglich  auf  die  durch 
die  Werte  von  DVen  ausgedrückten  Beziehungen  zurückführen  läßt  und 
umgekehrt  (s.  Art.  54),  so  braucht  nur  gezeigt  zu  werden,  daß  bei  jener 
Zuordnung  jedem  Punkt-Geraden -Wurf  ein  Geraden-Punkt-Wurf  mit 
gleichem  DV  entspricht.  Sind  nun  X,  Y  zwei  Punkte,  u,  v  zwei  Ge- 
rade, X,  y  und  U,  V  die  entsprechenden  Geraden  und  Punkte,  so  ist 

(1)  iXYuv)^{xyVV), 

weil  je  zwei  entsprechende  Elemente  dieselben  Koordinaten,  beide  DVe 
also  nach  Artikel  59  (31)  denselben  Wert  haben. 

Nennen  wir  die  so  zwischen  allen  Punkten  der  Ebene  einerseits 
und  allen  Geraden  der  Ebene  andererseits  getroffene  Zuordnung,  bei 
der  die  Werte  aller  DVe  erhalten  bleiben,  eine  Korrelation,  so 
können  wir  also  sagen: 

.Bei  der  durch  zusammengehörige  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten vermittelten  Korrelation  entspricht  jeder  Fi- 
gur F  mit  den  projektiven  Eigenschaften  Ay  A^^  ^,  . . .  eine 
zu  ihr  korrelative  Figur  F'  mit  den  projektiven  Eigen- 
schaften A'y  J./,  A^  . . .,  die  aus  den  A  durch  Vertauschung 
der  Begriffe  „Punkt^^  und  „Gerade^  abzulesen  sind« 

Hiermit  ist  zunächst  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  be- 
wiesen. Aber  das  Dualitätsgesetz  besi^t  mehr,  und  wir  können  in 
der  Tat  aus  dem  vorstehenden  Satze  mehr  schöpfen. 

Ein  mathematischer  Lehrsatz  kann  stets  in  die  Form  „Aus  A 
folgt  logisch  B^^  gebracht  oder  aus  mehreren  Sätzen  dieser  Form  zu- 
sammengesetzt werden.  Sind  A  und  B  projektive  geometrische 
Beziehungen,  so  sagt  das  Dualitfttsgesetz:  Zugleich  mit  dem 
Satze  „Aus  A  folgt  -B"  ist  auch  der  Satz  „Aus  A'  folgt  B'^ 
richtig,  wenn  J.',  B'  aus  -4,  B  durch  Vertauschung  der  Be- 
griffe „Punkt"  und  „Gerade"  hervorgehen. 

Beweis:  Der  Satz  „Aus  A  folgt  B"  sei  bewiesen.  Die  Be- 
ziehung A'  hat  nach  dem  vorigen  Satz  einen  Sinn.  F'  sei  eine  be- 
liebige Figur,  bei  der  A  stattfindet.  Bei  der  zu  F'  korrelativen 
Figur  F  gilt  die  zu  A'  dualistische  Beziehung  A^  also  auch  die  daraus 
folgende  B,  Also  gilt  bei  der  zu  F  korrelativen  Figur  F'  die  zu  B 
dualistische  Beziehung  B\  d.  h.  sobald  von  einer  Figur  A'  gilt,  gut 
auch  B',  d.  h.  „Aus  A'  folgt  JB'". 

Hiermit  ist  die  unbeschränkte  Gültigkeit  des  rein  geome- 
trischen Dualitätsgesetzes  für  die  projektive  Geometrie  in 
der  Ebene  bewiesen. 

Jedem  projektiven  Lehrsatz  steht  ein  zweiter,  (der  übri- 
gens in  speziellen  Fällen  auch  niit  dem  ersten  überein- 
stimmen kann),  dnalisttsch  gegenüber,    d.h.  er  geht  aus  dem 
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ersten  durch  Yertauscliung  der  Begriffe  „Punkt"  und  „Ge- 
rade" heryor.  Mit  dem  Beweis  des  einen  der  beiden  Sätze 
ist  zugleich  auch  der  des  andern  erbracht. 

Bei  der  analytischen  Behandlung  der  projektiven  Geometrie 
treten  noch  Sätze  der  Form  ;^us  A  folgt  jB"  auf,  wo  A  oder  B  eine 
analytische  Beziehung  zwisdien  Großen  ist,  die  bei  diesem  Satze  ent- 
weder sämtlich  als  Punkt-  oder  sämtlich  als  Linienkoordinaten  oder 
teils  als  jene,  teils  als  diese  gedeutet  werden.  Ist  A\  bezw.  B'  die- 
selbe analytische  Beziehung  wie  Aj  bezw.  B^  bei  der  nur  alle  jene 
Größen  jetzt  der  früheren  Deutung  korrelativ  entsprechend  gedeutet 
werden,  so  behaupten  wir  wieder:  Mit  dem  Satz  „Aus  A  folgt  ^" 
ist  auch  der  Satz  „Aus  A'  folgt  B'^  bewiesen. 

L  A  sei  analytisch,  B  geometrisch.  Ä  sei  erfüllt.  Geht 
man  von  A  durch  korrelative  Interpretation  der  auftretenden  Größen 
zu  A  über,  so  vollzieht  man  nur  die  oben  definierte  Korrelation.  Aus 
A  folgt  nun  nach  Voraussetzung  die  geometrische  Beziehung  B,  Geht 
man  also  von  A  wieder  rückwärts  zu  A'  über,  so  geht  B  in  die 
dualistische  Beziehung  B'  über;  d.  h.  wenn  der  Satz  „Aus  A  folgt  B^j 
gilt,  gilt  auch  der  andere  „Aus  Ä  folgt  JB'". 

U.  A  sei  geometrisch,  B  analytisch.  Geht  man  von  der  Be- 
ziehung Ä  zu  A  über,  aus  der  B  folgt,  dann  von  A  rückwärts  zu  A\ 
so  vollzieht  man  nur  die  Yertauschungen  unserer  Korrelation,  bei  der 
B  nur  anders  interpretiert  wird,  also  in  B'  übei^eht;  d.  h.  „Aus  A' 
folgt  5'".  , 

Hiermit  ist  auch  die  Anwendbarkeit  des  Dualitätsgesetzes  bei 
analytisch-geometrischen  oder  geometrisch-analytischen  Sätzen  projek- 
tiven Inhaltes  erwiesen. 

Für  die  Entscheidung  im  einzelnen  Fall,  ob  ein  Lehrsatz  projektiv 
ist,  genügt  natürlich  schon  die  Prüfung  der  Voraussetzung  -4;  denn 
aus  einer  projektiven  Voraussetzung  kann  sich  rein  logisch  niemals 
eine  nicht  projektive  Folgerung  ergeben  (s.  Art.  10). 

Diese  Prüfung  der  Voraussetzung  A  aber  kann  nach  dem  bisher 
Entwickelten  entweder  unter  Benutzung  der  allgemeinen  Definition 
der  projektiven  Beziehung  (Art.  62)  oder  der  Sätze  in  Art.  54,  bezw. 
in  Art.  55,  wenn  A  analytisch  ist,  erfolgen. 

66.  [Zwei  Ctorftde  und  ihr  Sohnittpnnkt;  swei  Funkte 
und  ihre  YerbindimgBliiiie.]  Das  Dualitätsgesetz  kommt  nun 
schon  bei  den  folgenden  fundamentalen  Sätzen  projektiven  Charakters 
zur  Geltung. 

Es  seien 


(2)  K,  «,,  «. 


10« 


Digitized  by 


Google 


148 


Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  II. 


[65. 


zweier  Geraden  a,  h. 


die  Koordinaten 

[zweier  Punkte  A,  B, 
also 


^  ^^     l4=«^i^i  +  &2^  +  *»^  =  0|  Ih^hu^  +  b^u^  +  b^u^^O 

ihre  Gleichungen,  wo  L^,  Lf,  hier  der  Zusammenfassung  wegen  zu- 
gleich als  abkürzende  Bezeichnung  für  die  linken  Seiten  der  Gleichungen 
und  auch  als  Namen  für  die  beiden  Geraden  oder  Punkte  dienen  mögen. 
Wir  wollen  nun  sagen,  der  Verschwindungsgrad  t?(Jlf)  der  Matrix 


Jf  = 


«1  «1  ö» 
&i    6,  5, 


sei  >0  oder  =0,  je  nachdem  die  Determinanten  {ab\,  («6)2,  («6)5 
(s.  für  die  Bezeichnung  Art.  63  (43))  sämtlich  Null  sind  oder  nicht. 
Dann  sind  die  linearen  Formen  L^  und  £^  linear  abhängig,  d.  h. 
es  besteht  eine  identische  (für  alle  Werte  der  :r,  bezw.  u  geltende)  B^lation 


(4) 


aL,+  ßL,^0 


mit  Yon  Null  yerschiedenen  a  und  /3,  oder  unabhängig,  je  nachdem 
v{M)  >  0  oder  =  0  ist.  Ist  v{M)  >  0,  so  erfüllt  jedes  Wertsystem 
^1)  ^i}  ^»  (bezw.  Ui,  Uj,  Wg),  das  die  eine  der  Gleichungen  (3)  erfüllt, 
auch  die  andere,  d.  h.  die  beiden  Geraden  oder  Punkte  L^  und  Z^ 
siÄd  identisch.  Ist  v{M)  —  0,  so  gibt  es  nur  ein  Wertsystem  Xj^ :  x^ :  x^ 
(bezw.  MjiWgrWj)  =  {0'h\'  (flb\'  (ö^)«?  das  die  Gleichungen  (3)  befrie- 
digt, also  nur  ein  mit  beiden  Elementen  L^  und  Z^  inzidierendes 
Element  der  andern  Art. 

Wir  haben  also  das  Resultat: 

Zwei  Gerade  a,b  (Punkte  Ä,  B)  mit  den  Koordinaten 
(2)  oder  Gleichungen  (3)  sind  dann  und  nur  dann  identisch, 
wenn  der  Verschwindungsgrad  der  Matrix  (2)  größer  als 
Null  ist,  oder. —  was  dasselbe  besagt  —  wenn  eine  iden- 
tische Relation  Ton  der  Form  (4)  besteht,  d.h.  wenn  die  linken 
Seiten  ihrer  Gleichungen  sich  nur  durch  einen  konstanten 
Faktor  unterscheiden.     Andernfalls  ist 


(5a) 


1  *       i  *  *^ 


|(5b) 


«i,:«B 


61 6j 


=  (ab\:{ab\:{ah\ 


ihr     Schnittpunkt     oder     ihr 
Träger. 


ihre     Verbindungslinie     oder 
ihr  Träger. 


Digitized  by 


Google 


65.]  Dualitätageseiz.    Projektiye  S&tze  über  Punkte  und  Gerade.  149 

Hiermit  ist  gezeigt  (was  wir  in  Art.  63  noch  Termißten);  daß 
zwei  nicht  identische  gleichartige  Elemente^  auch  wenn 
eines  von  ihnen  oder  beide  imaginär  sind^  stets  ein  nnd 
nur  ein  Element  der  andern  Art  hestimmen. 

Zwei  aggregiert  imaginäre  Elemente 

\a^+b,i,    a^+b^i,    a^+hi 
\ai  —  bii,    «j-6»*;    03  — 6«i 

haben  das  reelle  Schnitt-  bezw.  Yerbindungselement 

(7)  (ab\:{ab\:{ab\; 

denn  die  aus  (6)  nach  (5)  za  bildenden  Determinanten  sind 


ja,  — fcjt,    a,— &,»■ 


=  -2t 


«»«8 


u.  s.  w. 


Das  Schnitt-  oder  Yerbindungselement  ist  also  dasselbe  wie  das  der 
beiden  reellen  Elemente  L^  und  Zr^.  Zur  Bestimmung  eines  reellen 
Elementes  genügt  daher  ein  einziges  imaginäres  Element  der  andern 
Art.  M.  a.  W.:  Jedes  imaginäre  Element  inzidiert  nur  mit 
einem  einzigen  reellen  Element  der  andern  Art. 

Macht  man  die  reelle  Verbindungslinie  zweier  aggregiert  imagi- 
nären Punkte  zur  Fundamentalgeraden  n,'  eines  neuen  Koordinaten- 
systems^ so  sind  Xi\  x^'  Koordinaten  der  Punkte  auf  dieser  Geraden^ 
und  jene  beiden  Punkte  sind  auch  als  Punkte  dieser  Oeraden  aggre- 
giert imaginär.  Sie  sind  alsO;  wie  in  Art.  63  angekündigt  wurde, 
Repräsentanten  einer  bestimmten  elliptischen  Involution  auf  einer  re- 
ellen Geraden.  —  Entsprechendes  gilt  für  imaginäre  Gerade. 

Der  Begriff  der  imaginären  Elemente  in  der  Ebene  ist  also 
geometrisch  derselbe  wie  in  den  Grundgebilden  I.  Stufe. 

Zwei  reelle  Gerade  a,  h  zerlegen  das  ganze  reelle  Punktfeld 
(unter  dem  projektiven  Gesichtspunkt)  in  zwei  getrennte  Teile 
(Nebenwinkel,  s.  Art.  42).  Zwei  Punkte  X,  T  gehören  demselben 
oder  yerschiedeneu  der  beiden  Teile  an  (s.  Art.  53  e),  je  nachdem 

(9)  {XYaV)^0 

ist.  Ebenso  zerlegen  zwei  Punkte  Aj  B  das  ganze  Strahleufeld  in 
zwei  getrennte  Teile.  Zwei  Gerade  u^  v  gehören  demselben  oder  ver- 
schiedenen Teilen  an,  je  nachdem 

(9a)  (uvAB)^0. 
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66.  [Drei  0«rad«;   drei  Pnnkfe«.]    Sind 
(10)  b„  b„  h, 

die  Koordinaten^  also 


(IIa) 


(IIb) 


L^  =  c^  «1  +  c,  M,  +  Cj  "8"=  O 


die  Gleichungen  dreier  Geraden  a,  6,  c,  bezw,  Punkte  Ä,B,  C,  so  wissen 
wir  bereits  aus  dem  vorigen  Kapitel  (Art.  58,  59,  63),  daß  die  Geradon 
(Punkte)  dann  und  nur  dann  mit  demselben  Punkt  (derselben  Geraden.) 
inzidieren,  wenn 

«1    ttj    Oj 

6, 


(12) 


6i  6j   &8 
q  c,   c, 


=  (a6c)  =  0, 


wofür  wir  auch  sa^en,  wenn  der  Yerscbwindungsgrad  der  Determinante 
v[(ahcy]  >  0  ist  Äquivalent  mit  dem  Verschwinden  von  (abe)  ist  die 
lineare  Abhängigkeit  der  drei  Formen  L^,  Lf,,  L^y  d.  h.  die  Existenz 
einer  identischen  Relation 


(13) 


aL,+  ßL,+  yL,^0, 


in  der  nicht  ar=jJ  =  y  —  0  ist.  (Da  bei  dem  gegenwärtigen  Problem 
natürlich  weder  L^  noch  i^  noch  L^  identisch  Null  ist,  können  wir 
auch  sagen,  daß  in  (13),  falls  (abc)  =»  0,  mindestens  zwei  der  Zahlen 
ccy  ß,  y^O  sind.) 

Ist  nun  (abc)=-0,  ohne  daß  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
(a&),  (6c),  u.  8.  w.  Null  sind,  woffir  wir  sagen  v[(a6c)]  — 1,  so  wissen 
wir  aus  vorigem  Artikel,  daß  mindestens  zwei  der  drei  Elemente  (10) 
ein  bestimmtes  Element  der  andern  Art  liefern,  mit  dem  dann  auch 
das  dritte  der  Elemente  (10)  inzidiert.  In  diesem  Falle  existiert  also 
ein  einziges  bestimmtes,  den  dreien  gemeinsames  Element  der  andern  Art. 

Sind  aber  auch  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von 
(abc)  Null,  wofür  wir  sagen  v[{abc)]  =  2,  so  sind  nach  vorigem  Artikel 
je  zwei,  und  somit  alle  drei  Elemente  (10)  miteinander  identisch. 

Also  können  wir  diese  Ergebnisse  dahin  zusammenfassen: 


Drei  Gerade  a,  6,  c  haben 
keinen,  einen  bestimmten  oder 
alle  Punkte  gemein, 


Drei  Punkte  Ä,  B,  C  ha- 
ben keine,  eine  bestimmte 
oder  alle  Geraden  gemein. 
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je  nachdem  der  YerschwindungBgrad  der  Determinante  ihrer 
Koordinaten  =0,  «1,  oder  —  2  ist 

Die  Gleichung  einer  Geraden  dnrch  zwei  gegebene  Pnnkte 
Äf  B  (eines  Punktes  auf  zwei  gegebenen  Geraden  a^  b)  lautet 
hiemach  —  was  auch  aus  (5)  direkt  abgelesen  werden  kann  — 


(14a) 


XiXjXi 

Ml«,«, 

Ol  0,0, 

=  (xal)  -  0 

(14b) 

OiatOa 

hl  6,  6, 

h  h  h 

=  (uab)^0. 


Denn  das  Verschwinden  dieser  Determinanten  zeigt  an,  daß  die  drei 
Punkte  Xf  Ä^  B  (Geraden  u,  a,  b)  auf  einer  Geraden  liegen  (durch 
einen  Punkt  gehen).  Nach  (7)  ist  dies  für  reelle  a^  b  auch  die  Glei- 
chung des  reellen  Elementes,  das  mit  den  beiden  aggregiert  imagi- 
nären Elementen  a  +  bi  und  a  —  bi  inzidiert. 

Als    unmittelbare    Folgerung 
ergibt  sich  hieraus  noch:  Jede  Ge-  \  ^ 

rade    durch   einen   gegebenen 
Punkt  Ä  ist  in  der  Form 

(15)    Ci  {xa\+  Cj  {xa\+  c^  (xa\ = 0 

darstellbar,  wo  Cj^e^^Cj  Konstanten 
sind,  die  als  die  Koordinaten  eines 
zweiten,  die  Gerade  bestimmenden 
Punktes  aufgefaßt  werden  können. 
Übungsaufgabe:  Drei  reelle 
Gerade  a,  b,  c  teilen  das  ganze  re- 
elle Punktfeld  in  vier  dreiseitige  Ge- 
biete. Liegt  Punkt  P  (s.  Fig.  36) 
in  einem  yon  ihnen,  so  liegt  Punkt  X  in  einem  bestimmten  der  vier 
Gebiete  je  nach  der  Vorzeichenkombination  der  drei  DVe 

{XPab)  (XPbc)  (XPca) 

1)  +  +  + 

2)  + 

3)  -  + 

4)  -  -  + 

Man  beweise  dies  und  das  dualistisch  Entsprechende  für  das 
Strahlenfeld. 

67.  [Etoti  von Sesargues].  Sind  a,b,c  und  d^b\c  die  Sei- 
ten, Aj  jB,  G  und  ÄyB\  C  die  Ecken  zweier  reellen  Dreiecke 
und  liegen  die  Schnittpunkte  aa'y  bb\  cc'  auf  einer  Geraden, 
so  gehen  die  Verbindungslinien  AÄy  BB\  CC  durch  einen 
Punkt  und  umgekehrt 


Fig.  80. 
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Dieser  wichtige  Satz  rührt  Ton  Desargues  her^).  Die  ümkeh- 
rong  seines  ersten  Teiles  ist  zugleich  der  diesem  dualistisch  ent- 
sprechende Satz.  Da  die  projektive  Natur  des  Satzes  unmittelbar  zu 
erkennen  ist,  so  kann  der  Beweis  dieser  ümkehrung  somit  gespart 
werden;  dodi  wird  die  folgende  Rechnung  das  stets  gleichzeitige  Be- 
stehen von  Voraussetzung  und  Behauptung  dartun. 

Das  Dreieck  a'  V  c'  (Fig.  37)  wählen  wir  als  Eoordinatendreieck, 
sodaß  die  Linienkoordinaten  Ton  a',  V,  c  und  die  Punktkoordinaten  von 
Ä,  B',  C  die  Werte  haben: 


o')  1,  0,  0 
&')  0,  1,  0 
c')    0,  0,   1 


B') 

C) 


1,  0,  0 
0,  1,  0 
0,  0,   1 . 


Die  Geraden  a,  h^  c,   die  nicht  mit  demselben  Punkt   inzidieren 
BoUen^  haben  die  Koordinaten 

^)       ^}     ^}     ^8» 

also  sind  die  Punktkoordinaten 
von  Äy  B,  Gl 

A)  Ä^y         A^y  A^ 

B)  B^,  B^,   B^ 

C)  C^j    G,,   C,, 

wenn  A^y  B^y  C^  (i=i,a,j<)  die 
Adjunkten  von  a,.,  6^^  c^  in 
der  Determinante  (abc)  bedeu- 
ten, (abc)  ist  s+=  0,  da  die 
drei  Geraden  a,  6,  c,  nicht  durch  einen  Punkt  gehen. 

Die  Schnittpunkte  aa,  bb',  cc   haben  daher  bezw.  die  Koordinaten 

0,         (h,     -(h 
-  63,         0,         b, 

C^y         -C.y  0, 

die  aus  ihnen  gebildete  Determinante  ist  also 
0  a^     —a^ 


(16) 


-h 


0 


^      -Ci 


0 


=  <hh^~-  ^ih^' 


1)  Oeuvres  de  Desargues  (ßd.  Poudra)  Paris  1864,  I.  S.  418,  480. 
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Die  Verbindungslinien  AA\  BB\  CC    haben    andererseits    die 
Koordinaten 

0,  J,,    -J[, 

-^8,  0,         B, 

und  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante  ist 
0  ^3      -^ 


(17) 


-5» 


0 
Gl 


0 


=  A^B^G^-Ä^B^G^. 


Multipliziert  man  nun  die  Determinante  (16)  mit  der  nicht  yerschwin- 

denden  Determinante  (a&c),  so  folgt  bei  Komposition  von  Zeilen  mit 

Zeilen 

(18)  (a^\c^  -  a,6,c,)(a6c)  -  Ä,B,G,-- A,B,G,, 

Die  Determinanten  (16)  und  (17)  sind  also  gleichzeitig  Null,  bezw. 
nicht  Null.  Das  Verschwinden  von  (16)  gibt  aber  die  Bedingung  dafür, 
daß  aa',  hh\  c6  auf  einer  Geraden  liegen,  und  das  Verschwinden  von 
(17)  die  Bedingung  dafür,  daß  AÄ,  BB\GG'  durch  einen  Punkt 
gehen.     Damit  ist  der  Desargues'sche  Satz  bewiesen. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise  den  Desargues' sehen  Satz 
ohne  Beschränkung  auf  reelle  Elemente. 

2.  Spezialfall  des  Pascalschen  Satzes  (s.  Art.  115):  Sind  1,  3,5 
drei  reelle  Punkte  einer  Geraden,  2,  4,  6  drei  reelle  Punkte 
einer  andern  Geraden,  so  schneiden  sich  die  Geradenpaare 
12  und  45,  23  und  56,  34  und  61  in  drei  Punkten  einer  Ge- 
ralden. 

(Zum  Beweis  wähle  man  das  Koordinatensystem  etwa  so,  daß 
drei  der  sechs  Punkte,  die  nicht  auf  derselben  Geraden  liegen,  Funda- 
mentalpunkte, ein  mit  keiner  der  Fundamentalgeraden  inzidierender 
Punkt  Einheitspunkt  wird.) 

Man  beweise  femer  auch  diesen  Satz  ohne  Beschränkung  auf  reelle 
Elemente. 

Der  zu  diesem  dualistische  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  Brianchon- 
sehen  Satzes  (s.  Art.  115). 

68.  [Strahlbflschel  und  Pnnktreihe  in  der  Bbene.] 


Sind 


die  Koordinaten,  also 


(«) 


Sind 


(19b)      ;    ;     » 

die  Koordinaten,  also 
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(20a) 


l9o  ^1 


0 
0 


die  ßleichungen  irgend  zweier  nicht 
identischen  Geraden  gQ,  g^y  so 
geht,  welchen  reellen  oder  imagi- 
nären Wert  die  Eonstante  X  anch 
haben  mag,  nach  Artikel  66  jede  Ge- 
rade,  deren  Gleichung  die  Form  hat 

(21a)         g^^g^'-Xg^^'O, 

durch  den  Schnittpunkt  von  g^ 
und  g^ ,  weil  g^,  g^j  g^  linear  ab- 
hängig sind,  umgekehrt  ist  jede 
durch  diesen  Punkt  gehende  Ge- 
rade ^r  =  0  in  der  Form  (21a)  dar- 
stellbar, da  nach  (13)  g^  g^,  g^ 
linear  abhängig  sein  müssen.  (21a) 
liefert  also  die  Gleichungen,  ihre 
Koeffizienten 

(22a)     MjW -  Xu^^^\  m/)  -  Am,<«), 

liefern  somit  die  Koordinaten  aller 
und  nur  der  Geraden  gr^  des  durch 
gofg»  bestimmten  Sirahlbüschels. 
Z.  B.  ist  far 

A«0:    gj,=go 

1 


X- 


oo,  d.h.  y 


0:     gx  =  g^ 
1-     gx=9i^9o-9<»>' 


Für  variables  X  kann  also  (21a) 
als  Gleichung  des  Strahl- 
büschels, das  durch  gQ,go,  be- 
stimmt ist,  bezeichnet  werden. 


die  Gleichungen  iigend  zweier  nicht 
identischen  Punkte  Pq,  P»;  so  liegt, 
welchen  reellen  oder  imaginären 
Wert  die  Konstante  X  auch  haben 
mag,  nach  Artikel  66  jeder  Punkt, 
dessen  Gleichung  die  Form  hat 

(21b)       P,^Po-AP«  =  0, 

auf  der  Verbindungslinie  Ton  P^ 
und  P«,  weil  P^y  P©,  P«  linear 
abhängig  sind.  Umgekehrt  ist  jeder 
auf  dieser  Geraden  liegende  Punkt 
P=.0  in  der  Form  (21b)  dar- 
steUbar,  da  nach  (13)  P,  Pq,  P« 
linear  abhängig  sein  müssen.  (21  b) 
liefert  also  die  Gleichungen,  ihre 
Koeffizienten 

(22b)    iPiW-Axi^«),  x/)-;ia;,<-), 
x^^^^-Xx^^"^^ 

Uefem  somit  die  Koordinaten  aller 
und  nur  der  Punkte  P^  der  durch 
Pq,  P«  bestimmten  Punktreihe. 
Z.  B.  ist  für 

A  =  0:     P.^Po 

A  =  oo,  d.L|«0:     P;i  =  P«o 

A  =™  J.  •  Jr 2  ==  Xj   ^=  Jlq  — "  ^OD  • 

Für  variables  X  kann  also  (21b) 
als  Gleichung  der  Punktreihe, 
die  durch  P^,  P»  bestimmt  ist, 
bezeichnet  werden. 


Da  aber  über  die  Realität  von  g^,  gx>,  bezw.  P^,  P«  hier  gar 
nichts  vorausgesetzt  wurde,  so  umfassen  wir  in  den  Gleichungen  (21) 
auch  Strahlbüschel  und  Punktreihen  mit  imaginärem  Träger. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Parameters  X  ist  leicht  zu 
ermitteln.     Wir  beschränken    uns    dabei    auf   den   Fall    des   Strahl- 
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büschels.     Sei  X  ein  beliebiger  Punkt  auf  g^^,  Y  ein  solcher  auf  g^, 
so  ist 


(23) 
also 
(24) 
d.  h.  nach  Artikel  59,  (31) 


2  =üiM. 


1  =  AM. 


2  ~  9oix)9<^(y) 

9o(2f)9^(x)' 


(25) 


X^{XYg^g^)  =  {gx9i9o9<c)' 


Indem  wir  dieses  Resultat   mit  dem  ihm  dualistisch  entsprechenden 
zusammenstellen,  ergibt  sich  also  (s.  Fig.  38  a  und  b): 


(25a)        X  « ißig^g^g^), 

d.h.  k  ist  dasDV  der  vier  Strah- 
len gx,gugo,g<»,  oder  X  ist  DV- 
Eoordinate  des  Strahles  g^^^  in 
dem  durch  g^,  g^  bestimmten 
Büschel,  wenn  ^0,gF«>>  5^1  bezw. 
0-,  oo-,  1- Strahl  sind,  (die 
hier  aber  auch  imaginär  sein 
können). 


Flg.  88  a. 


(25b)      A  =  (P,P,PoP.), 

d.h.  X  ist  das  DV  der  vier  Punkte 
P;i,Pi,Po,Poo,  oder  A  ist DV-Ko- 
ordinate  des  Punktes  P^  in  der 
durch  Po,  Poo  bestimmten 
Punktreihe,  wenn  Pq,  P»,  Pi 
bezw.  0-,  oo-,  I-Punkt  sind,  (die 
hier  aber  auch  imaginär  sein 
können). 


^      ^ 


Fig.  38  b. 


Hiemach  kann  nun  die  ganze  Theorie  der  Involution  und  der 
harmonischen  Elementepaare  (s.  A.rt.  33 — 37  und  42)  auch  an 
die  Gleichungen  (21)  oder  an  die  Eoordinatenausdrücke  (22)  ange- 
knüpft werden,  da  der  Buchstabe  A  hier  dieselbe  Bedeutung  hat  wie 
dort  das  Verhältnis  der  homogenen  Koordinaten.  Will  man  auch  hier 
zu  homogenen  Koordinaten  übergehen,  so  braucht  man  nur  A  » A^ :  A, 
zu  setzen. 

Insbesondere  heben  wir  folgende  Sätze  und  Formeln  hervor,  die 
för  reelle  g^,  g^,  bezw.  P^,,  P»   aus  denen  a.a.O.  abzulesen  sind, 
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die  sicli  aber  hier  ohne  diese  Beschränkung  aus  (25)  und  dem 
Ausdruck  des  DV  durch  die  Koordinaten  (Art.  59  (31))  unmittelbar 
ergeben. 

Das  DV  der  beiden  Punkte- 


Das  DV  der  beiden  Strahlen- 


paare 


(26a)   (  '0'^'    ^--^       ^ 


paare 


(26b)  {^^_ 


P,=0,    P.=0 
AP,=0,  Po-A'P.-O 


hat  den  Wert 
(27a)       (ß,g,9,g„)-X:l'.  |(27b)       (P,P,,PoP«)=.A:A'. 

Die  beiden  Paare 


(28a)   (  ^»"^' 


9Q+^9m  =  0 


(28  b) 


P„-0,    P,-0 
Po-AP.-O,  Po+AP,=0 

trennen  einander  also  stets  harmonisch,  falls  wir  lülmlich  jetzt 
auch  zwei  gleichartige  Elementepaare,  deren  Schnittpunkt,  bezw.  deren 
Verbindungslinie  imaginär  ist,   harmonisch  nennen,  wenn  ihr  DV 

1  ist. 

Das  DV  der  beiden  Strahlen-  Das  DY  der  beiden  Punkte- 


paare 


(29a) 


paare 


(29b) 


Po-AP,-0,Po-A'P„=0 


Po-^P,=0,  P,-,i'P.-0 


(i/o— •*9«  =  0,   <7o— ^V«  =  0 

1^0-^5'«.  =  0,  g^-n'9^-~0 
hat  (in  Übereinstimmung  mit  Art.  25,  61.  (53))  den  Wert 
cqm  (X  — p.)(t'— ft) 

Die  beiden  Paare  trennen  einander  also  harmonisch,  wenn  (30)  =  —  1 
oder 

(31)  XX'  +  i(A  +  X')(ii  +  fi')  +  fi(i'^0 
ist. 

Endlich  möge  noch  folgende,  für  spätere  Anwendungen  wichtige 
Bemerkung  hier  Platz  finden.     Werden  die  drei  Punkte 

(32)  Po-0,     P«  =  0,     P,^Po-AP.«0 

einer  Punktreihe  von  einem  beliebigen  reellen  oder  imaginären 
Punkt  Ä  unserer  Ebene  aus  projiziert,  so  sind  die  drei  projizierenden 
Geraden 

g^^{xa^^^a)^0,    5^«  =  (a;  rc<«)  a)  -  0, 

g,^{x,a^')-X:x^-\a)^g^-Xg^^O', 
d,  h.  auch   die  Gleichungen   dreier   die  Punkte  (32)  projizie- 
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renden  Geraden  können  immer  in  die  Form  gesetzt  werden 

(33)  ^o  =  0>    <7o.=  0,    ^o-^fl'oo-O. 

Entsprechend  dualistisch.  Hierin  drückt  sich  analytisch  die  Inva- 
rianz des  DV  bei  Projizieren  und  Schneiden  aus,  wobei  aber  ^^Projek- 
tionszentrum^'  und  ^^Schnittlinie''  jetzt  auch  imaginär  sein  können; 
(jedoch  in  der  Ebene  unserer  Betrachtung  liegen  müssen). 

68.  [Projektive  Znordnonff  sweler  Chnmdffebilde  I.  Btnfe 

in  der  Bbene.]  In  Artikel  20  und  41  sahen  wir,  daß  zwei  Orund- 
gebilde  I.  Stufe  mit  reellen  Trägem  projektiv  einander  zugeordnet 
sind^  wenn  sie  einander  ein-eindeutig^  reellen  Elementen  reelle  und 
je  vier  Elementen  des  einen  yier  Elemente  des  andern  mit  gleichem 
DV  entsprechen.  In  Artikel  20  und  26  wurde  schon  angedeutet; 
wie  wir  die  projektive  Zuordnung  unter  Beibehaltung  reeller  Träger 
so  erweitem  könnten,  daß  reellen  Elementen  auch  imaginäre  und  um- 
gekehrt entsprechen  dürfen.  Nach  dem  vorigen  Artikel  können  wir 
nun  abermals  erweiternd  die  projektive  Zuordnung  irgend  zweier  Grund- 
gebilde I.  Stufe  mit  reellem  oder  imaginärem  Träger,  die  in 
derselben  Ebene,  sonst  aber  beliebig  liegen,  durch  die  Gleichheit 
entsprechender  DVe  definieren  (natürlich  auch  ohne  zu  verlangen, 
daß  reellen  Elementen  wieder  reeUe  entsprechen)  und  diese  Zuordnung 
analytisch  ausdrücken. 

Sind  xumlich  Lq,  Zf«  zwei  lineare  Ausdrücke,  beide  in  Punkt- 
oder beide  in  Linienkoordinaten  und  gilt  das  Gleiche  von  L^,  L^, 
so  stellen  die  Gleichungen 

(34)  Zo~AL«  =  0,    Xo'-A'L;«0 

zwei  Punktreihen  oder  zwei  Büschel  oder  eine  Punktreihe  und  ein 
Büschel  mit  reellem  oder  imaginärem  Träger  dar.  Durch  eine  in 
A,  k'  bilineare  Gleichung 

(35)  aXX'  +  bX  +  ck'  +  d^O, 

in  der  ad  —  bc^O  ist,  werden  die  beiden  Gebilde  (34)  einander 
ein-eindeutig  zugeordnet.  Diese  Zuordnung  ist  aber  in  dem  erweiterten 
Sinne  projektiv.  Eliminiert  man  nämlich  A'  aus  der  zweiten  Glei- 
chung (34)  mittels  (35),  so  geht  sie  über  in 

(36)  {cL,'  +  dLi)  -  A(-  a V-  6^«)  =  0, 

also,  durch' Einführung  eines  neuen  0-  und  oo -Elementes  L^'  und 
Lg,  in 

(37)  Zo"-Ai;'«0. 

In  den  durch  die  erste  Gleichung  (34)  und  durch  (37)  dargestellten 
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Gebilden  sind  jetzt  immer  zwei  demselben  X  entsprechende  Elemente 
einander  zugeordnet.  Nach  (30)  ist  somit  das  DV  von  irgend  vier 
Elementen  des  einen  Gebildes  stets  gleich  dem  DY  der  vier  ent- 
sprechenden des  andern. 

Also  haben  wir  zunächst  das  Resultat: 

Zwei  Grundgebilde  I.  Stufe  (34)  in  derselben  Ebene, 
deren  Parameter  durch  eine  bilineare  Gleichung  (35)  ver- 
knüpft sind,  sind  dadurch  (in  dem  erweiterten  Sinne)  ein- 
ander projektiv  zugeordnet. 

Wir  können  femer  jetzt  folgende  Erweiterung  des  „Fundamental- 
satzes der  projektiven  Geometrie^'  (s.  Art.  20)  beweisen: 

Sind  irgend  drei  Elemente  Lq,  L^,  L^  eines  Grundgebildes 
irgend  drei  Elementen  L^^  Z«,  L^  eines  andern  Grundgebildes 
in  derselben  Ebene  zugeordnet,  so  ist  dadurch  eine  projek- 
tive Zuordnung  zwischen  den  beiden  Gebilden  eindeutig  be- 
stimmt (wobei  also  weder  die  Realität  der  benutzten  Elemente  noch 
die  der  Trager  vorausgesetzt  wird). 

Man  kann  nämlich  die  Gleichungen 

z.-o,    i;-o 

der  Elemente  L^,Li  schon  mit  solchen  Faktoren  multipliziert  denkeui 
daß 

(38)  Lo-Z.«0,      Zo'-L^-O 

die  Gleichungen  von  L^y  bezw.  L^'  sind.  Stellt  man  dann  die  beiden 
Gebilde  durch  die  Gleichungen 

(39)  L^^XL^^O,      m-XL'^^0 

dar,  so  sollen  sich  also  die  drei  Elementepaare,  welche  den  Parameter- 
werten 0,  1,  oo  zugehören,  entsprechen.  Damit  aber  je  vier  Elementen 
des  einen  Gebildes  vier  Elemente  des  andern  mit  gleichem  DY  ent- 
sprechen, müssen  je  zwei  Elemente  mit  gleichem  Parameterwert 
einander  zugeordnet  werden,  und  damit  ist  nach  dem  vorigen  Satz 
eine  projektive  Zuordnung  auch  wirklich  hergestellt,  w.  z.  b.  w. 
Durch  diese  Betrachtung  ist  gleichzeitig  bewiesen: 

Zwei  projektive  Grundgebilde  I.  Stufe  derselben  Ebene 
können  analytisch  immer  so  dargestellt  werden,  daß  zwei 
einander  zugeordnete  Elemente  durch  denselben  Parameter- 
wert bestimmt  sind. 

70.  [BneugnlB  Bwel«r  gleichartigen  projektiven  Chnmd- 
gebUde  L  Btnfe.] 
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Sind 
(40a)    ^o-^<7«-0,  (7o-X<7a;=0 

zwei  durch  gleiche  Parameierwerte 
projektiv  einander  zugeordnete 
Strahlbüschel  S  und  S'  derselben 
Ebene  (Fig.  39  a),  so  bestimmen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  einen 
Punkt.  Die  Gesamtheit  dieser 
Punkte  nennt  man  das  Erzeug- 
nis der  beiden  projektiven 
Büschel. 


Pig.  S9a. 

Sind  nun  f&r  einen  Punkt  die 
beiden  Gleichungen  (40a)  bei  irgend 
einem  Wert  von  X  erfüllt,  so  er- 
füllen seine  Koordinaten  auch  die 
durch  Elimination  von  X  entstehende 
Gleichung 

(41a)         go9'c.-9offo.  =  0, 

und  umgekehrt:  Wenn  die  Koor- 
dinaten eines  Punktes  X  Gleichung 
(41a)  erfüllen,  also 

ist,  so  erfüllen  sie  auch  für  den- 
selben Wert  von  X,  nämlich  für 

die  beiden  Gleichungen  (40a). 

Die  durch  die  projektive 
Zuordnung  zweier  Büschel  er- 
zeugte   Reihe    von    Punkten 


Sind 

(40b)  Po-^-P«-o,p;-AP;«o 

zwei  durch  gleiche  Parameterwerte 
projektiv  einander  zugeordnete 
Punktreihen  ^  und  ^'  derselben 
Ebene  (Fig.  39  b),  so  bestimmen  je 
zwei  entsprechende  Punkte  eine 
Gerade.  Die  Gesamtheit  dieser 
Geraden  nennt  man  das  Er- 
zeugnis derbeidenprojektiven 
Punktreihen. 


Fig.  89  b. 

Sind  nun  für  eine  Gerade  die 
beiden  Gleichungen  (40  b)  bei  irgend 
einem  Wert  von  X  erfüllt,  so  er- 
füllen ihre  Koordinaten  auch  die 
durch  Elimination  von  X  entstehende 
Gleichung 

(41b)    PoP;-Po'p«-o, 

und  umgekehrt:  Wenn  die  Koor- 
dinaten einer  Geraden  u  Gleichung 
(41b)  erfüllen,  also 

Po(ü)p;(ü)-Po'(ü)Pco(ö)^o 

ist,  so  erfüllen  sie  auch  für  den- 
selben Wert  von  X,  nämlich  für 


,         Po(^) 

PooCü) 


p;w' 


die  beiden  Gleichungen  (40b). 

Die  durch  die  projektive 
Zuordnung  zweier  Punktrei- 
hen  erzeugte   Reihe   von   Ge- 
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wird  also  auch  darch  die  in 
Punktkoordinaten  quadrati- 
sche Gleichung  (41a)  analy- 
tisch dargestellt. 


raden  wird  also  auch  durch 
die  in  Linienkoordinaten  qua- 
dratische Oleichung  (41b)  ana- 
lytisch dargestellt. 


Mit  denjenigen  Reihen  Ton  Punkten  oder  Geraden,  deren  Koor- 
dinaten quadratischen  Gleichungen  genügen,  d.  h.  mit  den  Eurren 
zweiten  Grades,  werden  wir  uns  von  Kap.  VI  an  eingehend  beschäftigen. 

Zwei  ungleichartige  projektiy  einander  zugeordnete  Grund- 
gebilde I.  Stufe  derselben  Ebene  können  kein  neues  Gebilde  er- 
zeugen, weil  durch  einen  Punkt  und  einen  Strahl  kein  neues  Element 
erzeugt  wird. 

Übungsaufgabe:  Unter  welchen  Bedingungen  fallen  die  Verhält- 
nisse der  Koeffizienten  in  den  Gleichungen  (41)  reell  aus? 

71.  [Das  voUstbidige  Viereck  und  Vierselt.] 


Vier  Punkte  .4,  jB,  C,  D,  von 
denen  nicht  drei  auf  derselben  Ge- 
radenliegen, bilden  nebst  ihren  sechs 
Verbindungslinien  ein  vollstän- 
diges Viereck.*)  Seine  sechs  Sei- 
ten sondern  sich  in  drei  Paar 
Gegenseiten,  d.  h.  je  zwei  solche, 
die  nicht  durch  dieselbe  Ecke  gehen: 
AB,  CD]  AC,  BD-,  AD,  BC. 
Die  drei  Schnittpunkte  je  zweier 
Gegenseiten  heißen  Diagonal- 
punkte und  bestimmen  das  Dia- 


Vier  Gerade  a,  6,  c,  d,  von 
denen  nicht  drei  durch  denselben 
Punkt  gehen,  bilden  nebst  ihren 
sechs  Schnittpunkten  ein  voll- 
ständiges Vierseii*)  Seine  sechs 
Ecken  sondern  sich  in  drei  Paar 
Gegenecken,  d.  h.  je  zwei  solche, 
die  nicht  auf  derselben  Seite  liegen: 
ab,  cd;  ac,  bd]  ad,  bc.  Die  drei  Ver- 
bindungslinien je  zweier  Gegen- 
ecken heißen  Diagonalen  und  be- 
stimmen das  Diagonaldreiseit 
des  Vierseits. 


gonaldreieek  des  Vierecks. 

Wir  führen  die  folgenden  Betrachtungen  für  das  Viereck  allein 
durch  und  übertragen  nur  die  Resultate  dualistisch. 
Bilden  die  vier  Punkte 


(42) 


A  =  a^Ui  +  a^u^  +  a^u^  =  0 
B  =  6iWi  +  6,w,  -f  ftjWj  =  0 

C=CiWi  -f  C,M,-f  CjMj  —  O 

D^  diUi+  diU^+  d^u^=-  0 , 


1)  Unter  einem  einfachen  Viereck  AB  CD  dagegen  versteht  man  die 
aus  diesen  vier  Punkten  und  den  vier  Verbindungslinien  je  zweier  bei  der  ge- 
gebenen Reihenfolge  AB  CD  aufeinander  folgenden  Punkte  gebildete  Figur. 
Diese  hat  zwei  Paar  Gegenecken,  zwei  Paar  Gegenseiten,  zwei  Diagonalen  und 
zwei  Diagonalpunkte.  Dualistisch  entsprechend  wird  das  einfache  Vierseit 
definiert  und  erweist  sich  als  mit  dem  einfachen  Viereck  identisch. 
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unter  denen  sich  auch  imaginäre,  aber  nur  paarweise  aggre- 
giert befinden  dürfen,  ein  vollständiges  Viereck,  so  sind  die  drei 
Paar  Gegenseiten  (s.  Fig.  40). 


(43) 


Ans  (42)  ergibt  sich  die  identische  Relation 

(44)  (bcd)Ä-  (acd)B  +  {abd)C -  {ahc)D^O, 

deren  Koeffizienten  samtlich  Ton  Null  yerschieden  sind,  da  nicht  drei 
der  yier  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.     Folglich  sind 


AB  oder  (xab)  -  0 

und     CD  oder  (xed)  -  0 

AC     „     (xac)  —  0 

„      BD     „     (xbd)^0 

AD     „     (xad)  —  0 

„      BC     „     {xhc)^Q 

(45) 


E  =  Q)cd)A  -  {acä)B  =  -  (afed)  G  +  {ahc)B  =  0 
F^  Q>cd)A  +  (aftd)  C  =  {acä)B  +  {ahc)B  «  0 
G  =  Q)cd)A  -  {alc)B  =     {acd)B  -  {ahä)  (7  =  0 


die  Gleichungen  der  drei  Diagonalpunkte  E,  F,  G;  denn  E  ist  hier- 
nach ein  Punkt,  der  sowohl  auf  ^jB  als  auch  auf  CB  liegt,  u. s.w. 
Wir  untersuchen  zunächst  die  Realität  Ton  J?,  F,  G  bei  den 
verschiedenen  Fallen,  die  hinsichtlich  der  Realität  von  Ä,  B,  C,  B 
möglich  sind,  wenn  imaginäre 
Ecken  nur  paarweise  aggre- 
giert auftreten. 

1.  Sind  alle  vier  Ecken 
des  Vierecks  reell,  so  nen- 
nen wir  es  ein  Viereck 
erster  Art.  Bei  ihm  sind 
natürlich  auch  die  sechs  Sei- 
ten und  die  drei  Diago- 
nalpunkte E,  F,  G  reell. 
2.  Sind  sowohl  A  und  B 
wie  auch  C  und  B  aggregiert 
imaginär,  so  nennen  wir  das 
Viereck  ein  Viereck  zwei- 
ter Art.  Bei  einem  solchen 
können  wir  die  Koordinaten  a.  und  6,  von  A  und  B  —  und  ebenso  die 
Koordinaten  c^  und  d^  von  C  und  B  —  als  konjugiert  imaginäre  Zahlen 
voraussetzen.  Dann  sind  die  Gegenseiten  AB  und  CB  als  Verbindungs- 
linien aggregiert  imaginärer  Punktepaare  reell,  die  Gegenseiten  AC 
und  BB  und  ebenso  die  Gegenseiten  AB  und  BC  aber  nach  (43) 
aggregiert  imaginär,  weil  die  ttf  und  bf,  die  c^  und  d^J  also  auch 

H^fftar  n.  Koehler,  analytiBolie  Geometrie,  I.  IX 


Flg.  40. 
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{xae)  und  (xhd),  {xad)  und  {xlc)  konjugiert  imaginär  sind.  Da 
zwei  aggregiert  imaginäre  Gerade  einen  reellen  Schnittpunkt  haben, 
so  sind  also  E,  F,  G  reelL 

3.  Sind  Ä  und  B  aggregiert  imaginär,  C  und  D  reell,  so  nennen 
wir  das  Viereck  ein  Viereck  dritter  Art.  Bei  einem  solchen  sind 
die  Gegenseiten  AB  und  CD  reell,  femer  nach  (43)  ÄC  und  BC 
(die  nicht  Gegenseiten  sind)  und  ebenso  AD  und  BD  aggregiert 
ima'ginär.  Der  Diagonalpunkt  E  ist  reell.  Die  Diagonalpunkte  F 
und  G  aber  sind  nach  (45)  aggregiert  imaginär,  ihre  Verbindungs- 
linie ist  also  reell. 

Somit  haben  wir  für  Viereck  und  Vierseit  die  Resultate: 


Beim  Viereck  erster  und 
zweiter  Art  ist  das  Diagonal- 
dreieck reell.  Beim  Viereck 
dritter  Art  dagegen  ist  eine 
Ecke  und  die  gegenüberlie- 
gende Seite  des  Diagonaldrei- 
ecks reell,  die  beiden  andern 
Ecken  sowohl,  wie  die  beiden 
andern  Seiten  sind  aggregiert 
imaginär. 


Beim  Vierseit  erster  und 
zweiter  Art  ist  das  Diagonal- 
dreiseit  reell.  Beim  Vierseit 
dritter  Art  dagegen  ist  eine 
Seite  und  die  gegenüberlie- 
gende Ecke  des  Diagonaldrei- 
seits  reell,  die  beiden  andern 
Seiten  sowohl,  wie  die  beiden 
andern  Ecken  sind  aggregiert 
imaginär. 


72.  [Harmonische  BiffenschaAen  des  Viereclui  und  Vler- 
selts.]  Wir  denken  uns  jetzt  die  Größen  a^,  6^,  c<,  d^  in  (42)  von 
vornherein  mit  den  in  (44)  auftretenden  Konstanten  multipliziert  und 
verstehen  unter  A,  B,C,  D  die  schon  mit 

(bcd),  —(acc[)f  (ahd)f  —  (ahc) 
multiplizierten  linearen  Funktionen  in  (42).    Dann  lautet  (44) 
(44a)  A  +  B+C  +  D^O 

und  (46) 

r  E  =  A  +  B^-{C+D)^0 

(45a)  F^A+C=-{B+D)^0 

I  G  =  A  +  D^-{B+C)^0. 


Auf  jeder  Vierecksseite,   ob  sie  reell  oder  imaginär  ist,  z.  B.  auf 
AB,  sind  nun 

^^  \  Ä  +  B  =  E  =  0,      A-B^F+G-'O, 

wie  diese  Gleichungen  nnmittelbar  zeigen  (s.  Art.  68),  zwei  harmo- 
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nische  Punktepaare.  Projizieren  wir  diese  auf  den  Vierecksseiten 
liegenden  harmonischen  Punktepaare  von  den  nicht  auf  jenen  liegenden 
(reellen  oder  imaginären)  Diagonalpunkten  aus  (s.  Fig.  40),  so  erhalten 
wir  den  Hauptsatz  über  die  harmonischen  Eigenschaften: 


In  jedem  Diagonalpunkt 
des  vollständigen  Vierecks, 
unter  dessenEcken  auchPaare 
aggregiert  imaginärer  Punkte 
sein  dürfen,  werden  stets  die 
beiden  Gegenseiten  durch  die 
beiden  Seiten  des  Diago- 
naldreiecks harmonisch  ge- 
trennt. 


Auf  jeder  Diagonale  des 
Tollständigen  Vierseits,  unter 
dessen  Seiten  auch  Paare 
aggregiert  imaginärer  Gera- 
den sein  dürfen,  werden  stets 
die  beiden  Gegenecken  durch 
die  beiden  Ecken  des  Diago- 
naldreiseits  harmonisch  ge- 
trennt 


Oder: 


Je  zwei  Gegenseiten  des 
vollständigen  Vierec[ks  wer- 
den durch  diebeidenvon  ihrem 
Schnittpunkt  verschiedenen 
Diagonalpunkte  harmonisch 
getrennt. 


Je  zwei  Gegenecken  des 
vollständigen  Vierseits  wer- 
den durch  die  beiden  von  ihrer 
Verbindungslinie  verschiede- 
nen Diagonalen  harmonisch 
getrennt. 


Oder  auch: 


Je  zwei  Ecken  des  voll- 
ständigen Vierecks  werden 
durch  je  zwei  Seiten  seines 
Diagonaldreiecks,  deren 
Schnittpunkt  nicht  auf  der 
Verbindungslinie  dieser  Ecken 
liegt,  harmonisch  getrennt. 


Je  zwei  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierseits  werden 
durch  je  zwei  Ecken  sein  es  Dia- 
gonaldreiseits,  deren  Verbin- 
dungslinie nicht  durch  den 
Schnittpunkt  dieser  Seiten 
geht,  harmonisch  getrennt. 


Aus  diesen  Sätzen  folgt  die  wichtige  Tatsache,  daß  man  zu  drei 
reellen  Elementen  eines  Grundgebildes  I.  Stufe  mit  reellem 
Träger  das  vierte  harmonische  linear,  d.h.  nur  unter  Benutzung 
eines  Lineals,  konstraieren  kann.  Soll  nämlich  zu  drei  Strahlen 
1,1',  m  (Fig.  41)  eines  Büschels  ein  vierter  so  konstruiert  werden,  daß 
IV  mm'  ein  harmonischer  Wurf  wird,  so  bringt  man  irgend  zwei 
durch  einen  beliebigen  Punkt  von  m  gehende  Gerade  g,  g  mit 
l,  V  zum  Schnitt  und  erhält  in  den  Punkten  A=^lg,  B=Vg,  C=lg', 
JD^Vg'  ein  vollständiges  Viereck,  in  dem  l,  V  Gegenseiten  sind  und  m 
eine  Seite  des  Diagonaldreiecks  ist;  m'  muß  also  durch  den  Schnitt- 
punkt von  AD  und  CB  gehen.     (Entsprechend  dualistischl) 

Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise  die  harmonische  Eigen- 
schaft des  vollständigen  Vierecks  erster  Art,  indem  man  drei  seiner 

XI* 
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Fig.  41. 


Ecken  als  Fundamentalpunkte;  die  vierte  als  Einheitspunkt  des  Koor- 
dinatensystems w'ählt  (oder  man  löse  die  dualistische  Aufgabe). 

Da  E^E^E^  (s.  Fig.  85)  das  Diagonaldreieck  des  aus  N^^N^yN^^E 

gebildeten  yoUstandigen  Vierecks 
ist,  ergibt  sich  nach  obigem  die 
lineare  Eonstruierbarkeit  der 
Einheitsgeraden  e  bei  gegebe- 
nem Einheitspunkt  und  um- 
gekehrt. 

2,  Da  jede  Gerade  durch  eine 
lineare  Gleichung  g(x) »» 0  in 
^19  ^39  ^8  dargestellt  wird,  ist  jedes 
Geradenpaar  g(x)^0,  Ä(a?)-=0 
durch  eine  quadratische  Glei- 
chung g{x)  •  h(x)  =f{x,  ar)  =  0  dar- 
stellbar. Obwohl  wir  uns  mit  den 
quadratischen  Gleichungen  erst 
später  blassen  werden,  möge  schon 
hier  als  Übungsaufgabe  der  Satz 
bewiesen  werden:  Die  drei  Geradenpaare  f{x,  x)  =  0,  g{xy  x)  —  0, 
h{x,  x)^0  bilden  dann  xmd  nur  dann  die  Gegenseitenpaare  eines 
yoUstandigen  Vierecks,  wenn  eine  identische  Relation 

Xf{x,  x)  +  iig(x,  x)  +  vh(x,  x)  =  0 

besteht,  in  der  X,  ft,  v  yon  Null  yerschiedene  Eonstanten  sind. 

78.  [Bzistens  von  oo^  vollständigen  Tlereoken  bei  gege- 
benem Dlagonaldreleok.]  Wir  wollen  noch  zeigen,  daB  umgekehrt 
zu  jedem  gegebenen  Dreieck,  yon  dem  mindestens  eine  Seite  reell  ist, 
zwei  auch  aggregiert  imaginär  sein  dürfen,  oo'  yoUsföndige  Vier- 
ecke mit  reellen  oder  paarweise  aggregiert  imaginären  Ecken  existieren, 
deren  Diagonaldreieck  es  ist. 

Sind 

(47)  6-0,    /--O,    g^O 

die  Gleichungen  der  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks,  so  müssen  zu- 
nächst die  drei  Paare  yon  Gegenseiten  eines  zugehörigen  Vierecks 
AB  CD  Gleichungen  yon  folgender  Form  haben: 

AB)    f^Xg^Q,      OB)    f+Xg^O 

(48)  AC)    ^-fic-=0,      BD)    5f+^c-0 
AD)    e-vf^O,      BC)    c-hv/'-O; 

denn  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks  sind  nach  dem  Hauptsatze  des  yori- 
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gen  Artikels  durch  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  harmonisch  ge- 
trennt. 

Damit  femer  ABy  AC,  AD  sich  wirklich  in  einem  Punkte  A 
schneiden^  ist  es  nach  (13)  notwendig  und  hinreichend,  daß 

(49)  a(f^Xg)  +  ß(ß-^,ie)  +  y{e^vf)^0, 

und  da,  ßjf^g  linear  unabhängig  sind,  müssen  in  (49)  die  Koeffizienten 
Ton  eyf,g  einzeln  Null  sein.  Hierfür  ist  aber  wiederum  notwendig 
und  hinreichend,  daß 

(50)  Xfiv^l. 

Ist  diese  Bedingung  aber  erfüllt,  so  schneiden  sich  auch  AB, 
BD,  BC  ia  einem  Punkte  B  u.  s.  w.  Also  sind  (48)  die  drei  öegen- 
seitenpaare  eines  Vierecks,  und  (47)  ist  das  zugehörige  Diagonaldreieck, 
da  die  Schnittpunkte  der  drei  Oeradenpaare  (48)  mit  den  Schnitt- 
punkten der  drei  Geraden  (47)  identisch  sind. 

Damit  endlich  j1,  J?,  C,D  sämtlich  reell  oder  nur  Paare  aggregiert 
imaginärer  Punkte  unter  ihnen  sind,  muß  noch  untersucht  werden,  wel- 
chen Bedingungen  Xyfi,v  hinsichtlich  der  Realität  zu  unterwerfen  sind. 
Ist  das  Diagonaldreieck  reell,  so  müssen  entweder  alle  Gegenseitenpaare 
des  Vierecks  reeU  oder  eines  reell,  die  beiden  andern  aggregiert  ima- 
ginär sein.  Man  darf  daher  zwei  der  drei  Zahlen  A,  /t,  v  reell  oder 
rein  imaginär  beliebig  wählen,  während  die  dritte  dann  durch  (50) 
als  reelle  Zahl  bestimmt  ist.  —  Ist  nur  c—  0  reell,  /*=  0  und  g  ^0 
aggregiert  imaginär,  so  muß  AB  und  CD  reell,  AC  und  AD  sowohl 
wie  BD  und  BC  (oder  AC  und  BC,  sowie  AD  und  BD)  aggre- 
giert imaginär  ausfallen.  Wählt  man  nun  /t  »  ft^  -f-  /i^i  beliebig 
komplex,  so  muß,  damit  etwa  AC  und  AD,  sowie  BD  und  BC 
aggregiert  imaginär  werden, 

1 

V  — . 

^— <*>»' 
also  nach  (50) 

genommen  werden,  und  damit  sind  jene  Bedingungen  in  der  Tat 
erfüllt.    Auch  hier  bleiben  also  zwei  reelle  Zahlen  ft^,  fi^  willkürlich. 

Somit  hat  man  in  allen  Fällen  eine  zweifach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  yon  Vierecken  mit  reellen  oder  paarweise 
aggregiert  imaginären  Ecken,  zu  denen  das  gegebene  Dia- 
gonaldreieck gehört. 

Da  man,  wenn  das  gegebene  Dreieck  reeU  ist,  X  xmd  fi  jedenfalls 
reell  beliebig  wählen  darf,  können  dann  zwei  (durch  fg,  bezw.  ge 
gehende)  Seiten  des  Vierecks  (die  also  nicht  Gegenseiten  sind)  oder 


Digitized  by 


Google 


166  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  IL  [73. 

eine  Seite  und  eine  auf  ihr  liegende  Ecke  reell  noch  will- 
kürlich angenommen  werden.  Letzteres  gilt  aher  auch,  wenn  nur 
eine  Ecke  und  eine  Seite  des  Dreiecks  reell  ist.  Denn  gibt  man  in 
ft  =  lif^  +  {Igt  dem  Verhältnis  ft^ :  ft,  =°  x  alle  reellen  Werte,  so  stellt 
für 

(51)  f-^^,^f-^,.0, 

da  f  und  g  konjugiert  imaginär  sind^  alle  reellen  Geraden  durch  die 
reelle  Ecke  fg  dar;  die  Seite  AB  z.  B.  kann  also  reell  beliebig  ge- 
wählt werden.  Dann  kann  man  aber  ^^  oder  fi,  noch  so  bestimmen, 
daß  die  Seite  AG  oder  g  —  ^e^ g  —  fi,(x  +  i)e===^0  durch  einen  be- 
liebigen reellen  Punkt -4  you  AB  geht;  denn  aus  fl'Cöt)  — fi2(x  +  i)e(a) 
=  0  ergibt  sich  für  (i^  der  Wert 

_  g{a)   J^ 

f^2  — x  +  f  e{a)' 

und  dieser  ist  reell,  da  e(a)  reell  und  -^^.  nach  (51)  gleich  seinem 

konjugierten  Wert,  also  ebenfalls  reell  ist.  Die  Ecke  A  kann  also 
auf  AB  auch  noch  reell  willkürlich  angenommen  werden. 

Wir  schließen  hieran  noch  eine  für  das  nächste  Kapitel  beson- 
ders wichtige  Folgerung.  Zwei  reelle  harmonische  Strahlenpaare  lassen 
sich  stets  in  der  Form  darstellen 

^''^  \f-9-0,    f  +  g^O, 

WO  fyg  reell  sind.  Nimmt  man  noch  eine  beliebige  dritte  reeUe 
Gerade  e  =  0  hinzu,  die  nicht  durch  den  Schnittpunkt  Ton  f  und  g 
geht,  was  auf  oo'  Arten  geschehen  kann,  so  kann  man  in  (50)  A  »  1 
setzen  und  dann  noch  eine  der  Größen  ft,  v  willkürlich  (reeU  oder 
rein  imaginär)  wählen  und  erhält  ein  yoUständiges  Viereck,  dessen 
Diagonaldreieck  e=»0,  f  ^0,  g  =  0  ist. 
Also  gUt  das  Sätzepaar: 

Sind   ah,  cd   zwei   beliebige  1      Sind -45,  CD  zwei  beliebige 
reelle   harmonische  Strahlen- 1  reelle    harmonische    Punkte- 


paare, so  gibt  es  oo'  vollstän- 
dige Vierecke,  für  die  a  und 
b  zwei  Gegenseiten,  c  und  d 
zwei  Seiten  des  Diagonaldrei- 
ecks sind. 


paare,  so  gibt  es  cx>^  vollstän- 
dige Vierseite,  für  die  A  und 
B  zwei  Gegenecken,  C  und  D 
zwei  Ecken  des  Diagonaldrei- 
seits  sind. 
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74.  [lüTolntion  beim  Tlerselt  und  Tiereok.  Einteilnng 
des  Fnnktfeldes  dnroh  ein  Tlerselt,  des  Strahlenfeldes  durch 
ein  Tlereok.]     Wir  beweisen  den  ersten  der  beiden  Sätze: 

Die  drei  Gegenseitenpaare 
eines  yollständigen  Vierecks 
werden  von  jeder  reellen  Ge- 
raden   seiner   Ebene    in    drei 


Pnnktepaaren    einer    Involu- 
tion gesch'nitten. 


Die  drei  Gegeneckenpaare 
eines  vollständigen  Yierseits 
werden  von  jedem  reellen 
Punkte  seiner  Ebene  durch 
drei  Strahlenpaare  einer  In- 
volution projiziert. 

Beweis:  Sind  E=leu]  «  0,  F=[fu]  «  0,  ö  =  [ßu]  «  0  die 
Gleichungen  der  Ecken  des  Diagonaldreiseits  des  gegebenen  Yierseits, 
so  haben  nach  (48)  und  (50)  die  drei  Gegeneckenpaare  Gleichungen 
der  Form 

F-XG^O,  F+ia^o 

(53)  ö-ft^«0,  G  +  ilE^Q 

E-vF'^O,  E  +  vF^-'O, 
wobei  Xfiv  =  1  ist 

Werden  diese  drei  Punktepaare  von  einem  beliebigen  reellen 
Punkt  aus,  den  wir  als  den  Pundamentalpunkt  0,  0,  1  des  Koordi- 
natensystems gewählt  denken,  projiziert,  so  stellt  jede  der  Gleichungen 
(53)  zusammen  mit  t^  =  0  eine  der  sechs  entstehenden  Geraden  dar. 
Die  Koeffizienten  von  u^  und  u^  in  (53)  sind  demnach  Strahlen- 
koordinaten der  drei  Geradenpaare  im  Büschel  mit  dem  Mittelpunkt 
W8=»0.    Diese  haben  also  die  Werte 


(64) 


9t  — i^^,   9t-f^et] 


fx+^9i,    fi+^9i 

9l+(i«l,     93  +  1^6, 

«i  +  vfi,   e^  +  vf^, 


und  sie  erfüllen  die  Gleichong  (39)  Art  36;  denn  die  dortige  Deter- 
minante wird  Uer 


(55) 


fi'-^'9i*    fj»-^'9x93 


V-ft'ßi*    9i9i-C''eiet 


und  es  zeigt  sich,  daß  sie  gleich  Null  ist,  wenn  man  die  zweite  Zeile 
mit  A^,  die  dritte  mit  -y  multipliziert  zur  ersten  addiert  und  die  Glei- 
chung Xiiv  »  1  beachtet.  Dies  war  aber  die  Bedingung  dafür,  daß 
die  drei  Strahlenpaare  einer  Involution  angehören.  * 

Diese  Involution  ist  nach  Art.  36  stets  reell;  denn  beim  Yierseit 
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erster  und  zweiter  Art  sind  je  zwei  Oegenecken  reell  oder  aggregiert 
imaginär^  beim  Yierseit  dritter  Art  aber  gibt  es  zwei  einander  aggre- 
gierte Paare  imaginärer  Gegenecken,  and  daraas  folgt^  daß  die  Eoeffi* 
zienten  der  Inyolutionsgleicliung  reell  sind. 

Sind  nnn  ayb,Cyddie  Seiten  des  Yierseits,  X  der  reelle  Trager 
der  entstehenden  Strahlen involntion,  so  wollen  wir  noch  die  analyti- 
schen und  geometrischen  Kriterien  f&r  den  Charakter  der  Involu* 
tion  aufstellen. 

Parabolisch,  Iwszw.  identisch  (s.  Art.  87)  ist  die  Involution 
offenbar  dann  und  nur  dann,  wenn  X  mit  einer,  bezw.  mit  zwei 
Seiten  des  Vierseits  inzidiert.  Schließen  wir  also  diese  Falle 
aus,  so  ist  die  Involution  entweder  elliptisch  oder  hyperbolisch. 
Nennen  wir  nun  die  Lage  eines  reellen  Punktes  X  in  Bezug 
auf  ein  Vierseit  elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nach  dem 
Charakter  der  in  ihm  entstehenden  Involution,  so  suchen  wir  also  die 
Bedingungen  dafür,  daß  X  elliptische  oder  hyperbolische  Lage  habe. 

Bei  den  Vier  Seiten  aller  drei  Arten  gibt  es  immer  ein  Paar  reeller 
Gegenecken.  Diese  seien  ai  und  cd,  dann  nehmen  wir  zunächst  an, 
daß  die  drei  Punkte  ab,  cd,  X  nicht  auf  einer  Geraden  liegen.  Wählen 
wir  diese  drei  Punkte  bezw.  als  die  Ecken  ti^'  =0,  t4j'  -» 0,  u^'  =-  0 
eines  Koordinatensystems  und  sind  in  diesem  System  die  Koordinaten 
von  a,  b,  c,  d  bezw. 

0,  o,',  o,';   0,  6,',  W\  <,  0,  c^;  d,',  0,  <, 
so  können  wir,  wenn  a  und  b  oder  c  und  d  aggregiert  imaginär  sind, 
Oj'  und  fcj'y  ^9  ^^'^  W  0^®^  ^i   ^^^  ^';  ^'  ^^^  ^s'  ^  konjugiert  ima- 
ginäre Zahlen  voraussetzen. 

Bestimmt  man  hiernach  die  Koordinaten  der  beiden  Punktepaare 
ab,  cd  und  ac,  bd,  dann  diejenigen  der  sie  mit  X  verbindenden 
Strahlenpaare  und  hieraus  schließlich  nach  GL  (39)  Art.  36  die  Glei- 
chung der  durch  diesen  Strahlenwurf  bestimmten  Involution  (bei  der 
wir  die  gepaarten  Strahlen  mit  u   und  u'  bezeichnen),  so  ergibt  sich 

(56)  (h\c;d^«  -  Ob'&s'^'^i' V<'  -  ^• 

Die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  reell.  Je  nachdem  also  ihre 
(sicher  nicht  verschwindende)  Determinante« 

(57)  D  =  -  o,' V«8'&8'<i'^/«  >  0  oder  <  0 

ist,  ist  die  Involution  im  Punkte  X,  d.  h.  die  Lage  des  Punktes 
X  in  bezug  auf  das  Vierseit,  elliptisch  oder  hyperbolisch. 

Beim  Vierseit  zweiter  Art  sind  a  und  b,  c  und  d  aggregiert 
imaginär,  a^W  a^b^,  c(d(,  c^d^  also  >  0,  d.  h.  die  Involution 
ist  nach  (57)  stets  hyperbolisch: 
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In  bezng  auf  das  Vierseit  zweiter  Art  hat  jeder  reelle 
Punkt;  der  mit  keiner  Seite  inzidiert,  hyperbolische  Lage. 
Dies  geht  auch  geometrisch  daraus  hervor,  daß  beim  Vierseit  zweiter 
Art  aggregiert  imaginäre  Gegenecken  existieren^  die  Inyolution 
also  nach  Art.  33  nicht  elliptisch  sein  kann. 

Beim  Vierseit  dritter  Art  seien  a  und  b  i^gregiert  imaginär^ 
c  und  d  reell;  also  ist,  wenn  wir  unter  sgn  a  die  Zahl  +  1  oder 
—  1  verstehen,  je  nachdem  a  >  oder  <  0  ist,  nach  (57) 

(58)  Bgn  (-  D)  =  8gn  (c.'d.'e.'d,')  =  Bgn(^,:  J)  • 

Nun  ist  nach  der  Bedeutung  der  gestrichenen  Koordinaten  (s.  Art.  60) 

(59)  ^:|:^(,,^,aj,X); 

also  ergibt  sich  aus  (57),  (68),  (59): 

In  bezug  auf  das  Vierseit  dritter  Art  hat  ein  reeller 
Punkt,  der  mit  keiner  Seite  inzidiert,  elliptische  oder  hyper- 
bolische Lage,  jenachdem  er  durch  die  reellen  Seiten  von 
dem  reellen  Träger  der  beiden  aggregiert  imaginären  Seiten 
getrennt  wird  oder  nicht.  Die  beiden  Bereiche,  in  die  das 
Punktfeld  durch  die  beiden  reellen  Seiten  eines  Vierseits  dritter  Art 
zerfällt,  kann  man  daher  auch  als  elliptisch  und  hyperbolisch  in 
bezug  auf  das  Vierseit  bezeichnen. 

Sind  nun  die  Seiten  a,  6,  c,  d  und  der  Punkt  X  durch  ihre  Ko- 
ordinaten in  einem  beliebigen  (ungestrichenen)  System  gegeben,  so  läßt 
sich  das  DV  des  Strahlen-Punkt- Wurfes  (c,  d,  ab,  X)  in  (59)  durch 
diese  Koordinaten  unter  Benutzung  unserer  gewohnten  Bezeichnungen 
(s.  Art.  59  (31))  ausdrücken,  und  es  ergibt  sich  aus  (57)  und  (58) 
das  analytische  Kriterium: 

In  bezug  auf  das  Vierseit  dritter  Art  abcd  mit  den  reellen 
Seiten  c,  d  hat  der  reelle,  mit  keiner  Seite  inzidierende 
Punkt  X  elliptische  oder  hyperbolische  Lage,  je  nachdem 

(60)  g?^[q<Ooder>0 
^     -'  {dab)[ex]  ^  ^ 

oder,  da  (dab)  rein  imaginär  ist,  je  nachdem 

(60a)  (abc)  (dab)  [ex]  [dx]  >  0  oder  <  0. 

Beim  Vierseit  erster  Art  endlich  sind  in  (57)  alle  einzelnen 
a/,  6/,  c/,  d{  reell;  also  ist 
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(61)   «gn  (-  D)  =  sgn«  V«,' Vc.'^^i' Vrf.O  "  «gn  ( (j! :  J^)  g.' :  ^)  ] 

—  Bgn  { (a6c)(&cd)(cda)(da6)[aa?][6a;][ca:][da:] ) . 

Aus  (57)  und  (61)  ergibt  sich  daher  für  das  Vierseit  das  analytische 
Kriterium y  das  wir  gleich  auch  fQr  das  Viereck  aussprechen: 


In  bezug  auf  das  Vierseit 
erster  Art  abcd  hat  der  reelle, 
mit  keiner  Seite  inzidierende 
Punkt  X  elliptische  oder  hy- 
perbolische Lage,  je  nachdem 


In  bezug  auf  das  Viereck 
erster  Art  J.  J? (72)  hat  die  reelle, 
mit  keiner  Ecke  inzidierende 
Gerade  x  elliptische  oder  hy- 
perbolische Lage,  je  nachdem 


(62)       (ahc)(dah)(dbc)(dea)[ax][hx][cx][dx]>  0  oder  <0  ist. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle,  daß  ab,  cd,  X  auf  einer 
Geraden  liegen,  ist  diese  ein  reelles  Doppelelement  der  Involution. 
X  hat  also  dann  stets  hyperbolische  Lage,  und  man  sieht  leicht, 
daß  alle  ausgesprochenen  Resultate  bestehen  bleiben. 

Um  aus  (62)  auch  ein  geometrisches  Kriterium  fOr  die  elliptische 
oder  hyperbolische  Lage  eines  Punktes  in  bezug  auf  ein  Vierseit  erster 
Art  zu  gewinnen,  si^en  wir  Ton  einem  Punkt  X,  der  durch  je  zwei 

der  Geraden  6,  c,  d  von  der  Gegen- 
ecke ihres  Schnittpunktes  getrennt 
wird,  er  gehöre  in  bezug  auf 
das  Vierseit  abcd  dem  durch 
b,c,d  dreiseitig  begrenzten  Be- 
reich oder  —  kürzer  —  dem  drei- 
seitigen Bereich  bcd  des  Vier- 
seits  an  (z/|  in  Fig.  42).  Entspre- 
chend für  c^a(^g),  dab(J^)y  abc{^^. 
—  Von  einem  Punkt  X,  der  durch 
jedes  der  beiden  Gegenseitenpaare 
a,  b  und  c,  d  des  einfachen  Vier- 
seits  acbd  von  der  Gegenecke  ihres 
Schnittpunktes  (im  vollständigen 
Vierseit)  getrennt  wird,  sagen  wir, 
er  gehöre  dem  vierseitigen  Bereich  acbd  des  Vierseits  an(Fi  in 
Fig.  42).  Entsprechend  für  abcdiV^,  acdb{V^). 

Das  Punktfeld  wird  also  durch  ein  vollständiges  Vier- 
seit in  vier  dreiseitige  und  drei  vierseitige  Bereiche  ein- 
geteilt. 

Nun  folgt  aus  (61),  daß  die  linke  Seite  von  (62)  dann  und  nur 


Fig.  42. 
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dann  ihr  Zeichen  wechselt ^  wenn  der  Punkt  X  eine  der  Geraden 
a,h,  c  oder  d  überschreitet^  also  wenn  er  aus  einem  der  Bereiche  ^d 
in  einen  der  Bereiche  V  übergeht  oder  umgekehrt.  Wir  brauchen 
dieses  Vorzeichen  deshalb  nur  in  einem  der  Bereiche  zu  bestimmen 
und  denken  uns  zu  diesem  Zweck  das  Dreieck  mit  den  Seiten  b,  c,  d 
als  Fundamentaldreieck;  a  als  Einheitsgerade  eines  neuen  Koordinaten- 
systems gewählt.     In  diesem  hat  die  linke  Seite  von  (62)  die  Form 

XiX^X^(Xj^  +  ^2  +  ^gy; 
und  sie  ist  >  0,  wenn  wir  für  X  den  Einheitspunkt  nehmen.  Dieser 
liegt  aber  in  dem  (nach  der  obigen  Definition)  dreiseitigen  Be- 
reiche hcd  oder  z/^,  weil  er  durch  je  zwei  der  Geraden  b,  c,  d  von 
der  Gegenecke  ihres  Schnittpunkts  harmonisch  getrennt  wird  (siehe 
Art.  60).  Demnach  haben  alle  Punkte  in  den  Bereichen  ^ 
elliptische^  in  den  Bereichen  V  hyperbolische  Lage.  Wir 
können  deshalb  die  Bereiche^  auch  als  elliptisch,  die  Bereiche  V 
als  hyperbolisch  in  bezug  auf  das  Yierseit  bezeichnen. 

Definieren  wir  dualistisch  entsprechend  die  Einteilung  des 
Strahlenfeldes  durch  ein  vollständiges  Viereck  in  vier  drei- 
eckige und  drei  viereckige  Bereiche,  denen  eine  mit  keiner  Ecke 
inzidierende  Gerade  angehören  kann,  so  gelten  also  die  geometri- 
schen Kriterien: 


Die  durch  die  Gegenecken- 
paare eines  vollständigen 
Vierseits  erster  Art  in  einem 
reellen  Punkte  seiner  Ebene 
bestimmte  Involution  ist  el- 
liptisch oder  hyperbolisch,  je 
nachdem  der  Punkt  einem 
dreiseitigen  oder  einem  vier 


Die  durch  die  Gegenseiten- 
paare eines  vollständigen 
Vierecks  erster  Art  auf  einer 
reellen  Geraden  seiner  Ebene 
bestimmte  Involution  ist  el- 
liptisch oder  hyperbolisch,  je 
nachdem  die  Gerade  einem 
dreieckigen  oder  einem  vier- 


seitigenBereiche  des  Vierseits  leckigen  Bereiche  des  Vierecks 
angehört  |  angehört. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  man  analytisch  ent- 
scheiden kann,  welchem  einzelnen  der  sieben  Bereiche  eines  Vierseits 
abcd  der  Punkt  X  (eines  Vierecks  ABCD  die  Gerade  x)  angehört. 

Wir  bezeichnen  die  DVe  aus  je  zwei  Seiten,  der  Gegenecke  ihres 
Schnittpunktes  und  X,  z.  B.  (a,  &,  cd,  X)  jetzt  kürzer  mit  {ab  •  •)  u.  s.  w. 
und  finden  als  Ausdruck  der  sechs  DVe  durch  die  Koordinaten  der 
betreffenden  Elemente  (wie  in  (60)) 


(63) 


l^***  v  "(d^i^'  ^^^  >  (fibS)\axy  '-*'*  J~{dhe)[ax\ 
Uä/.  a  _  Q><i^[cx\  ,,,  N  (bae)[dx]  ,,  \  „  {cab)[dx] 
i^"''' }~  (cad)[bxy    ^"'^    '      {dae)\hxy    ^'^^    '      {flah)[cx\ 
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174. 


ZwiBchen  diesen  sechs  DVen  bestehen  zwei  Gruppen  von  Relationen: 


(64) 


und 


(65) 


(ab  •  •)(&<!  • 
(6c  •  -Xcd  ■ 
(cd '  •)(da  • 
\(da--)(ah- 
(ab  •  •)  +  (ac  ■ 
)  +  (bd. 
■)  +  (ca 
•)  +  (dh 


(bc 

(cd 

y(da 


.)(ea . 

■)(dh^ 

•)(ac  ■ 

.)(bd  ■ 
•)  +  (ad 
■)  +  (ha 
■)  +  (cb 
•)  +  (de 


) 1 

.) 1 

) 1 

)  — 1 


Von  letzteren  ergibt  sich  z.  B.  die  erste^  wenn  man  in  der  Identität 


(66) 


[ax] 
[bx] 
[ex] 
[dx] 


h 

c, 


b. 


'i 
dl  d^ 


=  0 


die  Determinante  nach  der  ersten  Kolonne  entwickelt^  durch  (bcd){ax'] 
dividiert  und  (63)  berücksichtigt. 

Hiemach  sind  fSr  die  sechs  DYe  (63)  sieben  und  nur  sieben 
Zeichenkombinationen  möglich. 

Jeder  dieser  sieben  Zeichenkombinationen  entspricht  nun  die  Lage 
von  X  in  einem  der  Bereiche  ^i,  J^,  J^,  J^  oder  F^,  F„Fi,  und 
zwar  lautet  das  Resultat,  wenn  wir  immer  nur  so  viele  der  Vorzeichen 
angeben,  als  nach  den  Relationen  (64),  (65)  erforderlich  sind,  um  alle 
sechs  zu  bestimmen: 


(67a) 


(be- 

•)<o, 

(cd 

•)  <  0  für  ^1 

(cd- 

•)<o, 

(da- 

•)<o   „  A 

(da- 

•)<o, 

(ab- 

•)<o   „  ^, 

(ab- 

•)<o, 

(bc 

•)<0     «    ^4 

(ab- 

•)<o, 

(cd- 

•X  0  fttr  F, 

(ac- 

•)<o, 

(bd- 

•)<o  «  y» 

(ad 

•)<o, 

(bc- 

•)<0    „    F.. 

(67b) 


(Bei  jeder  der  yier  Zeichenkombinationen  (67a)  sind  immer  die  drei 
DYc;  die  mit  den  beiden  angeführten  in  derselben  Relation  (64) 
stehen,  <  0,  die  drei  andern  >  0.  Bei  jeder  der  drei  Zeichenkombi- 
nationen (67b)  sind  nur  die  beiden  angeführten  DVe  <  0,  die  vier 
andern  >  0.) 
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Übungsaufgaben:  1.  Man  benütze  die  Kriterien  (67)  zur  Her- 
leitung des  Satzes,  daß  der  Punkt  X  in  den  Bereichen  ^,  bezw.  V 
elliptische;  bezw.  hyperbolische  Lage  hat. 

2.  Man  beweise  den  (später  für  die  affine  Geometrie  zu  speziali- 
sierenden) Satz: 

Sind  yier  ein  Viereck  bildende  Punkte  und  eine  mit 
keiner  Ecke  inzidierende  Gerade  g  beliebig  gegeben,  so  liegt 
entweder  jeder  der  vier  Punkte  elliptisch  oder  jeder  hyper- 
bolisch in  bezug  auf  das  vollständige  Vierseit,  das  die  drei 
übrigen  Punkte  als  Ecken  und  g  als  Seite  besitzt. 

Wir  können  demnach  auch  si^en:  Vier  ein  Viereck  bildende 
Punkte  haben  in  bezug  auf  eine  mit  keinem  von  ihnen  inzi- 
dierende Gerade  entweder  elliptische  oder  hyperbolische  Lage. 

Ebenso  wird  durch  den  dem  obigen  dualistisch  entsprechenden 
Satz  die  eUiptische,  bezw.  hyperbolische  Lage  Ton  Tier  Geraden  in 
bezug  auf  einen  Punkt  definiert. 

8.  Wir  nennen  zwei  Punkte  konjugiert  in  bezug  auf  ein 
Tollständiges  Viereck,  wenn  sie  durch  jedes  Gegenseitenpaar  har* 
monisch  getrennt  werden.    Man  beweise  mm: 

a)  Jeder  Punkt  der  Ebene  ist  in  bezug  auf  ein  vollständiges 
Viereck  einem  und  im  allgemeinen  nur  einem  Punkte  konjugiert. 

b)  Sind  fünf  Punkte  gegeben,  von  denen  nicht  drei  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  gibt  es  stets  ein  und  nur  ein  vollständiges  Viereck, 
in  bezug  auf  welches  zwei  dieser  Punkte  konjugiert  sind,  während 
die  drei  übrigen  das  Diagonaldreieck  bilden.  —  Durch  die  fünf  Punkte 
sind  also  auf  diese  Weise  zehn  vollständige  Vierecke  bestimmt 

Man  spreche  auch  die  zu  a)  und  b)  dualistischen  Sätze  aus. 
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Drittes  Kapitel. 

Fortsetsmig:   Die  kollineare  oder  projektive  und  die  korrelative 
oder  reziproke  Transformation  der  Ebene. 

7B.  [Die  kolUneare  Transformation  ist  eine  proJekUve.] 

Zu  den  Elementen  der  projektiven  Geometrie  in  der  Ebene,  denen 
auch  dieses  neue  Kapitel  noch  gewidmet  ist,  gehört  wegen  ihrer  Be- 
deutung für  die  Klassifikation  der  geometrischen  Beziehungen  die 
Lehre  von.  den  Transformationen  der  Ebene,  wie  ja  auch  bei 
der  Geometrie  in  den  Gebilden  I.  Stufe  die  Transformationstheorie 
eine  wichtige  Bolle  gespielt  hat. 

Während  wir  aber  bei  den  Gebilden  L  Stufe  nur  Ton  der  pro- 
jektiven Transformation  (und  ihren  Spezialfällen)  zu  reden  hatten 
und  bisher  auch  bei  der  Ebene  nur  yon  dieser  Transformation  ge- 
sprochen haben  (s.  Art.  54),  erinnern  wir  uns  nun,  daß  wir  schon  in 
der  Einleitung  (s.  Art.  9)  für  Gebilde  11.  Stufe,  also  auch  für  die 
Ebene,  YöUig  unabhängig  von  Projizieren  und  Schneiden  die  kolli- 
neare Transformation  definiert  haben  und  zwar  als  eine  ein-ein- 
deutige  Transformation,  die 

1.  jedes  Element  (Punkt,  Gerade)  wieder  in  ein  gleich- 
artiges, 

2.  jede  Inzidenz  wieder  in  eine  solche  überführt, 
wobei  natürlich  damals  nur  von  reellen  Elementen  die  Rede  war. 
Das  soll  deshalb  auch  jetzt  zunächst  der  Fall  sein.  Daß  die  projektive 
Transformation  eines  Gebildes  IL  Stufe,  also  hier  der  Ebene,  zugleich 
eine  koUineare  ist,  konnten  wir  schon  damals  sofort  erkennen.  Daß 
aber  umgekehrt  auch  die  kollineare  Transformation  stets  eine  projek- 
tive ist,  also  beide  Definitionen  dieselbe  Transformationsart  bestimmen, 
konnten  wir  a.  a.  0.  nur  ankündigen  und  können  es  erst  jetzt  mit  Hilfe 
des  Vierseitssatzes  beweisen. 

Sind  E  und  E'  zwei  kollineare  Felder  (die  von  derselben  oder 
von  verschiedenen  Ebenen  getragen  werden),  so  entspricht  jedem  Punkt 
P  von  E  ein  Punkt  P'  von  E',  jeder  Geraden  g  von  E  eine  Gerade 
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q'  von  E',  der  Inzidenz  von  P  und  ^  in  E  die  Inzidenz  von  P'  und 
^r'  in  E',  also  jedem  Gebilde  I.  Stufe  in  E  ein-eindeutig  ein  gleich- 
artiges Gebilde  L  Stufe  in  E',  z.  B.  der  Punktreihe  auf  g  die  Punkt- 
reihe  auf  ^. 

Weiter  aber  entspricht  jedem  harmonischen  Punkt -Wurf  auf  ^ 
wieder  ein  harmonischer  Punkt-Wurf  auf  g'.  Denn  zu  zwei  har- 
monischen Paaren  auf  g  kann  man  nach  Art.  73  in  der  Ebene  E  ein 
vollständiges  Vierseit  konstruieren,  ftlr  das  g  Diagonale  und  jene  Punkte- 
paare ein  Paar  Gegenecken  des  Yierseits  und  zwei  Ecken  seines  Dia- 
gonaldreiseits  sind.  Diesem  Vierseit  in  E  entspricht  aber  bei  der 
Eollineation  ein  aus  den  entsprechenden  Elementen  von  E'  gebildetes 
Vierseit,  also  jenem  harmonischen  Punkt-Wurf  auf  g  wieder  ein 
solcher  auf  jjf'.  Ebenso  entspricht  jedem  harmonischen  Strahlen -Wurf 
in  P  wieder  ein  solcher  in  P'. 

Nun  gilt  aber  der  Satz  (den  wir  im  folgenden  Artikel  beweisen 
werden): 

Sind  zwei  Grundgebilde  I.  Stufe  ein-eindeutig  derart 
aufeinander  bezogen,  daß  jedem  reellen  harmonischen  Wurf 
des  einen  ein  reeller  harmonischer  Wurf  des  andern  ent- 
spricht, so  ist  die  Beziehung  projektiv,  d.h.  sie  kann  durch 
Projizieren  und  Schneiden  hergestellt  werden. 

Hiernach  entspricht  bei  zwei  kollinearen  Feldern  E  und  E' 
jedem  Grundgebilde  I.  Stufe  in  E  ein  ihm  projektives  gleich- 
artiges Grundgebilde  I.  Stufe  in  E'.  Nach  Art.  33  sind  aber 
mit  Festlegung  der  projektiven  Zuordnung  der  reellen  Elemente 
zweier  Grundgebilde  I.  Stufe  gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Ele- 
mente ein-eindeutig  einander  zugeordnet,  und  zwar  so,  daß  die  DVe 
entsprechender  Würfe  gleich  sind.  Nach  Artikel  65  umfassen  wir  aber 
mit  den  imaginären  Elementen  aller  Gebilde  I.  Stufe  der  Ebene 
alle  imaginären  Elemente  der  Ebene  selbst.  Also  sind  bei  der 
Eollineation  auch  die  imaginären  Elemente  beider  Felder  in  be- 
stimmter Weise  einander  zugeordnet. 

Daher  entspricht  bei  zwei  kollinearen  Feldern  E  und  E'  jedem 
(reellen  oder  nicht  reellen)  Punkt-Geraden- Wurf  in  E  ein  solcher  in  E' 
mit  gleichem  DV.  Also  sind  die  beiden  Felder  nach  Art.  54  pro- 
jektiv.    Somit  ist  gezeigt: 

„Eollineare^^  und  „projektive^'  Transformation  der  Ebene 
sind  identische  Begriffe. 

Hieraus  ergeben  sich  weiter  die  Eonsequenzen: 

„Projektive  Geometrie  in  der  Ebene''  und  „Geometrie 
der  Inzidenzen  (s.  Art.  10)  in  der  Ebene"  sind  identische  Be- 
griffe, 
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Jede  projektive  Bezieliung  zwischen  Punkten  und  Ge- 
raden der  Ebene  ist  lediglich  auf  Inzidenzen  zurückführbar 
(s.  Art.  10). 

Umgekehrt:  Jede  lediglich  auf  Inzidenzen  zurückführbare 
Beziehung,  deren  Begriff  kein  Element  auszeichnet,  ist 
projektiv  (s.  Art  10). 

76.  [Harmonisoh  anfeiuander  besogene  Onudgebllde 
L  Stnfe  Bind  proJektlT.]  Wir  beweisen  jetzt  im  Anschluß  an 
Darboux^)  den  im  vorigen  Artikel  benutzten  wichtigen  Satz^: 

Sind  zwei  Grundgebilde  L  Stufe  ein-eindeutig  derart 
aufeinander  bezogen;  daß  jedem  reellen  harmonischen  Wurf 
des  einen  ein  reeller  harmonischer  Wurf  des  andern  ent- 
spricht; so  ist  die  Beziehung  projektiv. 

Welcher  Art  und  wie  gelegen  auch  die  beiden  Grundgebilde 
I.  Stufe  sein  mögeU;  wir  können  wie  in  Art  20  (s.  Fig.  11)  durch 
Projizieren  imd  Schneiden  stets  zu  zwei  Punktreihen  ^  und  ^'  auf 
derselben  Geraden  übergehen;  bei  denen  drei  Punkte  Ä,  B,  E  mit 
ihren  entsprechenden  A,  B\  E'  vereinigt  liegen.  Dann  entspricht 
infolge  der  Voraussetzung  jedem  harmonischen  Wurf  von  ^  wieder  ein 
harmonischer  Wurf  von  ^'.  Wir  haben  also  nur  noch  zu  sseigen,  daß 
jeder  Punkt  von  ^  mit  seinem  entsprechenden  von  ^'  vereinigt  liegt. 

^     Denn  wenn  dies  der  PaU  ist,  kön- 

ff -p ^7 -^ — ^.    neu  die  beiden  ursprünglichen  Ge- 

Pj^  ^  ^     bilde   als    erstes    und  letztes   in 

einer  Reihe  von  Grundgebilden 
I.  Stufe  aufgefaQ^  werden,  von  denen  je  zwei  aufeinander  folgende 
perspektiv  sind;  sie  sind  also  projektiv  zueinander. 

Auf  dem  Träger  g  von  ^  und  ^ß'  (Fig.  43)  führen  wir  ein  DV- 
Koordinatensystem  mit  -4,  B,  E  als  0-,  cx>-;  I-Punkt  ein,  sodaß 

(1)  l  =  {FE  AB) 

die  Koordinate  des  Punktes  P  ist;  den  wir  dann  auch  mit  X  bezeichnen. 
Da  jedem  Punkte  X  von  ^  ein  Punkt  X'  von  ^'  eutspricht,  ist  X' 
eine  einwertige  Funktion  von  X 

(2)  A'-K^), 

und  wegen  des  Zusammenfallens  von  A  und  A\  B  und  B\  E  und  E' 
im  0-,  oo-;  I-Punkt  ist 


1)  Math.  Ann.  17  (1880),  S.  55  ff. 

2)  Dieser  Satz  kann  auch  zum  Beweis  des  ^^Fundamentalsataes  der  projek- 
tiven  Geometrie"  (s.  Art.  20)  dienen. 
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(3)  9(0) -0,    tM-oo,    9(1)- 1- 

Sind  nun  P^,  P,  irgend  zwei  von  JB  verschiedene  Punkte  mit 
den  Koordinaten  Xi,  1^,  ist  femer  P,  mit  der  Koordinate  1,  der  Ton  B 
durch  Pi,  P,  harmonisch  getrennte  Punkt,  so  ist  nach  Art.  25  (53) 
oder  Art.  68  (30) 

(P,P,P.B)-^--l, 

d.h.  ^     ^ 

(4)  Ai  +  A,-2A„ 

A,  also  das  arithmetische  Mittel  von  X^  und  A,. 

Nach  Voraussetzung  ist  aber  auch  P^P^P^B'  ein  harmonischer 
Wurf,  also 

(5)  9(^)  +  9(^)-29(^)- 

Folglich  gUt  fQr  je  zwei  Punkte  X^^  k^  auf  g  die  Gleichung 

9(A.)t9(^)-29(4^)» 
oder,  wenn  man  X^  und  k^  durch  2X^  und  2k^  ersetzt, 

(6)  9,(2A,)  +  9(2A,)  =  29>(A,+  A,). 

Setzt  man  hierin  einmal  A, »  0,  einmal  X^^Oy  so  ergibt  sich 

9(2^)-29(A,),    9(2i,)=-29,(A,). 
Also  hat  man  schließlich  nach  (6) 

(7)  9(^)  +  9(^)  =  9(^+^)- 

Diese  Formel  lehrt  zxmächst,  daß  für  jeden  positiven  oder 
negativen  rationalen  Wert  von  X  q>ii)  «  X  ist.  Denn  für  A«m, 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl,  ist  nach  (7) 

für  A  »   - ,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl,  ist  nach  (7) 

9(l)-«9(-^),    9(i)-:^; 
für  A  »  — ,  wo  9n  und  n  positive  ganze  Zahlen,  ist  nach  (7) 

für  A  =»  —  I?,  WO  p  eine  positive  rationale  Zahl,  ist  nach  (7) 

9>(-|,)=|)9>(-l), 
und  da  wieder  nach  (7)  für  jedes  X 

Heffter  n.  Koehler,  analytische  Qeometrie,  I.  12 
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(7a)  ^(+A)  +  ^(-A)_^(0)-0, 

80  ist . 

K-1) — 9(1) — 1, 

also 

vi-p) P- 

Es  seien  nun  P^,  P,  zwei  durch  Ä  und  B  nicht  getrennte  Punkte, 
deren  Koordinaten  k^,  l^  ^1^^  gleiche  Vorzeichen  haben,  P,  der  Punkt, 
dessen  Koordinate  X^  das  geometrische  Mittel  von  A^  und  X^  ist,  also 

(8)  A,A,=  V, 
woraus  folgt 

Nach  Voraussetzung  ist  dann  auch 

(9ai);9P(^),9>(^),9>(-  A,))  =  -  1, 
und  dies  ergibt,  da  nach  (7  a)  q){—  X^)  «  —  q>{X^)  ist, 

(9)  9(.h)'P(^)-'i9i^)V, 
oder  nach  (8) 

Setzt  man  nun  A,»  1,  so  muß  nach  der  oben  über  X^^  X^  gemachten 
Voraussetzung  /l^  >0  sein,  und  man  hat  für  jedes  positive  X  die 
Formel 

(10)  9'a)-[9>(yÄ)n 

d.  h.  für  jedes  positive  X  ist  auch  ^>{X)  positiv. 

Ist  also  A  >  0,  so  folgt  hieraus  und  aus  der  nach  (7)  für  jedes 
X  geltenden  Formel  ^(A  +  Ä)  —  ^(A)  «=  ^(A),  daß 

(11)  9,(A  +  Aj-9,(A)>0, 

d.h.  daß  tp{X)  mit  wachsendem  X  selbst  wächst.  Da  aber  für 
die  rationalen  Werte  von  X  q>{X)^  X  war,  so  muß  hiemach  diese 
Formel  auch  für  jeden  irrationalen  reellen  Wert  gelten.  Damit  ist 
der  Satz  bewiesen. 

Aus  den  Ergebnissen  dieses  und  des  vorangehenden  Artikels  in 
Verbindung  mit  Art.  54  folgt  noch: 

Bei  der  kollinearen  oder  projektiven  Zuordnung  zweier 
Felder  können  vier  beliebige  Punkte  des  einen,  von  denen 
nicht  drei  mit  derselben  Geraden  inzidieren,  vier  beliebigen 
nur  der  gleichen  Beschränkung  unterworfenen  Punkten   des 
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andern  zugeordnet  werden.  Dadurch  ist  dann  die  kollineare 
Zuordnung  der  beiden  Felder  eindeutig  bestimmt.^) 

Übungsaufgaben:  1.  Wie  kann  der  Beweis  des  Dualitats- 
gesetses  für  die  projektive  Geometrie  in  Art.  64  abgeändert  werden, 
nachdem  festgestellt  ist,  daß  die  projektive  Geometrie  mit  der  Geo- 
metrie der  Inzidenzen  identisch  ist? 

2.  Man  zeige,  daß  für  die  koUineare  Zuordnung  zweier  Felder  E 
und  E'  auch  vier  beliebige  Gerade,  von  denen  nicht  drei  mit  einem 
Punkt  inzidieren,  —  oder  eine  Gerade  und  drei  weder  mit  ihr  noch 
mit  einer  anderen  Geraden  inzidierende  Punkte,  —  oder  ein  Punkt 
und  drei  weder  mit  ihm  noch  mit  einem  anderen  Punkt  inzidierende 
Gerade,  —  niemals  aber  zwei  Punkte  und  zwei  Gerade  —  von  E 
einer  gleichartigen  Figur  von  E'  zugeordnet  werden  können. 

77.  [AnalytlBOhe  Darstellnng  der  kollinearen  oder  pro- 
JektiTen  Transformation.]  E  und  E'  seien  zwei  koUineare  Felder 
in  derselben  oder  in  verschiedenen  Ebenen,  Die  reellen  Vierecke 
N^N^N^E  in  E  und  N^'N^'N^'E'  in  E'  seien  einander  koUinear  zuge- 
ordnet. Bestimmt  man  durch  das  erste  Viereck  ein  System  zu- 
sammengehöriger Punkt-  und  Linienkoordinaten  x^yX^,  x^  und  Ui^ii^yU^ 
in  E,  durch  das  andere  ein  System  x^'y  x^y  x^  und  m^',  m,',  Mj'  in  E',  so 
sind  je  zwei  Punkte,  bezw.  zwei  Gerade  in  E  und  E'  mit  denselben 
Koordinaten 

(12)  QX^^^X^y      QX^^X^y     QX^  =  X^' 

(13)  pWi=-<,     (>W2  =  <;     (>«*»=•< 

entsprechende  Elemente  der  durch  die  Zuordnung  der  beiden  Vierecke 
bestimmten  EoUineation.  Denn  wie  man  direkt  sieht,  entsprechen  sich 
die  beiden  Vierecke  und  jedem  Punkt  entspricht  ein  Punkt,  jeder  Ge- 
raden eine  Gerade,  außerdem  aber  auch  jeder  Inzidenz  eine  Inzidenz; 
liegt  nämlich  X  mit  u  vereinigt,  so  ist 

(14)  XiUi  +  x^Ui  +  x^u^=Oy 

1)  Vgl.  hierzu  Eilling,  Lehrbuch  der  analyt.  Geom.  in  homog.  Eoord.  I; 
Paderborn  1900,  S.  189.  Der  dortige  Beweis  ist  unvollständig,  da  nur  gezeigt 
wird,  daß  jeder  Punkt  auf  der  Geraden  aß  in  ein  beliebig  kleines  Intervall  ein- 
geschlossen werden  kann,  zu  dessen  Endpunkten  die  kollinearen  Punkte  kon- 
struierbar sind.  Es  fehlt  der  Nachweis,  daß  auch  dieses  kollineare  Intervall 
sich  beliebig  klein  machen  läßt.  Diese  Lücke  rülirt  daher,  daß  weder  der  oben 
bewiesene  noch  ein  ihm  äquivalenter  Satz  benutzt  wird.  —  Auch  bei  Möbius, 
Baryc.  Calcül  §  218  (Schlußabsatz)  findet  sich  trotz  der  sonstigen  Strenge  die 
gleiche  Lücke,  die  im  wesentlichen  mit  der  in  der  Literatur  als  „von  St  au  dt 'sehe 
Lücke'^  bezeichneten  identisch  ist.  Vgl.  hierzu  auch  Pasch,  a.  a.  0.  S.  126.  — 
Vgl.  endlich  zu  dem  Beweise,  daß  eine  kollineare  Transformation  eine  pro- 
jektive ist,  E.  Swift,  Bull,  of  the  Amer.  Math.  Soc.  2.  Ser.  X  (1904). 
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und  nach  (12)  und  (13)  ist  dann  auch 

(16)  x^u;  +  x^u^  +  a?/<  =  0, 

d.  h.  auch  2'  liegt  mit  vi  yereinigt. 

Wir  hätten  hierbei  auch  davon  ausgehen  können,  daß  zwischen 
den  Feldern  E  und  E'  eine  Eollineation  erst  hergestellt  werden  soll,  d.  h. 
die  beiden  Vierecke  willkürlich  annehmen  und  dann  je  zwei  Elemente 
durch  (12)  und  (13)  einander  zuordnen  können.  Also  ist  mit  Vor- 
stehendem zugleich  nochmals  und  zwar  unabhängig  yon  den  yoran- 
gehenden  Artikeln  bewiesen,  daß  bei  kollinearer  Zuordnung 
zweier  Felder  yier  Punktepaare,  die  zwei  Vierecke,  oder 
yier  Geradenpaare,  die  zwei  Vierseite  bilden,  als  ein- 
ander entsprechend  willkürlich  gewählt  werden  dürfen. 

Um  die  analytische  Darstellung  der  Eollineation  zwischen  E  und 
E'  zu  ermitteln,  wenn  die  beiden  Koordinatensysteme  nicht  durch 
koUinear  entsprechende  Punkte  (oder  Gerade)  bestimmt  sind,  brauchen 
wir  nur  in  einem  der  beiden  Felder,  z.  B.  E',  ein  beliebiges  neues 
Koordinatensystem  |^',  g^',  %^  einzuführen.  Die  x  sind  linear  und  ho- 
mogen mit  reellen  Koeffizienten  und  nicht  yerschwindender  Deter- 
minante durch  die  X  ausdrückbar,  also  nach  (12)  auch  die  x  durch 
die  5',  wobei  wir  die  Koeffizienten  jetzt  mit  «^^  (statt  wie  früher  mit 
a^,  /3|,  y^)  bezeichnen.  Kehren  wir  yon  den  Namen  5'  zn  den  Namen  x' 
für  die  in  E'  benutzten  Koordinaten  zurück,  so  haben  wir  das  Resultat: 

Sind  E  und  E'  zwei  beliebige  kollineare  Felder,  in  deren 
l'edem  ein  beliebiges  Koordinatensystem  x^^x^^x^j  h&z^.x^jX^'^x^ 
nebst  den  jeweils  zugehörigen  Linienkoordinaten  eingeführt 
ist,  so  sind  zwei  kollinear  entsprechende  Punkte  X  und  X.' 
stets  durch  Gleichungen  yon  der  Form 


(16a)    QX^^a^^x^+a^^x^'+a^^x^  (16b) 

zwei    kollinear   entsprechende   Gerade   u  und  u'  aber  durch 
die  Gleichungen 


(17b) 


<^< -=  «18«*1  +  «2S«*a  +  «S««*8  ; 


(Jt*!—  Aii<+  Ai3Wj|'+  A15M,' 

(yti,  =  A,i<+ A„<+ A„< 
<ywj=  Ajiw/  +  A82<+  AjsV 


yerbunden,  wo  die  a,.^  reell  sind,  |a,j|  =  A  +  0  ist  und  die  A,.j 
die  Adjunkten  der  a,.^  in  A  sind.  Die  Formeln  (17)  ergeben  sich 
nämlich,  wenn  man  in  einer  beliebigen  Geraden  u^x^+  u^(x^'\-  u^x^  =  0 
yon  E  für  die  a:  die  Werte  aus  (16)  substituiert  und  die  Koordinaten 
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u'  der  kollinearen  Geraden  proportional  den  Eoffizienten  der  x'  in 
dieser  Gleichung  setzt. 

Umgekehrt  stellen  die  Gleichungen  (16)  nnd  (17),  wenn  die  x 
nnd  die  Uy  die  (x!  nnd  die  v!  zusammengehörige  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten in  zwei  Ebenen  E  und  E'  sind;  die  auch  zusammenfallen 
können,  stets  eine  EoUineation  dar.  Denn  (16)  ordnet  jedem  Punkt 
X  von  E  einen  Punkt  X'  von  E',  (17)  ordnet  jeder  Geraden  t* 
von  E  eine  Gerade  v!  von  E'  zu.  Aber  auch  jeder  Inzidenz  von  X 
und  u  entspricht   eine  solche  von  X'  und  u"^    denn  nach  (16)  und 

(17)  ist 

(18)  i^6{jA^x^  +  tij^a  +  Ws^s)  =■  A«a:i'  +  «  +  u^x{) , 

[urr]  und  \y!x'^  sind  also  immer  gleichzeitig  NuH,  bezw.  nicht  Null, 
[ua;]  ist  nach  (18)  eine  Invariante  (s.  Art.  30)  bei  allen  Transforma- 
tionen der  projektiven  Gruppe  oder  kurz  eine  Invariante  der  pro- 
jektiven Gruppe. 

Wir  erhalten  also  als  allgemeinen  analytischen  Ausdruck  f{ir  die 
KoUineation  zweier  Felder  genau  ebensolche  lineare  Gleichungen 
zwischen  den  Koordinaten  koUinearer  Punkte  und  Geraden,  wie  in 
Art.  62  für  die  allgemeine  Koordinatentransformation  zusammen- 
gehöriger projektiver  Punkt-  und  Linienkoordinaten,  was  nach  der  vor- 
stehenden Ableitung  nichts  überraschendes  hat. 

Die  Gleichungen  (16)  (oder  (17))  zeigen  unmittelbar,  daß  alle 
projektiven  Transformationen  eine  Gruppe  bilden.  Da  sie  acht  wesent- 
liche reelle  Konstanten  enthalten,  nämlich  die  Verhältnisse  der  neun  a^^, 
so  gibt  es  oo^  Kollineationen  zwischen  zwei  Feldern  auf  gegebenen 
Ebenen.  Dies  folgt  auch  aus  dem  Satz  am  Schluß  des  vorigen  Artikels, 
da  man  vier  irgendwie  gewählten  reellen  Punkten  des  einen  Feldes  vier 
beliebige  reelle  des  andern  Feldes  zuordnen  und  jeden  der  letzteren 
vier  Punkte  auf  oo*  Arten  wählen  kann. 

Da  die  Geometrie  der  Inzidenzen  oder  die  projektive  Geometrie 
als  der  Inbegriff  der  bei  allen  kollinearen  Transformationen  unzer- 
störbaren Beziehungen  definiert  ist,  so  können  wir  jetzt  wie  in  Art.  26 
auch  sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Elementen  einer  Ebene,  die 
in  irgend  welchen  projektiven  Koordinaten  ausgedrückt  ist, 
ist  dann  und  nur  dann  projektiv,  wenn  ihr  analytischer 
Ausdruck  bei  allen  linearen  Transformationen  erhalten 
bleibt. 

Übungsaufgabe:  Man  weise  analytisch  die  absolute  Invarianz 
des  DV  bei  jeder  projektiven  oder  kollinearen  Transformation  der 
Ebene  nach. 
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78.  [KoUlneatlon  In  derselben  Bbene.]  Denken  wir  uns 
jetzt  die  beiden  Felder  E  und  E'  in  derselben  Ebene,  also  als 
^ykonlokale'^  Felder,  so  ist  es  praktisch,  bei  beiden  auch  dasselbe 
Koordinatensystem  zu  benutzen.  Wir  verstehen  also  von  jetzt  an 
in  den  KoUineationsgleichungen  (16)  und  (17)  unter  den  x  und  x\ 
bezw.  u  und  m'  die  Koordinaten  kollinearer  Punkte,  bezw.  Geraden  in 
demselben  Koordinatensystem. 

Bei  zwei  solchen  konlokalen  Feldern  entsteht  die  Fri^e  nach 
den  Doppelelementen,  d.h.  nach  denjenigen  Punkten  X  und  Geraden 
u,  die  mit  ihren  entsprechenden  "X!  und  u  zusammenfallen.  Die 
Doppelpunkte  finden  wir  aus  (16),  indem  wir  darin  die  x'  propor- 
tional den  Xy  oder,  da  links  schon  ein  Proportionaliilltsfaktor  steht, 
einfach  gleich  den  x  setzen.  Dann  gibt  (16)  ein  lineares  homogenes 
Gleichungssystem  für  die  Koordinaten  x  der  Doppelpunkte 

(  a;i(aii  -  p)  +  iCjOiÄ  +  x^^hz  -  0 

(19)  X^a^  +^(«82-p)+^3«23  =0 

Damit  dieses  außer  der  trivialen  {x^  =  o;,  =  ajg  =  0)  eine  Lösung  be- 
sitzt, ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Determinante 


(20)  A(p)^ 


«11  — P    «1»  «18 

«21  «22  -  P    «28  -  0 

«81  «82  «88  —  P 

ist,  Q  also  als  Wurzel  der  kubischen  Gleichung 

(20a)     -  A((>)  ^  (.»-  («11+  «22+  «88)p'  +  (An+  A,2+  A3,)(^  -  A  -  0 

gewählt  wird. 

Dieselbe  Gleichuung  erhält  man  bei  der  Frage  nach  den  Doppel- 
geraden;  denn  setzt  man  in  (17)  die  u'  gleich  den  u,  so  folgt  das 
Gleichungssystem 

(^l(«ll-<yO+W2«21  +«8«81  =^0 

(21)  t«!«!,  +««2(«22-0+«8«82  =0 

[  M^Oi,  +  w,a,3  +  u,(a53  —  (j')  =  0, 

dessen  Determinante  sich  von  A(<y')  nur  durch  Transposition  unter- 
scheidet. 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  zwei  verschiedene  Wurzeln  (>i,  q^ 
von  (20)  durch  die  Gleichungen  (19)  zwei  verschiedene  Doppel- 
punkte, bezw.  durch  die  Gleichungen  (21)  zwei  verschiedene  Doppel- 
gerade liefern.  Wäre  nämlich  X  ein  Punkt,  dessen  Koordinaten 
^i;  ^;  ^8  d®^  Gleichungen  (19)  sowohl  für  p  =  p,  ale  auch  für  p  =  pj 
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genügteil;  so  würde  ans  den  beiden  ersten^  den  beiden  zweiten,  den  beiden 
dritten  Gleichungen  (19)  für  q^,  bezw.  für  q^  durch  Subtraktion  folgen 

i9i-9f)^-0,    {Qi-Q^)x^'-0,    ((>i-e,K=0, 

d.  h.  da  pi  +  p2  ißt,  a?!  =-  a;,  —  a:^  =  0 . 

Wir  zeigen  femer,  daß  ein  Doppelpunkt  X  und  eine  Doppel- 
gerade w,  die  zu  zwei  verschiedenen  Wurzeln  g^  und  p,  von  (20) 
gehören,  stets  miteinander  inzidieren.  Komponiert  man  nämlich  die 
Gleichungen  (19)  mit  den  u^,u^,u^,  die  in  (21)  zu  d"»  ^^  gehören,  die 
Gleichungen  (21)  mit  den  x^,  x^,  x^y  die  in  (19)  zu  p  —  p,  gehören, 
und  subtrahiert  die  beiden  entstehenden  Gleichungen,  so  folgt 

(22)  {q^  -  Q^[x^u^  +  rcs Wj  +  x^u;\  =  0 . 

Ist  nun  pi  eine  einfache  Wurzel  von  A((>)  =  0,  so  ist  der  Ver- 
schwindungsgrad  v[A(pi)]  =  1.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung 
hat  die  Gleichung 

(23)  Msf,  +  ^)  =  -  ^»  +  («j,  +  «3,  +  «,3  -  3p0f** 

-  [^l((^l)  +  A„(Pi)  +  A„M,t  -  0 

die  einfache  Wurzel  ^  =  0,  d.  h.  es  ist  IJ\^(Q^)  +  0,  es  sind  also 
nicht  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von  A(qi)  gleich  NuU. 

Für  eine  Doppelwurzel  q^^  von  (20)  muß  (23)  die  Doppelwurzel 
f*  =  0  besitzen,  also  2\i{Qi)  =  0,  aber  -£(«<,-  —  Pi)  +  0  sein.  Somit 
kann  für  eine  Doppelwurzel  Qi  v[Arpi)]  nur  =  1  oder  =«  2  sein. 

Für  eine  dreifache  Wurzel  q^  von  (20)  sieht  man  ebenso,  daß 
v[A((>i)]  =«  1,  «2,  oder  =3  sein  kann. 

Ist  v[A((>i)]  =-  1,  so  ist  nach  Art.  66  durch  die  Gleichungen  (19) 
für  p  —  pi  ein  Punkt  als  Doppelpunkt,  bezw.  durch  (21)  für  </  ^  g^ 
eine  Gerade  als  Doppelgerade  eindeutig  bestimmt.  —  Ist  v[A(pi)]  ^  2, 
so  ist  nach  demselben  Artikel  durch  (19)  eine  Gerade  bestimmt, 
deren  sämtliche  Punkte  dann 
Doppelpunkte  sind,  bezw.  durch 
(21)  ein  Punkt,  dessen  sämtliche  Ge- 
raden Doppelgerade  sind.  —  Ist  endlich 
v[A(()i)]  =  3,  so  sind  in  (19)  und  (21) 
für  g,  bezw.  ö^  =•  pi  alle  Koeffizienten 
gleich  Null,  d.  h.  jeder  Punkt  ist  Doppel- 
punkt, jede  Gerade  Doppelgerade. 

Somit  erhalten  wir,  wenn  p^,  g^,  p,  pig  44. 

die  Wurzeln    von   (20)    sind,    folgende 
Fälle  der  Kollineation  für  zwei  konlokale  Felder: 

I.  g^y  pj,  g^    sind    voneinander    verschieden    (also    alle 

v[M9;}]  - 1). 
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DieDoppelelemeate  bestehen  aus  den  Ecken  and  Seiten  eines 
Dreiecks  (s.  Fig.  44).  Denn  die  drei  Punkte  können  nicht  auf  einer 
Geraden  liegen  (die  drei  Geraden  nicht  durch  einen  Punkt  gehen),  da 
auf  jener  Geraden  sonst  drei,  also  lauter  Doppelpunkte  lägen,  während 
in  der  ganzen  Ebene  nur  jene  drei  existieren.  Zwei  Ecken  und  die 
beiden  gegenüberliegenden  Seiten  können  aggregiert  imaginär  sein, 
weil  Gleichung  (20)  zwei  konjugiert  komplexe  Wurzeln  besitzen  kann, 
n.  Qi  --Qi+Qi  (also  (>i,  Qi,  ft  reell). 

a)  v[A(Pi)]  =  l. 
Esexistierenzwei  und  nur  zwei  yerschiedeneDoppelpunkteund 

Doppelgerade  (s.  Fig.  45).  Der  zu  p, 
gehörige  Doppelpunkt  muß  auf  der  zu 
Qi  ^  9%  gehörigen  Doppelgeraden,  der  zu 
Qi'^Qi  gehörige  Doppelpunkt  muß  auf 
der  zu  q^  gehörigen  Doppelgeraden  liegen; 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Doppel- 
punkte muß  aber  als  Doppelgerade  mit 
einer  jener  beiden  zusammenfallen  und 
zwar  mit  der  zu  q^  =  q^  gehörigen,  weil 
dieser  FaU  als  Grenzfall  aus  I.  für  Qi^Qi  hervorgehen  muß. 
1>)  v[A(()i)]-2. 
Es  existiert  ein  zu  q^  gehöriger  bestimmter  Doppelpunkt  C 
und  eine  zu  P3  gehörige  Doppelgerade  c  (s.  Fig.  46).  Die  auf  c  liegen- 
den Doppelpunkte  gehören  zu  der  von  pg  verschiedenen  Doppel wurzel 
9i  "■  9i  ^on  (20) ;  die  Gerade  c  ist  also  von  lauter  Doppelpunkten  er- 
füllt. Ebenso  gehen  durch  C  lauter  Doppelgerade,  die  zu  der  Doppel- 
wurzel Qi  =  Q^  von  (20)  gehören.  G  und  c  liegen  nicht  vereinigt. 
Denn  sonst  müßten  die  Koordinaten  x^,  x^y  x^  von  C  den  Gleichungen 
(19)  sowohl  für  Q  ^  Qi  als  auch  für  Q  =^  Q^  genügen,  und  hieraus 
würde  wie  oben  aj^  =  a:,  —  ajg  =»  0  folgen. 

Wir  haben  also   hier   einen  festen  Punkt,   das   EoUineations- 

Zentrum  C,  und  eine  feste  Gerade,  die 
EoUineationsachse  c,  die  mit  allen 
ihnen  angehörigen  Geraden,  bezw.  Punk- 
ten sich  selbst  entsprechen.  Je  zwei 
entsprechende  Punkte  müssen  auf 
einer  Geraden  durch  C  liegen,  je 
zwei  entsprechende  Gerade  müs- 
sen sich  auf  c  schneiden.  Wir  ha- 
ben die  sogenannte  Perspektive  (oder 
kollineare)  Lage  zweier  kolline- 
aren konlokalen  Felder  oder  die  zentrische  Kollineation. 


Fig.  i6. 
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ni.  Pi «  Pj  —  Ps  (alßo  reell). 

a)  v[A((>i)]-l. 

Es  existiert  ein  einziger  bestimmter  Doppelpunkt  und  eine 
einzige  bestimmte  Doppelgerade,   die  inzidieren  (s.  Pig.  47), 
da  dieser  Fall  als  Grenzfall  aus  IIa) 
heryorgehen  mnß,  wenn  q^  -=  q^  wird      ^^^ Ji >>,  i 

b)  «[A(p,)]  =  2.  '  „^„ 
Es  existiert  eine  von  Doppel- 

pnnkten  erfüllte  Gerade  und  ein  lauter  Doppelgerade  tragen- 
der Punkt,  die  miteinander  inzidieren  (s.  Fig.  48),  weil  dieser  Fall 
als  Grenzfall  aus  IIb)  ftlr  Pg  <»  pi  heryorgehen  muß.     Man  hat  also 
eine  zentrische  Eollineation,  bei  der 
Zentrum    und   Achse   der   Eollinea- 
tion vereinigt  liegen. 
c)i>[A(pi)]-3. 

Jeder   Punkt    ist    Doppelpunkt, 
jede  Gerade  Doppelgerade.    Die  bei- 
den kollinearen  Felder  sind  mitein-  Fig.  48. 
ander  identisch. 

In  denjenigen  Fällen,  wo  wenigstens  drei  reelle,  nicht  auf 
einer  Geraden  liegende  Doppelpunkte  existieren,  also  in  den 
Fallen  L,  wenn  p^,  q^  und  p,  reell  ist,  Hb)  (zentrische  Eollineation, 
bei  der  Zentrum  und  Achse  nicht  vereinigt  liegen),  IIIc)  (Identität  der 
beiden  Felder),  kann  man  drei  solche  Punkte  als  Fundamentalpunkte 
des  Eoordinatensjstems  wählen  und  erhält  dadurch  die  Gleichungen 
der  Eollineation  konlokaler  Felder  bezogen  auf  dieses  Eoordinaten- 
system  in  der  einfachsten  Gestalt 

(24)  QX^  =  aa:/,     qx^  ^  ß^i,    (^a;»  =-  y <  • 

Für  Weiteres  über  konlokale  kollineare  Felder  vergleiche  man  die 
schon  in  Art.  32  zitierte  Arbeit  von  Franz  London,  Arch.  d.  Math.  u. 
Phys.  m.  Reihe,  Bd.  7  (1904),  S.  207—225,  sowie  die  Arbeit  desselben 
Verfassers  Math.  Ann.  Bd.  57  (1903),  S.  222—230. 

Übungsaufgabe:  Man  untersuche  die  EoUineationsarten  kon- 
lokaler Felder,  wenn  die  Gleichungen  bezw.  lauten: 


1) 

QXi  =  UXi', 

QX,^  ßx,', 

QXg  —  yXg     (a,  ß,  y  verschieden) 

2) 

p«!  -  axi', 

QX^^ax,', 

piCg-ya:,'    (a  +  y) 

3) 

QX^-^ax^, 

QXt^Xi'+ax,', 

Qx,~yxt    («  +  y) 

4) 

QXi  -  axi\ 

(»«,=  «<, 

QXg—  ax,' 

5) 

paJi  =  «V, 

(fXt  =  ««,', 

QX,"  X,' +  ttX,' 

6) 

QXi  —  ««/, 

(fXj  -  «/  +  «»,', 

(fX,='  X,'  +  aXf'. 
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79.  [Involntion  In  der  Bbene.]  Da  wir  bei  der  Geometrie  in  den 
Gebilden  I.  Stufe  die  Erfahrung  gemacht  haben,  daß  die  als  Inyolu- 
tion  bezeichnete  Paarnng  z.  B.  der  Punkte  einer  Punktreihe  als 
Spezialfall  zweier  konlokalen  projektiven  Punktreihen  aufge&ßt  werden 
konnte  (s.  Art.  33),  so  fragen  wir  auch  hier,  ob  und  wann  bei  zwei 
konlokalen  koUinearen  Feldern  eine  Paarung  aller  Punkte  und  aller 
Geraden  der  Ebene  eintritt,  sodaß,  wenn  dem  Punkt  X  von  E  der 
Punkt  X'  von  E'  entspricht,  auch  dem  Punkt  X  von  E'  der  Punkt  X' 
von  E  entspricht,  woraus  die  Paarung  aller  Geraden  von  selbst  folgt. 
Eine  solche  Paarung  nennen  wir  eine  Involution  in  der  Ebene 
oder  ein  involutorisches  Feld. 

Damit  dieser  Fall  eintritt,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
die  beiden  zueinander  inversen  Gleichungssysteme  (16) 

(16a)  ?a;,-2'««<'        (1^^)  pW-^*^««» 

('=1,2,8) 

miteinander  identisch  werden,  wenn  man  in  einem  von  ihnen  die  x 
und  die  x   miteinander  vertauscht,  d.  L  daß 

(25)  «.^  =  A  Ajfei,  («,*= 1, «, «), 

wo  k  von  iy  Je  unabhängig  ist. 

Da  wir  nun  durch  Multiplikation  aller  a^J^  mit  einem  reellen 
Faktor  stets  erreichen  können,  daß  A  =  |  a^^  |  =  1  wird,  so  wollen  wir 
dies  voraussetzen.     Dann  ist  aber  auch  |  A^j^l  =  |a,jti*=^  1,  also  nach 

(25)  A*  ==»  1  und  somit  A  =  1 .  Folglich  können  wir  der  vorstehen- 
den Bedingung  auch  die  elegantere  Form  geben: 

Die  Eollineation  zweier  konlokalen  Felder 

(16)  Q^i-^^ik^ky      l«aHl  C-i,«.»), 

ist  dann  und  nur  dann  eine  Involution,  wenn 

(26)  aii—Ai,  (i,*=i,j,»). 

Die  kubische  Gleichung  (20a),  die  zu  den  Doppelelementen 
der  Involution  führt,  wird  also  infolge  von  (26) 

(27)  p'-c»Ä.  +  e-5'««-l-0; 

sie  ist  eine  „reziproke  Gleichung",  die  neben  jeder  Wurzel  auch  deren 
reziproken  Wert  als  Wurzel  enthält.  Sie  hat  stets  die  Wurzel  +  1 . 
Da  sie  kubisch  und  reziprok  ist,  kann  sie  nur  p  =  +  1  und  p  =  —  1 
als  mehrfache  Wurzeln  besitzen.    In  der  Tat  hat  sie,  wie  leicht  zu 
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sehen  ist,  für  Sa^^^  3  die  dreifache  Wurzel  +1,  für  Sa^^^  —  1  die 
Doppelwnrzel  p » —  1 ,  in  allen  andern  Fällen  drei  verschiedene 
Wurzeln. 

Im  Falle  Pi  —  (>$=■  Ps  *=  +  1  ^^^  ^[A(+ 1)]  "^  ^  haben  wir  die 
Identität  beider  Felder,  die  also  auch  als  Involution  au%efaßt  werden 
muß.  —  In  jedem  andern  Falle  können  wir  durch  eine  Eoordinaten- 
transformation,  bei  der  sich  natürlich  die  Doppelelemente  der  Involu- 
tion nicht  ändern,  einen  Doppelpunkt  und  zwei  einander  involutorisch 
entsprechende  Punkte  zu  Fundamentalpunkten  eines  neuen  Systems 
machen;  denn  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  es  stets  drei  solche  Punkte 
gibt,  die  nicht  auf  einer  Geraden  liegen.  Dann  lauten  die  Invo- 
lutionsgleichungen : 


(28) 


(fXf=ßX,', 


/& 


X/ 


VC 


wobei  A  =  l,  also  aßy=^  —  l  ist.    Folglich  ist  nach  (26) 
«  —  -ßr,    ß-^  —  aß,    y^  —  ay, 

d.h.  a 1,  ßy-1,  und  öl.  (20)  wird 

_A(p)^p«+(»»-e-l=0. 

Es  ist  also  (>i=  Pj»-—  1,  Q^'^  1  und  v[A(—  1)]  =  2. 

Demnach  haben  wir  außer  der 
Identität  nur  eine  Art  der  In- 
volution, die  eine  spezielle 
zentrische  Kollineation  ist, 
bei  der  Zentrum  und  Achse 
nicht  vereinigt  liegen.  Auf  je- 
der Geraden  durch  das  Zen- 
trum C  ruht  eine  Involution 
von  Punktepaaren;  in  jedem 
Punkt  der  Achse  c  befindet 
sich  eine  Involution  von  Strah- 
lenpaaren (s.  Fig.  49). 

Die  Involution  auf  jeder  Geraden  ^ 
g  durch  C  ist  hyperbolisch,  da  C  Fig.  49. 

und  gc  ihre  reellen  Doppelpunkte 

sind.     Ebenso   sind  die  in  den  Punkten  P  von  c  ruhenden  Strahlen- 
involutionen sämtlich   hyperbolisch.     Wir  können  daher  auch  sagen: 
Jedes  Elementepaar  eines   involutorischen   Feldes   wird 
durch  Zentrum   und  Achse   der  Involution   harmonisch   ge- 
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trennt.  Man  nennt  deshalb  diese  Inyolntion  auch  eine  ,;harmo- 
nische  Verwandtschaft".^) 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  eine  konlokale  KoUineation, 
bei  der  (>i  ■=•  Pg  *=  —  Ps  und  v[A((>i)]  -«  2,  eine  Involution  ist. 

2.  Man  zeige,  daß  eine  konlokale  Eollineation  eine  Involution 
ist,  wenn  zwei  Punktepaare,  die  ein  Viereck  bilden,  einander  involu- 
torisch  entsprechen. 

3.  Man  zeige,  daß  jede  Involution  (außer  der  Identität)  durch  die 
Gleichungen 

(29)  e^i=-<,     P^=-V,     Q^i V 

darstellbar  ist,  und  gebe  an^  wie  die  Fundamentalpunkte  dann  ge- 
wählt sind. 

4.  Man  zeige,  daß  zwei  beliebige  kollineare  Felder  i.  a.  nicht 
so  aufeinander  gelegt  werden  können,  daß  sie  eine  Involution  bilden. 

80.  [Die  korrelatlTe  oder  reslproke  TranBformatlon  der 

Bbene.]  Neben  der  kollinearen  oder  projektiven  Transformation 
interessiert  uns  noch  eine  andere,  von  der  wir  in  Art.  64  schon  einen 
Spezialfall  kennen  gelernt  haben. 

Zwei  ebene  Felder  E  und  E',  auf  derselben  oder  ver- 
schiedenen Ebenen  ruhend,  heißen  korrelativ  oder  reziprok 
(aufeinander  bezogen),  wenn  jedem  Punkt  von  E  eine  Gerade 
von  E',  jeder  Geraden  von  E  ein  Punkt  von  E'  ein-eindeutig 
entspricht  und  außerdem  jede  Inzidenz  eines  Punktes  mit 
einer  Geraden  in  E  die  Inzidenz  der  entsprechenden  Elemen  te 
in  E'  zur  Folge  hat.  Die  Beziehung  zwischen  E  und  E'  heißt 
eine  Korrelation  oder  Reziprozität,  der  Übergang  von  dem 
einen  zum  andern  Feld  eine  korrelative  oder  reziproke  Trans- 
formation. 

Wir  beweisen  zunächst  die  Existenz  von  Korrelationen  und 
durch  die  Herstellung  einer  solchen  Korrelation  auf  analytischem  Wege 
zugleich  die  Möglichkeit,  vier  beliebigen,  ein  Viereck  bilden- 
den reellen  Punkten  von  E  vier  beliebige,  ein  Vierseit 
bildende  reelle  Gerade  von  E'  zuzuweisen. 

Die  vier  beliebigen  Punkte  N^,  N^,  N^,  E  von  E,  von  denen  nicht 
drei  auf  einer  Geraden  liegen,  seien  Fundamentalpunkte,  bezw.  Ein- 
heitspunkt eines  Koordinatensystems  x^,x^y  x^  und  u^ ,  ti^y  ti,  in  E.  Ebenso 
seien  die  vier  beliebigen  Geraden  n^',  w,',  %\  e  von  E',  von  denen 
nicht  drei  durch  denselben  Punkt  gehen,  Fundamentalgerade,  bezw.  Ein- 

X)  MilinowBki,  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  86  (1879)  S.  290. 
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heitsgerade  eines  Koordinatensystems  x^^x^yX^  und  ti^'yt^^V  in  E'. 
Dann  entsprechen  durch  die  Gleichungen 

(30)  9^i-<\ 

(31)  6u,^xl\ 

den  Punkten  N^,  N^,  N^y  E  von  E  die  Geraden  n^,n^\n^',^  von  E'. 
Daß  dann  auch  jedem  Punkt  von  E  eine  Gerade  von  E',  jeder  Ge- 
raden von  E  ein  Punkt  von  E'^  jeder  Inzidenz  in  E  eine  Inzidenz 
in  E'  entspricht;  wird  genau  wie  in  Art.  77  bei  der  EoUiaeation  be- 
wiesen. 

Weiter  gelangen  wir  durch  folgende  Kette  von  Schlüssen  zu  dem 
Resultat,  daß  durch  ein  beliebiges  Viereck  in  E  und  ein  ihm 
zugeordnetes  beliebiges  Vierseit  in  E'  (oder  umgekehrt)  eine 
Korrelation  zwischen  den  ebenen  Feldern  E  und  E'  eindeutig 
festgelegt  ist: 

Jedem  Grundgebilde  I.  Stufe  in  E  entspricht  bei  einer  Korrelation 
ein-eindeutig  ein  (ungleichartiges)  (Jrundgebüde  I.  Stufe  in  E'.  —  Je- 
dem Vierseit  (Viereck)  in  E  entspricht  ein  Viereck  (Vierseit)  in  E'. 
—  Jedem  harmonischen  Punkt -Wurf  (Strahlen -Wurf)  in  E  entspricht 
folglich  ein  härm  o  nis  eher  Strahlen -Wurf  (Punkt-Wurf)  in  E'.  —  Jedem 
Grundgebilde  I.  Stufe  in  E  entspricht  folglich  ein  ihm  projektives 
(ungleichartiges)  Ghrundgebilde  L  Stufe  in  E'  (nach  Art.  76).  —  Jedem 
Punkt-Geraden -Wurf  in  E  entspricht  deshalb  ein  Geraden-Punkt -Wurf 
in  E'  mit  gleichem  DV.  —  Hat  man  nun  den  Bestimmungspunkten 
eines  Koordinatensystems  x,umE  die  Bestimmungsgeraden  eines  Koor- 
dinatensystems u,  X  in  E'  zugewiesen,  so  entspricht  nach  der  Korre- 
lation jedem  Punkt  P  von  E,  der  die  DVe  (PEn^n^),  {PEn^n^), 
(PEn^n^)  liefert,  die  Gerade  g'  in  E',  für  die  die  DVe  (^eN^N^'), 
{^e'N^N{)j  {g'e'N^N^)  bezw.  dieselben  Werte  haben,  d.h.  diejenige 
eindeutig  bestimmte  Gerade,  deren  Linienkoordinaten  u^' :  uj[  :  u/ 
gleich  den  Punktkoordinaten  x^ix^i  x^  von  P  sind.  —  Die  gewünschte 
(und  somit  jede)  Korrelation  ist  also  durch  die  Gleichungen  (30),  (31) 
darstellbar,  und  der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  bewiesen. 

Gehen  wir  (wie  in  Art.  77)  in  einem  der  Felder  E  oder  E'  zu  einem 
andern  Koordinatensystem  über  (wobei  wir  aber  die  alten  Zeichen  für 
die  Koordinaten  beibehalten),  so  erhalten  wir  wie  dort  unter  Berück- 
sichtigung der  Kontragredienz  der  x  und  w,  der  x'  und  u  (s.  Art.  62) 
den  allgemeinsten  Ausdruck  einer  Korrelation  in  den  folgen- 
den Gleichungen,  denen  wir  jeweils  die  inversen  beifügen: 

(32»)  (»«,-2'''""*''  (^^^^    (»'<=2''^*Ä        (■■='•«.») 
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(33a)  <f^i^^\k^kf  (33  b)    <y'a?/ =  ^ce^^U;^         (*=i,2,8). 

Aal  ibsl 

wobei  die  a^^  reell  sind,  |a,jfe|+0,  also  auch  lA^^I  +  O  ist. 

Auch  ergibt  sich  ebenso  wie  in  Art.  77,  daß  diese  Gleichungen 
immer  eine  korrelative  oder  reziproke  Beziehung  zwischen  E  uud  E' 
darstellen,  sowie,  daß  es  oo^  Korrelationen  zwischen  zwei  Feldern  auf 
gegebenen  Ebenen  gibt. 

Hierin  liegt  zugleich  ein  analytischer  Beweis  für  die  Gültigkeit 
des  Dualitätsgesetzes  bei  allen  denjenigen  projektiven  Bezie- 
hungen in  der  Ebene,  die  in  projektiven  Koordinaten  ana- 
lytisch ausdrückbar  sind.  Ein  solcher  analytischer  Ausdruck  ändert 
sich  nämlich  nicht  bei  einer  beliebigen  linearen  Transformation  (siehe 
Art.  77).  Dies  gilt  aber  natürlich  ebensowohl,  wenn  man  die  lineare 
Transformation  ab  eine  koUineare,  als  auch,  wenn  man  sie  als  eine 
korrelative  interpretiert.  Geschieht  aber  das  letztere,  so  stellt  der 
transformierte  Ausdruck  eine  zu  der  ursprünglichen  dualistische  Be- 
ziehung dar. 

Da  die  Zusammensetzung  zweier  Korrelationen  nach  (32), 

(33)  eine  Kollineation  liefert,  bilden  die  korrelativen  mit  den  kolli- 
nearen Transformationen  zusammen  eine  Gruppe,  sie  allein  aber  nicht. 

Übungsaufgabe:  Man  zeige,  daß  zur  Herstellung  einer  Korre- 
lation zweier  Felder  E  und  E'  auch  einem  beliebigen  Punkt  und 
drei  beliebigen  Geraden  in  E,  welche  zusammen  ein  Viereck  be- 
stimmen, drei  beliebige  Punkte  und  eine  beliebige  Gerade  in  E\ 
welche  zusammen  ein  Vierseit  bestimmen,  —  niemals  aber  zwei 
Punkten  und  zwei  Geraden  in  E  zwei  Gerade  und  zwei  Punkt« 
in  E'  —  zugeordnet  werden  können. 

81.  [Korrelation  oder  BeslproBlt&t  In  derselben  Bbene.] 

Denken  wir  uns  jetzt  die  beiden  Felder  E  und  E'  in  derselben  Ebene, 
also  „konlokal^  so  seien  wieder  wie  in  Art.  78  beide  auf  dasselbe 
Koordinatensystem  bezogen;  d.h.  sind  x^,  x^,  x^  die  Koordinaten 
eines  Punktes  X  von  E,  so  sind  t«|',  w,',  u^'  die  Koordinaten  der 
zu  X  reziproken  Geraden  u  von  E'  bezogen  auf  dasselbe  Koor- 
dinatensystem.    Entsprechend  für  Wj,  tij,Mj  und  x^yX^\x^. 

Wir  fragen  jetzt  nach  denjenigen  Punkten  X  von  E,  die  mit 
ihren  reziproken  Geraden  u  von  E'  inzidieren.  Hierfür  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß 

(34)  a?i<+rr,V+a:3<-0 

oder,  indem  man  diese  Gleichung  durch  Komposition  der  drei  Gleichun- 
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gen  (32b)  mit  x^,  oo^,  x^  bildet^  daß 

(35)  ^/^ki^k^i^^^k^i^k--^' 

i,k  i,k 

Dieselbe  Gleichung  erbalt  man  für  x  durch  Komposition  der  Gleichun- 
gen (33  a)  mit  x^^x^^x^'  als  Bedingung  dafür,  daß  der  Punkt  X' 
von  E'  mit  seiner  reziproken  Geraden  u  von  E  inzidiere. 

Gleichung  (35)  ist  eine  quadratische  Gleichung  in  Punkt- 
koordinaten. Einer  solchen  genügen  also  die  Koordinaten  aller 
Punkte  der  Ebene,  die  mit  ihren  reziproken  Geraden  in- 
zidieren,  gleichviel  ob  man  diese  Punkte  zu  E  oder  zu  E' 
rechnet  Das  durch  (35)  dargestellte  geometrische  Gebilde  ist,  wie 
wir  in  Kapitel  VI  dieses  Abschnittes  sehen  werden,  eine  Punktkurve. 
Wir  wollen  sie  die  Punktkurve  der  Inzidenzen  unserer  Korre- 
lation nennen. 

Fragen  wir  weiter  nach  denjenigen  Geraden  u,  bezw.  u',  die  mit 
ihren  reziproken  Punkten  X',  bezw.  X  im  andern  Feld  inzidieren,  so 
ist  die  Bedingung  dafür  wieder 

(34)        u^Xj^  +  u^x^'  +  u^oo^  «  0,  bezw.  u^x^  +  u^%  +  u^'x^  =  0. 

Bildet  man  diese  Gleichung  jetzt  aus  (33  b)  durch  Komposition  mit 
t^i,  tiji,  u^,  bezw.  aus  (32a)  durch  Komposition  mit  u^,  tc^'^t^s';  ^^  erhalt 
man  die  quadratische  Gleichung  in  Linienkoordinaten 


(36)  ^^ik^i^k 


0, 


der  die  Koordinaten  aller  Geraden  der  Ebene  genügen,  die 
mit  ihren  reziproken  Punkten  inzidieren,  gleichviel  ob  man 
diese  Geraden  zu  E  oder  zu  E'  rechnet. 

Das  durch  (36)  dargestellte  geometrische  Gebilde  ist,  wie  wir 
ebenfalls  in  Kapitel  VI  sehen  werden,  eine  Strahlenkurve.  Wir 
nennen  sie  die  Strahlenkurve  der  Inzidenzen  unserer  Korrelation. 

Übungsaufgabe:  Man  suche  bei  einer  konlokalen  Reziprozität 
die  Punkte  (Geraden)  auf,  denen  dasselbe  Element  reziprok  entspricht, 
gleichviel  ob  man  den  Punkt  (die  Gerade)  zu  E  oder  zu  E'  rechnet. 

82.  [Polarit&t  nnd  Polarfeld.]  Von  besonderem  Interesse, 
wie  es  die  Involution  als  Spezialfall  der  konlokalen  KoUineation  war, 
ist  nun  wieder  der  Spezialfall  der  konlokalen  Korrelation,  bei  dem 
jeder  Punkt  der  Ebene  mit  derselben  Geraden  gepaart  ist,  ob 
man  ihn  zu  E  oder  E'  rechnet.     Wir  nennen  diese  Korrelation  oder 
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Reziprozität  dann  Polarität  und  sagen,  die  beiden  konlokalen  Felder 
bilden  ein  Polar fe Id.  Die  miteinander  gepaarten  Punkte  und  Geraden 
heißen  Pol  und  Polare  voneinander. 

Hierfür  ist  es  notwendig  und  hinreichend;  daß  die  G^leichungs- 
Systeme  (32  a)  und  (33  b)  (und  ebenso  die  Gleichungssysteme  (32  b) 
und  (33  a))  miteinander  identisch  werden ,  wenn  man  in  einem  Ton 
ihnen  die  ungestrichenen  durch  gestrichene;  die  gestrichenen  durch 
ungestrichene  Koordinaten  ersetzt;  d.h.  daß  ajtj=»  a^j^  (*',*= i,s,s)  ist, 
woraus  auch  \]t==^  \i  folgt.     Also  können  wir  sagen: 

Die  konlokale  Reziprozität  oder  Korrelation 

(32)  9^i-^^ik<  <'=^'*'»> 

ist  dann  und  nur  dann  eine  Polarität;  wenna^^^a^^;  d.h. 
w^nn  das  System  der  a^J^  symmetrisch  ist. 

Wir  werden  später  seheU;  daß  bei  zwei  konlokalen  Feldern;  die 
ein  Polarfeld  bilden,  die  Punkt-  mit  der  Strahlenkurve  der  Inzi- 
denzen  identisch  ist  und  daß,  wenn  nur  sie  gegeben  ist,  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  eines  Polarfeldes  eindeutig  bestimmt  ist. 
Wir  nennen  sie  deshalb  die  Ordnungskurve  des  Polarfeldes. 

In  der  in  Art.  64  benutzten  Korrelation  oder  Reziprozität  hatten 
wir  den  Spezialfall  einer  Polarität  mit  der  Ordnungskurve 

(37)  aJi^+V+V-^O     oder    V+V+V=-0, 

die,  wie  man  sieht;  weder  reelle  Punkte  noch  reelle  Strahlen  besitzt. 

Hat  man  im  Polarfeld  zwei  Punkte  A,  B,  von  denen  einer  imd 
folglich  jeder  mit  der  Polaren  des  andern  inzidiert;  so  ist  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  die  Polare  des  Schnittpunktes  C 
ihrer  Polaren  (wobei  C  auch  mit  Ä  oder  B  zusammenfidlen  kann). 
Sind  nun  die  Punkte  Ä,  B  und  C  voneinander  verschieden;  so  büden 
sie  ein  Dreieck,  bei  dem  jede  Ecke  der  Pol  ihrer  Gegenseite; 
jede  Seite  die  Polare  ihrer  Gegenecke  ist.  Eine  solche  Figur 
nennt  man  ein  Poldreieck  oder  Polardreieck  des  Polarfeldes. 

Sowohl  die  Involution  als  auch  die  Polarität  in  der  Ebene 
müssen  wir  als  Analogen  zur  Involution  in  den  Grundgebilden  I.  Stufe 
betrachten.  —  Da  die  Theorie  der  Polarität  mit  der  uns  bald  be- 
schäftigenden Polarentheorie  der  Kegelschnitte  identisch  ist;  verlassen 
wir  diesen  Gegenstand  hier  und  schließen  damit  überhaupt  unsere 
Darstellung  der  Elemente  der  projektiven  Geometrie  in  der  Ebene. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  ein  Polarfeld  durch  ein 
beliebig  gewähltes  Polardreieck;  einen  beliebigen  mit  keiner  Seite  des 
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Dreiecks  inzidierenden  Punkt  und  eine  beliebige  mit  keiner  Ecke  des 
Dreiecks  inzidierende  Gerade^  die  jenem  Punkt  polar  entsprechen  soll, 
eindeutig  bestimmt  ist. 

2.  Man  zeige,  daß  zwei  konlokale  reziproke  Felder  E  und  E'  ein 
Polarfeld  bilden,  sobald  die  drei  Ecken  eines  einzigen  Dreiecks  ihren 
Gegenseiten  entsprechen,  gleichyiel  ob  man  sie  zu  E  oder  E'  rechnet^ 
und  daß  man  zwei  beliebige  reziproke  Felder  immer  zu  einem 
Polarfeld  yereinigen  kann.  (Man  beachte  das  hiervon  yerschiedene 
Verhalten  zweier  kollinearer  Felder  (Art.  79,  Übungsaufg.  4)). 


H«fft«r  n.  KothUr,  »B«lytiioh«  G«om«ftri«,  X.  13 
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Viertes  KapiteL 

Elemente  der  afflnen  Geometrie  in  der  Ebene. 

83.  [AfSne  Oeometrle  in  der  Bbene.]  Die  affine  Geometrie 
ia  der  Ebene,  der  wir  uns  nun  zuwenden,  wurde  in  Art.  10  als  der 
Inbegriff  derjenigen  Beziehungen  zwischen  Punkten  und  (reraden  de- 
finiert, die  bei  allen  affinen  Transformationen  erhalten  bleiben.  Eine 
affine  Transformation  der  Ebene  war  dabei  (s.  Art.  9)  eine  solche  pro- 
jektiye,  die  eigentliche  Elemente  immer  wieder  in  eigentliche,  un- 
eigentliche immer  wieder  in  uneigentUche  überführt,  m.  a.  W.  außer 
den  Inzidenzen  auch  alle  Parallelitäten  erhält.  Daher  konnten  wir 
sagen  (s.  Art.  10): 

Jede  affine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden 
einer  Ebene  läßt  sich  allein  auf  Inzidenzen  und  Paralleli- 
täten oder  —  w.  d.  i.  —  allein  auf  Inzidenzen  zurückführen, 
wenn  noch  eigentliche  und  uneigentliche  Elemente  unter- 
schieden, d.  h.  die  uneigentlichen  Elemente  ausgezeichnet 
werden. 

Und  umgekehrt:  Jede  lediglich  auf  Inzidenzen  und  Paralleli- 
täten zurückführbare  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Ge- 
raden einer  Ebene,  deren  Begriff  außer  den  uneigentlichen 
Elementen  kein  Element  auszeichnet,  ist  affin. 

Die  affine  Geometrie  bringt  also  zu  den  Inzidenzbeziehungen  noch 
die  Parallelmetrik  hinzu  (s.  Art.  10). 

In  der  projektiyen  Geometrie  der  Ebene  galt  das  Dualitäts- 
gesetz  unbeschränkt  (Art.  64).  Da  die  affine  Geometrie  aus  der  pro- 
jektiven durch  die  Auszeichnung  eines  sicher  nicht  sich  selbst  dua- 
listischen Gebildes,  nämlich  der  einen  uneigentlichen  Geraden  und  ihrer 
unendlich  yielen  uneigentlichen  Punkte,  hervorgeht,  so  kann  in  der 
affinen  Geometrie  die  Dualität  zwischen  „Punkt"  und  „Ge- 
rade" nicht  unbeschränkt  herrschen. 

Beispiele  affiner  Begriffe,  die  nicht  zugleich  projektiv,  also 
parallelmetrisch  sind,  können  wir  schon  jetzt  anführen.  Den  Be- 
griff „zwischen"  in  der  Aussage  ,,ein  eigentlicher  reeller  Punkt  liegt 
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anf  einer  reellen  Geraden  zwischen  zwei  andern  eigentlichen  reellen 
Punkten'',  den  Begriff  der  ;,Strecke  eines  eigentlichen  reellen  Punkte- 
paares'' kennen  wir  ja  schon  aus  der  Geometrie  in  der  Punktreihe 
als  affin.  —  Auch  der  Begriff  der  beiden  Halbstrahlen,  in  die  jede 
eigentliche  reelle  Gerade  durch  einen  beliebigen  ihrer  eigentlichen 
reellen  Punkte  und  den  jetzt  stets  ausgezeichneten  uneigentlichen 
Punkt  zerfäUt,  gehört  der  affinen  Geometrie  der  Ebene  an.^) 

Wahrend  die  „projektive  Ebene"  (d.  h.  die  Ebene  yom  Stand- 
punkte der  projektiven  Geometrie  aus  betrachtet)  als  geschlossene 
Fläche  gedacht  werden  mußte,  können  wir  uns  die  „affine  Ebene"  längs 
der  in  ihr  ausgezeichneten  uneigentlichen  Geraden  g^  aufgeschnitten 
denken.  Eine  einzige  eigentliche  reelle  Gerade  zerlegt  dann  das  affine 
reelle  Punktfeld  (zusammen  mit  g^  schon  in  zwei  getrennte  Teile. 
Zwei  eigentliche  nicht  parallele  reelle  Gerade  a,  h  zerlegen  das  affine 
Punktfeld  (zusammen  mit  g^  in  vier  Teile.  Diese  Teile  des  Punkt- 
feldes oder  die  von  ihnen  bedeckten  Stücke  der 
Ebene  oder  endlich  die  Gesamtheit  der  in  ihnen 
verlaufenden  Halb  strahlen  durch  den  Schnittpunkt 
ab  nennen  wir(Halbstrahlen-)Winkel,  den  Punkt 
ai  ihren  gemeinsamen  Scheitel,  die  von  ihm  aus- 
gehenden Halbstrahlen  von  a  und  h  die  Schenkel 
der  Winkel,  zwei  längs  g^  aneinander  grenzende 
Winkel  Scheitelwinkel,  zwei  längs  a  oder  h  an- 
einander grenzende  Winkel  Nebenwinkel  von- 
einander (Fig.  50).  Die  Begriffe  des  (Halbstrahlen-) 
Winkels  und  der  Scheitelwinkel  treten  also  erst 
in  der  affinen  Geometrie  auf,  wahrend  wir  von 
Winkeln  in  weiterem  Sinn  und  Nebenwinkeln  schon  in  der  projektiven 
Geometrie  reden  konnten  (Art.  42  und  65).  (Der  Begriff  der  Größe 
eines  Winkels  aber  gehört  der  affinen  Geometrie  noch  nicht  an,  da 
für  ihn  die  Auszeichnung  des  absoluten  Paares  unter  der  Gesamtheit 
der  uneigentlichen  Punkte  erforderlich  sein  wird.) 

Drei  eigentliche  Gerade  a,  &,  c  mit  drei  eigentlichen  Schnitt- 
punkten nezmen  wir  ein  eigentliches  Dreiseit  oder  Dreieck.  Sie 
zerlegen,  wenn  sie  reell  sind,  das  reelle  Punktfeld  in  vier  Teile,  von 
denen  ein  einziger  keinen  uneigentlichen  Punkt  entl^lt.  Diesen  nennen 
wir  das  Innere,  seine  Punkte  innere  Punkte  des  Dreiecks  dbc. 
Den  von  den  sämtlichen  inneren  Punkten  bedeckten  Teil  der  Ebene 


1)  Wohl  könnte  man  sagen,  daß  Bchon  beim  eigentlichen  Strahl- 
büschel  jeder  Strahl  durch  den  Mittelpunkt  des  Büschels  in  zwei  Halbstrahlen 
zerfäUt.  Aber  da  wir  ja  dort  als  Elemente  nur  Strahlen,  keine  Punkte  haben, 
so  können  wir  die  Halbstrahlen  eines  Strahls  nicht  voneinander  unterscheiden 

13* 


Digitized  by 


Google 


196 


Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  IV. 


[88.  84. 


Flg.  51. 


nennen  wir  dieFläche  des  Dreiecks  (Fig.  51).  Auch  dieser  Begriff  (bei 
dem  noch  nicht  von  der  Größe  der  Fläche  die  Bede  ist)  gehört  also 

der  affinen  Geometrie  an;  ebenso, 
wie  wir  sehen  werden,  der  Begriff 
des  Verhältnisses  zweier 
Flächeninhalte  oder  des 
Flächenverhältnisses. 

Durch  Festlegung  eines  Rich- 
tungssinnes auf  der  uneigentlichen 
Geraden  g^  ist  für  jedes  Büschel  in 
der  affinen  Ebene,  d.  h.  kurz  für 
die  ganze  affine  Ebene  selbst 
ein  bestimmter  Drehungssinn 
festgelegt,  was  in  der  projektiven 
Ebene,  wo  es  keine  ausgezeichnete 
Gerade  gab,  nicht  der  Fall  war.  Gleichzeitig  wird  dadurch,  wie  wir 
sehen  werden,  für  jede  geschlossene  sich  selbst  nicht  schneidende 
Linie  ein  bestimmter  Umlaufssinn  festgelegt. 

84.  [Das  AbstandsTerhUtnis  (AT)  iweler  Pnnkte  Ton 
einer  Geraden  als  charakteristische  absdnte  Invariante 
der  affinen  Oruppe.]  Wählen  wir  bei  dem  Punkt-Geraden- Wurf, 
der  uns  in  seinem  DY  eine  charakteristische  absolute  Inyariante  der 
projektiven  Gruppe  lieferte,  als  eine  der  beiden  Geraden  die  in  der 

affinen  Geometrie  ausgezeichnete  un- 
^«^  eigentliche  Gerade  g^,  so  definieren  wir 

durch  die  Gleichung 

(1)    (99,PQ)^(ß,PQ)^{PQ,9) 

das  AV  der  Geraden  g  in  bezug 
auf  die  Punkte  P  und  Q,  oder  der 
Punkte  P  und  Q  in  bezug  auf  g, 
das  hiermit  von  vornherein  auch  für 
imaginäre  Elemente  erklärt  ist,  da 
Nach  dieser  Definition  sowie  nach  Art.  53  (2) 


Fig.  52. 


dies  ja  vom  DV  gilt, 
und  Art.  28  (66)  ist 

(2)  {g,PQ)-{G>PQ), 

wenn  G  der  Schnittpunkt  von  g  und  PQ  ist  (s.  Fig.  52).  Aus  den 
Eigenschaften  des  DV  in  Art.  53  können  nach  der  Definitions- 
gleichung (1)  die  Eigenschaften  des  AV  abgelesen  werden. 

Ist  nun  jedes  AV  ein  spezielles  DV,  so  ist  umgekehrt  jedes 
DV  als  Quotient  zweier  AVe  darstellbar.  Wenn  man  die 
Gleichung  (3a)  in  Art.  53  für  P,  Q,g,h,g^  bildet,  ist  nämlich 
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(3)  iPQgh)  =  iPQ,g):iFQ,h). 

(Solange  (PQgh)  einen  bestimmten  Wert  hat,  gilt  das  Gleiche  nach 
Art.  53  a)  auch  von  den  beiden  AVen  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (3),  es  sei  denn,  daß  P  und  Q  beide  uneigentlich  sind  oder  einer 
dieser  Punkte  uneigentlich  ist  und  zugleich  mit  g  oder  h  inzidiert. 
Im  ersteren  Falle  sind  g  und  h  eigentlich,  da  sonst  {PQgh)  unbestimmt 
wäre,  und  man  kann  P,  Q  durch  zwei  beliebige  eigentliche  Punkte 
Pj,  bezw.  Q^  der  durch  gh  und  P,  bezw.  Q  gelegten  Strahlen  ersetzen 
ohne  das  DV  (PQgh)  zu  ändern,  wodurch  dann  die  AVe  in  (3)  be- 
stimmte Werte  erhalten.  Inzidiert  im  zweiten  Falle  aber  z.  B.  P 
mit  g  und  g^,  so  inzidiert  h  nicht  mit  P,  da  sonst  wieder  (PQgh) 
unbestimmt  wäre.  Man  kann  also  P  durch  einen  beliebigen  Punkt  P^ 
von  g  ersetzen.  Ist  g  eigentlich,  so  ist  nun  (Pj  Q,g)  bestimmt;  ist 
aber  g  uneigentlich,  so  kann  man  noch  g  durch  eine  beliebige  eigent- 
liche durch  Pi  gehende  Gerade  g^  und  dann  P^  durch  einen  ihrer 
eigentlichen  Punkte  P^  ersetzen,  so  daß  dann  (P,  Q^Si)  bestimmt 
ist.  Bei  diesen  Ersetzungen  ändert  sich  aber  das  t>Y  (PQgh)  wieder 
nicht.) 

Das  AV  ist  eine  absolute  Invariante  bei  allen  affinen  Transfor- 
mationen der  Ebene;  denn  das  AV  ist  ein  DV,  und  jede  affine  Trans- 
formation ist  eine  projektive,  die  g^  wieder  in  eine  uneigentliche  Ge- 
rade tiberführt.  Also  ist,  wenn  die  transformierten  Elemente  durch 
Akzente  angedeutet  werden, 

(4)  {PQ,  g)  ^  (PQggJ  =  (P' Q'g'gJ)  =  (P' Q', y). 

Umgekehrt  ist  eine  Transformation,  die  ein-eindeutig  jedes  Ele- 
ment der  Ebene  in  ein  gleichartiges,  reelle  Elemente  in  reelle  und 
jedes  AV  in  ein  ihm  gleiches  überftihrt,  affin.  Wir  zeigen  zunächst, 
daß  sie  jeden  uneigentlichen  Punkt  Q^  stets  wieder  in  einen  uneigent- 
lichen Q^  überführt.  Wie  in  Art.  54  (s.  Fig.  31)  erschließen  wir,  daß 
stets  ein  eigentlicher  Punkt  P  und  eine  eigentliche  Gerade  ^,  die 
nicht  miteinander  inzidieren,  so  gewählt  werden  können,  daß  auch  die 
nach  der  Transformation  ihnen  entsprechenden  Elemente  P'  und  g' 
nicht  inzidieren.     Da  nun  nach  der  Voraussetzung 

(5)  {PQu,9)-{P'Q:,9') 

ist  und  diese  AVe  wegen  der  Inzidenz  von  Q^  und  g^  nach  Art.  53  b) 
den  Wert  NuU  haben,  so  muß,  da  P'  und  g'  nicht  inzidieren,  Q^  mit  der 
uneigentlichen  Geraden  seines  Feldes  inzidieren,  d.  h.  uneigentlich  sein. 
Die  Transformation  führt  also  jeden  uneigentlichen  Punkt  in  einen 
uneigentlichen  und  folglich,  da  sie  ein-eindeutig  ist,  jeden  eigentlichen 
Punkt  in  einen  eigentlichen  über.  —  Wir  zeigen  weiter,  daß,  wenn 
der  eigentliche  Punkt  P  mit  der  eigentlichen  Geraden  g  inzidiert,  dann 
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auch  der  Punkt  F\  der  wieder  eigentlich  ist^  mit  ^  inzidiert.  Ist  nämlich 
Q  ein  beliebiger  eigentlicher,  nicht  mit  g  inzidierender  Punkt,  so  ist 
{PQ,  g)  —  0,  also  nach  Voraussetzung  auch  {P'Q'y  g')  =  0.  Da  aber 
Q'  nach  vorigem  wieder  eigentlich  ist,  also  nicht  mit  der  uneigent- 
lichen Geraden  des  transformierten  Feldes  inzidiert,  so  muß  P'  mit  g 
inzidieren.  Hieraus  folgt  noch,  daß  jede  eigentliche  Gerade  g  wieder 
in  eine  eigentliche  g'^  also  auch  die  uneigentliche  Gerade  g^  in  die 
uneigentliche  Gerade  gj^  übergeht.  Endlich  bleiben  auch  alle  Inzi- 
denzen  zwischen  einer  eigentlichen  Geraden  und  einem  uneigentlichen 
Punkt  bei  der  Transformation  erhalten.  Denn  ist  g  eine  eigentliche  Ge- 
rade, P„  ihr  uneigentlicher  Punkt,  Q  irgend  ein  nicht  mit  g  inzi- 
dierender eigentlicher  Punkt,  so  ist  {P^Q,  g)  nach  Art.  53  a)  un- 
bestimmt Ginge  nun  bei  der  Transformation  P„  in  einen  uneigent- 
lichen Punkt  PJ  über,  der  nicht  auf  sf  liegt,  so  hätte  {P^Q^g'),  da 
Q'  eigentlich  ist,  einen  bestimmten  Wert  und  die  Gleichheit  der 
entsprechenden  AVe  {P^Q\g)  und  {P^Q^g)  wäre  unmöglich. 

Die  Transformation  erhält  also  alle  Inzidenzen  und  führt  un- 
eigentliche Elemente  wieder  in  solche  über,  d.  h.  sie  ist  affin.  *)  So- 
mit haben  wir  das  Resultat: 

Das  AY  ist  eine  charakteristische  absolute  Inyariante 
der  Gruppe  aller  affinen  Transformationen  der  eigentlichen 
Ebene. 

Hieraus  folgt  wieder: 

Jede  affine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden 
der  Ebene  ist  lediglich  auf  Beziehungen,  die  durch  die 
Werte  von  AVen  auszudrücken  sind,  zurückführbar. 

Jede  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden  der 
Ebene,  die  lediglich  auf  Beziehungen,  die  durch  die  Werte 
von  AVen  auszudrücken  sind,  zurückführbar  ist  und  deren 
Begriff  außer  den  uneigentlichen  kein  Element  auszeichnet, 
ist  affin. 

85.  [Parallelmetrische  Folgenmgen  projektiver  S&tse.] 
Bevor  wir  zur  Einführung  affiner  Koordinatensysteme  übergehen, 
wollen  wir  parallelmetrische  Modifikationen  einiger  projektiver  Sätze 
und  Begriffe  voranschicken.  Zunächst  können  wir  nach  dem  zweiten 
Satz  in  Art.  60  die  Definition  aufstellen: 

Sind  2Vi,  N^^  N^  [(Fig.  53)  die]  reellen  Ecken  eines  eigent- 
lichen Dreiecks  und  ist  e^g^  die  uneigentliche  Gerade,  so 

1)  Anscheinend  hätte  man  dieses  Eesultat  viel  schneller  unter  Benutzung 
von  Formel  (3)  gewinnen  können.  Allein  mit  Rücksicht  auf  die  bei  Formel  (S) 
erwähnten  AusnahmeföUe  wxlrde  dieser  Weg  nicht  in  befriedigender  Weise  zum 
Ziele  führen. 
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heißt  der  harmonische  Pol  E  von  e  in  bezug  auf  das  Dreieck 
N^N^N^  dessen  Schwerpunkt,  weil  die  Punkte  ^i,  ^g,  ^3  (s. a.a.O. 
Fig.  35)  jetzt  uneigentlich  sind,  E^,  E^,  E^  also  die  Seiten  des  Drei- 
ecks halbieren. 

Zieht  man  nun  N^F\\n^,  so  ist 


oder 


iEFN,E,)  ^  (E,  N,E,)  :  (F,  N,E,)  =  -  1 
{E,N,E,)~-iF,N,E,), 


weil  N^f  E^  Gegenecken,  E,  F  Ecken  des  Diagonaldreiseits  EFG  in 
dem  vollständigen  Vierseit  n^,  n^,  n^,  E^E^  sind.  Da  andererseits 
auch  JSj  durch  N^  und  F  von 
dem  uneigentlichen  Punkt  der 
Geraden  N^E^  harmonisch  ge- 
trennt wird,   so  ist  (N^F,  £,) 

1  oder  nach  Art.  18  (24) 

(F,N,E,)^2,  also  (E,N,E,) 
=  -  2.  Da  nun  (N^E,  n^  = 
iN,En,gJ  ^  1  -  {N,E,,  E)  ist, 
so  ist  schließlich  (JV',JB;Wj)«-3 
oder  allgemein 

(6)  (iV,£,n,)  =  3 

(1  =  1,2,8), 

d.  h.  das  AV  jeder  Seite  eines 
Dreiecks  in  bezug  auf  die 
Gegenecke  und  den  Schwer- 
punkt ist  =  3. 

Als  parallelmetrische  Folge- 
rung der  Sätze  fa)undia)  in  Art.  53 
ergibt  sich  der  Satz  des  Geva^): 

Sind  J^i,  N^y  N^  die 
Ecken,  n^,  n,,  n,  die  Seiten 
eines  eigentlichen  reellen  Dreiecks,  P^,  Pj,  Pj  drei  Punkte 
bezw.  auf  n^,  n^,  m,,  so  schneiden  sich  die  drei  Transver- 
salen N^P^^Pi  dann  und  nur  dann  in  einem  Punkte  P,  wenn 

(7)  ip„  N,N,){p„  JV,JV,)(A,  N,N,)  -  -  1 
ist. 

Denn  nimmt  man  in  jenen  Sätzen  E  als  den  Schwerpunkt  (man 
vgl.  auch  Fig.  34),  so  ist  z.  B. 


1)  Vgl.  Baltzer,    Elemente    der    Math.  7.  Aufl.      Leipzig   1886,   Bd.  U, 
S.  360«  Anm. 
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{PEn,n,)  =  (P,E,N,N,)  =  (P„  N,N,) :  (E,,  N,N,), 
(E,,  N,N,)  -  -  1,    (P„  N,N,)  -  (p„  N,N,)  =  1 :  (2),,  N,N,). 

Gewöhnlich  wird  Formel  (7)  in  der  Gestalt  gesclirieben: 

Spezialisiert  man  die  zu  den  eben  benutzten  dualistischen  Sätze 
ib)  und  fb)  in  Art.  63,  indem  man  die  uneigentliche  Gerade  c/^  als 
die  Gerade  e  wählt,  so  folgt  aus  ib): 

Sind  N^jN^yN^  irgend  drei  Punkte,  jr  eine  beliebige  Ge- 
rade, so  ist  stets  (nach  Art.  53  ib)) 

(8)  (ff,  N,N,)(ß,  N,N,)(jg,  N,N,)  =  1. 

Sind  umgekehrt  ^1,  ^2;  ^8  ^^®^  eigentliche  reelle  nicht 
mit  derselben  Geraden  inzidierende  Punkte  und  sind  für 
die  drei  AVe  (g,  N^NJ^)  beliebige  nur  gemäß  der  Relation  (8) 
gewählte  bestimmte  Werte  gegeben,  so  ist  dadurch  g  ein- 
deutig bestimmt  (nach  Art.  53  fb)). 

Als  Satz  des  Menelaos^)  werden  diese  Resultate  gewöhnlich 
so  ausgesprochen: 

Sind  Wi,  Wj,  W3  die  Seiten,  N^,  iVg,  N^  die  Ecken  eines 
eigentlichen  reellen  Dreiecks  und  G^,  G^,  G^  drei  Punkte 
bezw.  auf  n^,  n^,  n^,  so  liegen  diese  dann  und  nur  dann  auf 
einer  Geraden,  wenn 

ist. 

Endlich  erwähnen  wir  hier  eine  unter  der  Voraussetzung,  daß 
N^f  N^,  N^y  E  eigentliche  Punkte  sind,  gültige,  also  parallelme- 
trische Deutung  der  einzelnenprojektiven Punktkoordinaten a:^,^;^,^:^, 
die  yielfach  als  Definition  für  diese  benutzt  wird.  Wird  nämlich 
als  Gerade  e  (in  Art.  56)  die  uneigentliche  Gerade  g^  gewählt,  so 
folgt  nach  der  dortigen  Gleichung  (16) 

(9)  Q  Xi  =  {PE,  nj  (/ = 1, 2, 3) , 

d.h.  die  einzelnen  projektiven  Koordinaten  von  P  in  bezug 
auf  ein  eigentliches  Fundamentaldreieck  und  einen  eigent- 
lichen Einheitspunkt  E  sind  proportional  den  AVen  der 
Fundamentalgeraden  in  bezug  auf  P  und  E.  (Erst,  wenn  wir 
diese   AVe   (9)    später   in   der    äquiformen    Geometrie   speziell   als 


1)  Vgl.  Baltzer,  a.  a.  0.  S.  362,  Anm. 


Digitized  by 


Google 


85.  86.]  Elemente  der  affinen  Geometrie.  201 

Lotverhältnisse  anffassen^  können  wir  eine  einigermaßen  analoge  Inter- 
pretation der  einzelnen  Linienkoordinaten  geben.) 

Übungsaufgabe:  Man  stelle  zwei  Sätze  auf^  die  durch  parallel- 
metrische Spezialisierung  des  Satzes  von  Desargues  entstehen  (siehe 
Art.  67). 

86.  [Hessesche  (Cartesische  nnd  Plfickersclie)  Koor- 
dinaten.] Um  für  die  analytische  Behandlung  der  affinen  Geometrie 
naturgemäße  oder  kurz  affine  Koordinaten  zu  gewinnen^  werden 
wir  das  projektive  Koordinatensystem  (Art.  55  ff.)  so  spezialisieren, 
daß  es  selbst  die  uneigentlichen  Elemente  auszeichnet.  Da  das  Koor- 
dinatensystem durch  die  drei  Fundamentalgeraden  und  die  Einheits- 
gerade bestimmt  ist,   so  erhalten  wir  ein  affines  Koordinatensystem 


— i  3^y 


Fig.  54. 

sowohl,  wenn  wir  eine  der  ersteren,  als  auch,  wenn  wir  die  letztere 
mit  der  uneigentlichen  Geraden  g^  zusammenfallen  lassen.  —  Aber 
auch,  wenn  wir  nur  eine  Ecke  des  Koordinatendreiecks  oder  den 
Einheitspunkt  auf  g^  annehmen,  erhalten  wir  je  einen  affinen  Spezialfall 
der  projektiven  Koordinaten. 

Das  Koordinatensystem,  bei  dem  eine  Fundamentalgerade,  etwa 
nj,  die  uneigentliche  Gerade  ist,  nennen  wir  das  (allgemeinste) 
Hessesche  System^)  und  schreiben,  um  es  schon  durch  die  Bezeich- 
nung kenntlich  zu  machen, 

(10)  n'j,  rTj,  i    stat.t    x^j  x^,  x^. 

1)  Vgl.  0.  Hesse,  Vorleß.  a.  d.  anal.  Geom.  d.  geraden  Linie  u.s.w.,  Leipzig, 
Teubner,  1866;  3.  Aufl.  1881. 
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Den  Punkt  N^  (Fig.  54)  bezeichnen  wir  jetzt  als  Anfangs-  oder 
Nullpunkt  0,  die  Fundamentalgeraden,  n^,  n^,  deren  uneigentliclie 
Punkte  N^  und  N^  sind,  bezw.  als  x^-  und  aj^-Achse.  Aus  dem  Ein- 
heitspunkt  E,  der  eigentlich  ist,  da  er  nicht  mit  n^^g^  inzidieren 
darf,  gewinnt  man  auf  n^  und  n^  die  Punkte  E^  und  JB^,  die  jetzt 
E^^  und  E^^  heißen  sollen,  und  ebenso  aus  P  die  Punkte  P^  und  Pj, 
die  jetzt  P^^  und  P^  heißen  sollen,  indem  man  durch  Ey  bezw.  P 
Parallele  (e^,  e^,  bezw.  p^^Pi)  zu  w^  und  n,  zieht  und  mit  n,  und  n^ 
zum  Schnitt  bringt.  Die  Hesseschen  Punktkoordinaten  heißen 
deshalb  auch  Parallelkoordinaten.  Die  Gerade  OE,  die  firüher  Cg 
hieß,  bezeichnen  wir  jetzt  mit  e.  Den  durch  die  Reihenfolge  der  drei 
Strahlen  rCj,  e,  x^  bestimmten  Drehungssinn  wollen  wir  den  posi- 
tiven Sinn  des  Koordinatensystems  nennen.  —  Die  Pfeilspitzen 
in  Fig.  54  deuten  den  positiven  Sinn  OE^^N^,  bezw.  OE^N^  auf  der 
x^-y  bezw.  a;2- Achse  an. 

Nach  Art.  55  (11)  sind  die  Quotienten 


^     ^      \x,:t^{PEn,g:)^(PE,n,)^{P^E^,0)^OP^:OE^; 

sie  sind  also  AVe  und  zwar  nach  Art.  16  Abszissen  auf  den  beiden 
Achsen,  wobei  0  der  gemeinsame  Nullpunkt,  i?^,  E^  die  Einheits- 
punkte sind,  die  Einheitsstrecken  OE^^,  OJE^  aber  keineswegs 
einander  gleich  zu  sein  brauchen. 

Die  Quotienten  x^ :  t  und  x^ :  t  sind  nicht  homogene  Koordinaten, 
die  wir  als  (allgemeinste)  Cartesische  Koordinaten^)  bezeichnen. 
Bei  Beschrankung  auf  die  Benutzung  solcher  verzichtet  man  auf  die 
Unterscheidung  der  einzelnen  uneigentlichen  Punkte  voneinander  durch 
die  Koordinaten  (s.  Art.  55).  Da  bei  vielen  Fragen  der  af5finen  Geo- 
metrie die  Auszeichnung  der  uneigentlichen  Punkte  in  einer  Aus- 
scheidung derselben  besteht,  so  genügen  in  der  affinen  Geometrie 
häufig  diese  nicht  homogenen  Gartesischen  Koordinaten,  während  in  der 
projektiven  Geometrie  der  Ebene  irgendwelche  nicht  homogenen 
Koordinaten  immer  mangelhaft  sein  müssen.  —  Die  Gartesischen 
Koordinaten  bezeichnen  wir  wieder  mit  denselben  Buchstaben  a:^  und  x^ 
wie  die  Hesseschen,  indem  wir  einfach  x^ :  t  und  x^ :  t  durch  x^  und  rCg 
ersetzen.  Den  eigentlichen  Punkt  mit  den  Gartesischen  Koordinaten 
Xi,  x^  bezeichnen  wir  fortan  auch  durch  X 

Das  Verhältnis  x^ix^  ist  nach  (11)  der  Quotient  zweier  AVe. 

Die  mit  den  Hesseschen  Punktkoordinaten  zusammengehörigen 
Hesseschen  Linienkoordinaten  bezeichnen  wir  mit 

(12)  Ml,  Uj,  s    statt    u^,  t«j,  w,, 

1)  DeBcartes,   G^omötrie  1637;   deatsch   von  Ludw.  Schlesinger  1894. 
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und  die  aus  diesen  entstehenden  nicht  homogenen  Koordinaten 
Wj :  s  —  oder  kurz  u^  —  und  u^:s  —  oder  kurz  w,  —  nennen  wir  (all- 
gemeinste) Plückersche  Linienkoordinaten. ^)  Die  Gerade  mit 
den  Hess  eschen  Koordinaten  u^^  u^,  s  bezeichnen  wir  fortan  auch 
durch  u.  Die  Einheitsgerade  e  des  Koordinatensystems  ist  nach 
Art  60  die  Gerade  E^E^,  wo  E,,  durch  (ON^E^^E^,) 1  be- 
stimmt ist;  also  ist,  da  N^  und  N^  uneigentlich  sind, 

(13)  OE^^-OE^,    OE^ OE^. 

Ist  nun  g  eine  beliebige  Gerade,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Xi2,  und 
a;,- Achse  wir  jetzt  G^^  und  G^  —  statt,  wie  früher,  ff,  und  G^  — 
nennen,  so  ist  nach  (13)  und  Art.  60  (36) 

.  (geN.O)  -  (ä^E^N.O)  -  (^^^.^,  0) »  -  OE^:  0&^ 
•  (ßeN,0)  -  (ß^E^N,0)  »  (^,  a^,  0) OE^.  OG^, 

d.  h.  die  Plückerschen  Linienkoordinaten  u^yU^  einer  Geraden  g 
sind  die  entgegengesetzten  reziproken  Werte  der  Abszissen 
der  Achsenschnittpunkte  der  Geraden  g-^  sie  sind  —  ebenso 
wie  die  Cartesischen  Punktkoordinaten  —  AVe.  Die  nicht  homogenen 
Plückerschen  Linienkoordinaten  versagen  danach  für  alle  Ge- 
raden durch  den  Nullpunkt  0,  was  natürlich  yon  den  Hesseschen 
Linienkoordinaten  nicht  gilt. 

Sind  also  a^,  o,  die  Abszissen  der  Achsenschnittpunkte  einer 
nicht  durch  0  gehenden  Geraden,  so  ist 

(15)  3_  +  fi«.«i 

ihre  Gleichung  in  Cartesischen  Koordinaten. 

Das  Verhältnis  u^:u^  ist  nach  (14)  der  Quotient  zweier  AVe. 

Bei  Benutzung  zusammengehöriger  Hessescher  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten x^y  x^,  t  und  %,  Uj,  s  hat  die  uneigentliche  Gerade  die 
Gleichung  ^  =  0  und  die  Koordinaten  1*1  =  1*2  =  0,  5  +  0,  z.B.  5=1. 
Für  jeden  uneigentlichen  Pimkt  ist  also  ^  =  0  und  umgekehrt.  Der 
Nullpunkt  hat  die  Koordinaten  x^:x^\t=^OiOil,  also  die  Gleichung 
5  =  0.  Für  jede  Gerade  durch  ihn  ist  5  =  0  und  umgekehri  Das  Ver- 
hältnis u^iu^  bestimmt  den  uneigentlichen  Punkt  oder  die  Richtung 
der  eigentlichen  Geraden  u. 

Sind  x^yX^yt  die  Koordinaten  irgend  eines  eigentlichen 
Punktes  X,  so  ist  ^+0,  und  man  kann  fo^lich  zu  Cartesischen  Koor- 
dinaten übergehen.  Wenn  dann  die  Gleichung  dieses  Punktes  als 
Koeffizienten  seine  Cartesischen  Koordinaten  und  1  enthält,  also 
lautet 

1)  Plücker,  Analytisch-geometrische  Entwickeltmgei^  Bd.  n  (1831). 
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(16)  x,u^  +  x^u^  +  5  «  0, 

bezw.,  wenn  man  auch  zu  den  Plückerschen  Linienkoordinaten  über- 
geht^ (was  nur  beim  Nullpunkt  nicht  zulässig  ist) 

(16  a)  x^u^  +  rCjUj  +1=0, 

so  sagt  man  nach  Hesse  (a.  a.  0.  3.  Aufl.  S.  51),  die  Gleichung  des 
eigentlichen  Punktes  X  habe  die  Normalform. 

Sind  Wj,  Mj,  s  die  Koordinaten  irgend  einer  eigentlichen  reellen 
Geraden  w,  so  ist  u^^+  «ij*+0  und  man  kann  folglich  die  Gleichung 
dieser  Geraden  in  Cartesischen  Koordinaten  durch  ^u^  +  «5*  dividieren: 

Diejenige  Form  der  Gleichung  einer  eigentlichen  reellen  Geraden,  bei 
der  die  Quadratsumme  der  Koeffizienten  von  x^  und  a:,  (wie 
in  (17))  —  1  ist,  heißt  die  Normalform  der  Gleichung  dieser  Ge- 
raden. Die  Normalform  der  Geraden -Gleichung  ist,  wie  man  sieht, 
nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt. 

Die  Hesseschen  Punkt-  und  Linienkoordinaten  charakterisieren 
sich  auch  dadurch  als  affin,  daß  sie  die  Bedeutung  von  AVen  haben 
(s.  oben!).  Wir  können  deshalb  auch,  analog  wie  in  Art.  55,  nach 
Art.  84  sagen:  Eine  in  Hesseschen  Koordinaten  ausdrückbare 
Beziehung  zwischen  Elementen  in  der  Ebene,  deren  Begriff 
außer  den  uneigentlichen  kein  Element  auszeichnet,  ist  affin. 

87.  [Transformation  projekttver  Koordinaten  InHessesche 
nnd  Hessesoher  In  ebensolohe.]  Wollen  wir  alle  Probleme  der 
affinen  Geometrie,  also  nicht  nur  die  projektiven,  sondern  auch  die 
parallelmetrischen  in  beliebigen  projektiven  Koordinaten  behandeln, 
so  brauchen  wir  die  Koordinaten  q^'-q^i  q^  der  uneigentlichen  Geraden  g^. 
Nach  Art.  60  (36)  und  Art.  84  sind  diese 

also  Zahlen,  die  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Bestimmungselemente 
des  projektiven  Systems  abhängen.  Diese  gegenseitige  Lage  müßten 
wir  also  zur  Bestimmung  der  in  (18)  auftretenden  AVe  kennen,  wenn 
wir  affine  Geometrie  unter  Benutzung  projektiver  Koordinaten  treiben 
wollten,  während  es  für  die  gesamte  projektive  Geometrie  genügt,  von 
einem  System  nur  zu  wissen,  daß  es  ein  projektives  ist.  Hierin  spricht 
sich  wieder  aus,  daß  für  die  affine  Geometrie  die  allgemeinen  projek- 
tiven Koordinaten  nicht  mehr  naturgemäß  sind.  Überdies  ist  es, 
wenn  wir  q^ :  q^ :  q^  doch  kennen  müssen,  ein  Leichtes,  von  dem  pro- 
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jektiyen  zn  einem  H es  Besehen  System  überzugehen^  in  welchem  sich 
dann  alle  parallelmetrischen  Probleme  der  affinen  Geometrie  erheblich 
einfacher  darstellen.  Man  braucht  in  der  Tat^  wenn  x^j  x^,  x^  und 
u^'y  %^\  u^  die  projektiven  Koordinaten  sind,  nur  zu  setzen 


QX^  =  «iia;/  +  Oy^x^'  +  «„a:/ 

(19)  QX^-^a^x^  +  a^^x^'  +  a^^x^'   also 
Qt  ^  q^x^  +  q^x^'  +  q^x^y 

wo  die  a^J^  reell  sind  und  nur  der  Bedingung  genügen  müssen 

(20)  A  ^  g,A„  +  gA»  +  «8^b+  0. 

Denn  nach  (19)  ist  ^ »  0  die  uneigentliche  Gerade. 

Der  Übergang  von  einem  Hesseschen  System  x^yX^,t:^  n^jU^yS 
zu  einem  andern  x^\  x^',  <';  Ui',  ti,',  s'  wird,  da  ^  =  0  und  t'  =^0  einander 
entsprechen  müssen,  durch  Formeln  von  der  Gestalt 


(21) 


QX^  =  aji«i'+  ««3^'+  «s«*'   also 

Qt   - 


«»«'' 


«'«««'- «12«! +  «.»«» 

ff's'  =  a„Mi  +  cfjj'^j  +  »SS« 

vermittelt,  wobei  die  tt{^  reell  sind  und  aar 

(22)  («i«,)««  +  0 

sein  darf. 

Da  x^,  x^  und  ar^',  ojg'  zwei  Systeme  homogener  Koordinaten  der 
Punkte  auf  g^  sind,  zwischen  denen  die  Gleichungen  (21)  für  t^O 
gelten,  so  sind  diese  beiden  Systeme  nach  Art.  24  gleichsinnig  oder 
ungleichsinnig,  je  nachdem  (o^ces)^^.  Nach  vorigem  Artikel  und 
Art.  83  sind  aber  die  Hesseschen  Systeme  Xi,x^,t  und  x^\x^,t' 
selbst  gleichsinnig  oder  ungleichsinnig,  je  nachdem  jene  beiden  Systeme 
auf  j^„  diese  oder  jene  Beschaffenheit  haben.     Also  ergibt  sich: 

Die  beiden  durch  (21)  miteinander  verknüpften  Hesse- 
schen Systeme  sind  gleichsinnig  oder  ungleiohsinnig,  je  nach- 
dem («1  Oj)  ^  0, 

Für  Cartesische Koordinaten  x-^^x^  und  x^^x^  entstehen  aus  (21), 
wenn  wir,  was  offenbar  erlaubt  ist,  noch  a^^ »  1  setzen,  die  Trans- 
formationsformeln 

rr,  =-  0,1  a:/  +  c^^x^'  +  a^^ ' 

Für  Plückersche  Koordinaten  ti^,  u^  und  u^\  ?(,'  aber  erhält  man 
aus  (21)  I 


(23) 


(«l«2)  +  0. 
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(24)  wi'=— «i^^'-i^J-.,     <=     ^1.^1 +  «««.^ 

d.  h.  die  w'  sind  gebrochene  lineare  Funktionen  der  t*. 

Ist  in  den  Formeln  (21),  (23),  (24)  speziell  0fi8=«28=0?  ^^ 
haben  die  beiden  Koordinatensysteme  denselben  Nullpunkt.  Ist 
speziell  «u^aji^O,  so  ist  für  ar/iarj':^'— 1 :0:0  auch  ic^ra;,:^«  1:0:0, 
für  a;i':ic/:^'— 0:1:0  auch  rri:a;,:^  — 0:1:0,  d.h.  die  uneigentlichen 
Punkte  der  Xy^-  und  rt:)- Achse  sind  auch  die  uneigentlichen  Pimkte 
der  a:/-und  rc^'-Achse  oder:  die  beiden  Achsenkreuze  sind  parallel. 
Ist  noch  0^11  ==  <)^s ""  ^  7  ^^  ^^^  ^^  neuen  Einheitsstrecken  gleich  den 
alten:   man  hat  Parallelyerschiebung  des  Achsenkreuzes. 

Die  Gleichungen  (21)  können  nun  auch  als  der  analytische 
Ausdruck  einer  affinen  Transformation  des  ebenen  Feldes  E 
mit  dem  Hess  eschen  Koordinatensystem  a;^^  ^;  ^;  u^^u^^s'vx  das  ebene 
Feld  E'  (das  auf  derselben  oder  auf  einer  andern  Ebene  ruhen  kann) 
mit  dem  Hess  eschen  System  x^^  x^'j  t'\  Mj',  m,',  s'  aufgefaßt  werden. 
Denn  nach  Kapitel  HI  dieses  Abschnitts  stellen  sie  jedenfalls  eine  pro- 
jektive Transformation  dar,  und  infolge  der  Form  der  dritten  Glei- 
chung (21)  entspricht  der  uneigentlichen  Geraden  g^  von  E  die  un- 
eigentliche Gerade  g^  von  E'.     Daher  können  wir  nun  auch  sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden  einer 
Ebene,  die  in  irgend  welchen  Hesseschen  Koordinaten  aus- 
drückbar ist,  ist  dann  und  nur  dann  affin,  wenn  ihr  analy- 
tischer Ausdruck  bei  allen  linearen  Transformationen  der 
Form  (21)  erhalten  bleibt. 

Aus  den  Gleichungen  (21)  ist  ferner  wieder  leicht  zu  erkennen, 
daß  die  afßnen  Transformationen  eine  Gruppe  bilden.  Endlich  sieht 
man  daraus,  daß  sie  noch  sechs  willkürliche  reelle  Konstanten  ent- 
halten, daß  die  Anzahl  aller  affinen  Transformationen  zwischen 
zwei  Feldern  bei  gegebenen  Trägem  mit  oo^  bezeichnet  werden  muß. 
Dies  geht  auch  daraus  hervor,  daß  zur  Bestimmung  einer  affinen 
-Transformation  drei  eigentliche  reelle  Punkte  (oder  Gerade)  des 
einen  Feldes  drei  beliebigen  eigentlichen  reellen  Punkten  (oder  Ge- 
raden) des  andern  Feldes  zugeordnet  werden  können.  Denn  bei  der 
projektiven  Zuordnung  waren  es  vier  solche  Elementepaare,  von  denen 
jetzt  eines  durch  die  Zuordnung  der  beiden  uneigentlichen  Geraden 
verbraucht  ist. 

88.    [AuAlytlBCher    Anadmck    des    AV.     Umlanfludim.] 

Nach  den  Erörterungen  des  Art.  84  muß  es  unsere  erste  Aufgabe 
sein,  das  AV  einer  Geraden  in  bezug  auf  zwei  Punkte,  die  charakte- 
ristische absolute  Invariante  der  affinen  Gruppe,  analytisch  auszu- 
drücken, wenn  jene  drei  Elemente  durch  ihre  Koordinaten  gegeben 
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sind.  Es  seien  also  (s.  Fig.  56)  X'  mit  den  Koordinaten  x^,  a^\  t'y  bezw. 
Xi',  x^'y  und  X"  mit  den  Koordinaten  x^\  x^\  fy  bezw.  x^\  a^"  zwei 
eigentliche  Punkte,  u  mit  den  Koordinaten  u^yU^^s  eine  beliebige 
Gerade,  wahrend  g^  wieder  die  imeigentliche  Gerade  mit  den  Koordi- 
naten 0^  0,  1  ist.    Dann  ist  nach  Art.  69  (31) 

(25)  iX'X",  u)  =  (X'X"«<,J  =  ^J±5;^±^, 

oder  in  Gartesischen  Punkt-  (und  Hesseschen  Linien-)Koordinaten 


(25a) 


(x-x-»^^->+^'>4^ 


Fig.  5S. 


der  gesuchte  Ausdruck.  Daß  sich  (25)  bei  Ausführung  einer  affinen 
Transformation  (21)  nicht  ändert,  also  in  der  Tat  eine  absolute 
Invariante  für  die  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen darstellt,  was  wir  ja  aus  Art.  84 
schon  wissen,  ist  auch  das  Ergebnis  einer  ein- 
fachen Rechnung. 

Da  eine  reelle  Gerade  u  (zusammen  mit  g^ 
das  reelle  affine  Punktfeld  schon  in  zwei  Teile 
zerlegt,  und  nach  Art.  65  (9  a)  zwei  reelle  Punkte 
X'  und  X"  in  demselben  oder  in  yerschiedenen 
Teilen  liegen,  je  nachdem  (X'X",  u)  ^  0,  so 
liegen  X'  und  X"  auf  derselben  oder  auf  yer- 
schiedenen Seiten  von  u,  je  nachdem 

(X'X'»^0. 

Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  der 
f&r  reelle  Elemente  gebildeten  Gleichung  (25  a)  haben  daher  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Vorzeichen,  je  nachdem  X'  und  X"  auf  der- 
selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  u  liegen.  Hält  man  also 
in  x^u^  +  x^u^  +  s  die  Koordinaten  von  t*,  die  ja  nur  bis  auf  einen 
Faktor  bestimmt  sind,  mit  irgend  einem  bestimmten  ihrer  Wert- 
systeme ein  f&r  alle  Mal  fest,  so  ändert  dieser  Ausdruck  sein  Vor- 
zeichen, sobald  der  reelle  Punkt  X  die  Gerade  u  passiert,  und  er 
ändert  es  nur  dann,  weil  er  nur  bei  Inzidenz  von  X  mit  u  gleich 
Null  wird. 

Sind  nun  \y  6,  und  c^,c^  die  Gartesischen  (also  \y \y  1  und  c^yC^j  1 
die  Hesseschen)  Koordinaten  zweier  Punkte  B  und  C  der  Geraden  «, 
so  erhält  man  ein  solches  bestimmtes  Wertsystem  ihrer  Koordinaten 
in  den  Werten 


Wi- 


6,1 

,     «j- 

16, 
1  c. 

7           «  = 
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Trägt  man  jetzt  diese  Werte  für  Wj,  Wj,  s  in  x^u^+x^u^  +  s  ein,  und 
setzt  noch  a^  für  x^j  a^  für  x^,  so  ergibt  sich  aus  dem  Vorhergehen- 
den das  Resultat: 

Die  Determinante 


(26) 


1 
1 

Ci    c^ 

1 

=  {ahc)') 


wechselt  ihr  Vorzeichen  dann  und  nur  dann,  wenn  einer  der 
drei  eigentlichen  reellen  Punkte  Äy  B,  C  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  anderen  überschreitet. 

Dieses  Resultat  kann  noch  umgestaltet  und  erweitert  werden. 
Läßt  man  um  einen  inneren  Punkt  J  des  reellen  eigentlichen  Dreiecks 
ABC  einen  Halbstrahl  h  sich  in  bestimmtem  Sinne  drehen  (Fig.  56), 
so  durchläuft  sein  Schnittpunkt  H^  mit  g^  diese  Gerade  und  gleich- 
zeitig umläuft  sein  Schnittpunkt  H^  mit  der  Dreiecksperipherie  diese 
in  bestimmtem  Sinn,  wobei  die  drei  Ecken  Ä,  B,  C  von  diesem  Punkt 
in  einer  bestimmten  Reihenfolge  passiert  werden.  Also  wird  durch 
den  positiven  Drehungssinn  des  Koordinatensystems  auch  für 


Pig.  66. 


Fig.  57. 


je  drei  Punkte  und  damit  auch  für  jede  reelle  geschlossene,  sich  selbst 
nicht  schneidende  Kurve  ein  bestimmter  positiver  Umlaufssinn 
festgelegt.  Die  drei  durch  die  Bestimmungsstücke  des  Koordinaten- 
systems festgelegten  Punkte  0,  E^^,  E^  (Fig.  57)  stellen  demnach 
in  dieser  Folge  den  positiven  Umlaufssinn  des  Koordinaten- 
systems dar.     Die  aus  ihren  Koordinaten  gebildete  Determinante  ist 


1)  Es  wird  zulässig  sein,  daß  wir  diese  abkürzende  BezeichnoDg  auch  hier 
benutzen,  obwohl  dasselbe  Zeichen  sonst  die  Determinante  bedeutet,  deren  dritte 
Kolonne  die  Elemente  ct^^b^y  c^  enthält. 
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(27) 


0  0    1 

1  0     1  I  =  +  1,    also  >0. 
0     11 


Um  nun  den  Umlaufssinn  für  irgend  drei  eigentliche  reelle  Punkte 
Äy  B,  C,  die  durch  ihre  Koordinaten  gegeben  sind,  zu  ermitteln, 
machen  wir  sie  zu  den  Punkten  0',  JE^^,,  E^,  eines  neuen  Koordinaten- 
systems, so  daß  die  Transformationsgleichungen  nach  (23)  lauten 

(28)  (  ^1"=  (*^"  ^i)^i'+  (^»""^)^'+  ^ 

Die  Transformation  ist  also  gleichsinnig  oder  ungleichsinnig,  je  nachdem 


1^- 


Ci-«i '  _ 


a,      Ci  —  a, 


«1   <h 


>  oder  <0, 


0,  \,  E^ 


Je  nachdem  aber  jenes  oder  dieses  der  Fall  ist,  stellen  die  Punkte 
Ay  B,  C  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Umlaufssinn  dar  wie 
Also  ergibt  sich: 

Drei  eigentliche  reelle  Punkte  Ä,B,C  stellen  in  dieser 
Reihenfolge  den  positiven  oder  negativen  Umlaufssinn  des 
Koordinatensystems  dar,  je  nachdem 

«i     Ojj     1 


(29) 


6i    62    1     ^  («&^)  >  öder  <  0. 


q    c, 


1 


Dieses  Kriterium  versagt  für  eigentliche  reelle  Punkte  Ä,  B,  C  dann 
und  nur  dann,  wenn  die  Determinante  (abc)  «  0,  d.  h.  wenn  Ay  B,  C 
auf  einer  Geraden  liegen.  —  Aus  (29),  wie  aus  der  Definition  eines 
bestimmten  Umlaufssinnes  (s.  Fig.  56),  sieht  man,  daß  bei  einer  zykli- 
schen Vertauschung  der  Punkte  A,  B,  0,  (5,  C,  A\  (>,  Ay  B)  der  Umlaufs- 
sinn derselbe  bleibt. 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  dem  AV  (X'X",  w)  zurück,  bei  dem 
wir  aber  jetzt  die  Punkte  X',  X"  durch 
Pq,  Pflo  bezeichnen  wollen,  so  ist 


{P,P^yU)^{P,P^,P,), 


Pi 


wenn  P,  (s.  Fig.  58)  der  Schnittpunkt 
von  u  und  PoP«  ist.  (25  a)  gibt  den 
Wert  dieses  AV  durch  die  Koordinaten 


Jf. 


Fiff.  68. 

und  der  Geraden  tt.      Wir  wünschen  aber  das 
Punkt-AV  (PoP«  ?  -Pj)  ausdrücken  zu  können,  wenn  die  drei  Punkte 


der  Punkte  P^^P, 


Hettfr  n,  KoehlaTf  analytische  Oeometri«,  L 
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durch  ihre  Koordinaten  gegeben  sind.  Sind  nun  rr^^^  x^^^^  und  Xj^°^\ 
a;,^*)  die  Cartesischen  Koordinaten  der  eigentlichen  Punkte  P^  und  P«,, 
also 

ihre  Gleichnngen  in  Norinalform,  so  ist  nach  Art.  68  die  Gleichung 
jedes  Punktes  P,  der  Geraden  P^P^ 

(31)  PpP,-ZP„s(a;i(«>)-ia;i(-))M,  +  (a;,W-Zx,(«))M,  +  (l-Z)s=0, 
und  es  ist 

i  =  (P,PxPoP.). 
Da  aber  der  Punkt 

P,  =  (a;iW-  x^<^))u,  +  (ir,W-  a;^^*))^, «-  0 

uneigentlich  ist;  so  reduziert  sich  jenes  DY  auf  das  AV 

(32)  Z  =  (P„PoP.), 

d.h.:  Sind  Pq=^0  und  Pa,=  0  die  Gleichungen  zweier  eigent- 
lichen Punkte  in  Normalform  oder  x^^^\  x^^^^  und  ic,^*^,  ir^^*^ 
ihre  Cartesischen  Koordinaten,  so  ist  Pq  — iP«  =  0  die  Glei- 
chung und  a;/)— Za:/*),  a:2<®)— Za;^^*),  1  — Z  sind  die  Hesseschen 
Koordinaten  desjenigen  Punktes  P,  auf  PoP«,  für  den 

ist.  (^»  ^«^-)  =  ' 

Folglich  ist,  wenn  a:/*^,  x^^*^  die  Cartesischen  Koordinaten  von 
Pj  sind, 

«.  (0) l/K  <»^  fr  <0) I-r  <•' 

(33)  ^,w=5_  _[«._,    ^,««^_^J^., 
und  hiemach  ist  endlich 

/p  (l) ^  (0)  ^  (l) X  ^^^ 

(34)  l  =•  (P„  Po  P«  )  =  a:V_-i^  =  im  ZT^JT^ 

der  gesuchte  Ausdruck  des  AV  durch  die  Koordinaten  der  drei 
Punkte. 

Hieran  schließen  wir  endlich  noch  die  Bemerkung:  Eine  eigent- 
liche reelle  Gerade  u  wird  durch  jeden  ihrer  eigentlichen  reellen  Punkte 
X  in  zwei  Halbstrahlen  geteilt.  Zwei  reelle  Punkte  X\  X"  auf 
u  gehören  demselben  oder  verschiedenen  Halbstrahlen  an,  je 
nachdem 

(35)  (X,  X'X'O^O. 

Übungsaufgaben:  1.  Ist  ABC  ein  reeUes  eigentliehes  Dreieck, 
so  sind 
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die  Cartesischen  Koordinaten  seines  Schwerpunktes. 

2.  Sind  Aj  JB,  Cmit  den  Koordinaten  OyyO^]  &i;^s5  ^i?^s  die  Ecken, 
a,  &,  c  die  Seiten  eines  reellen  eigentlichen  Dreiecks,  ist  ferner  P  der 
Pnnkt  mit  den  Koordinaten 

und  werden  die  Geraden  PA,  PB,  PC  bezw.  mit  p^^PbfPc  bezeichnet^ 
so  ist 

{AB,p,) A,  :  l„  (ßC,p,) A, :  k„  {CA,p,) X, :  A, 

und 

3.  Man  beweise  aus  den  Formeln  der  letzten  Aufgabe  nochmals 
den  Satz  des  Geva. 

89.  [ParaUelltät.  TerhUtiiiB  paraUeler  Streoken.  Bloh- 
knrve  des  Koordinatensystems.]  Zwei  Gerade  u^  u  sind  dann 
und  nur  dann  parallel^  wenn  ihr  Schnittpunkt  uneigentlich  ist,  wo- 
mit die  Parallelität  auch  ftlr  imaginäre  Gerade  definiert  sein  soll. 
Folglich  besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
der  Parallelität  in  dem  Verschwinden  der  dritten  Hesseschen 
Koordinate  des  Schnittpunktes  von  u  und  Uj  d.  h.  in  der  Gültigkeit 
der  Gleichung 

(36)  'll^"^  \  =  {uu')^0. 

Die  Koordinaten  und  Gleichungen  paralleler  Geraden  können  da- 
her immer  so  geschrieben  werden,  daß  sie  sich  nur  durch  den  Wert 
von  s  unterscheiden,  in  denen  von  u^  und  u^  aber  übereinstimmen. 
Darin,  daß  (uu)  eine  Invariante  für  alle  linearen  Transformationen 
von  der  Form  (21)  ist,  drückt  sich  analytisch  die  Tatsache  aus,  daß  die 
Parallelität  eine  affine  Beziehung  ist. 

Nach  (36)  ist  die  Aufgabe  leicht  lösbar,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  X'  (x^\x^',i')  zu  einer  gegebenen  Geraden  u  (ii^\u^\s') 
eine  Parallele  u  (u^,u^,s)  zu  bestimmen.  Denn  ist  X(x^f  x^f  0 
ein  beliebiger  Punkt  von  u,  so  müssen  die  gesuchten  Hj,  u^,  s  den 
drei  Gleichungen  genügen 

14* 
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(37) 


^^1+  w,^Ä  +  «<  —  0 


und  damit  diese  zur  Bestimmung  von  t^i;  u,,  5  yertraglich  aind^  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  dafi  die  Koordinaten  Xi,x^,t  jedes  Punktes 
von  u  die  Gleichung  erfüllen 

\x^      x^      i 

(38)  ja;/     <     f    -0, 

in  der  wir  also  die  Gleichung  yon  u 
besitzen.  In  Cartesischen  Koordinaten 
lautet  sie 

(38a)    Ui{xi-x^')+u^\x^-x^')^0, 

Das  Verhältnis  zweier  beliebi- 
gen   reellen    paralleleii    Strecken 
jfig  59  kann  direkt  als  ein  AY  aufge&ßt  wer- 

den, es  gehört  also  der  affinen  Geo- 
metrie an  und  besitzt  auch  einen  einfachen  analytischen  Ausdruck. 
Sei  nämlich  (Fig.  59)  AB  [  CD,  g^,  die  Gerade  AC,  g^^  die  Ge- 
rade BDf  so  ist 

(39)  ^l  =  {AC,9,,)~{BD,gJ 

stets  mit  Einschluß  des  Vorzeichens  richtig,  wenn  das  Verhältnis 
paralleler  Strecken  positiv  oder  negativ  gerechnet  wird,  je 
nachdem  die  Strecken  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Richtungssinn  haben. 

Unter  Benutzung  Cartesischer  Koordinaten  für  A,  B,  G,  D  ergibt 
sich  nach  Berechnung  der  Koordinaten  von  g^^^  aus  (25  a)  und  (39) 


AB 


a.  flf. 


(40a)      f^  =  (^C,.0=,'-'i   b,   1 

K  d,  1 


Ci    Ci    1 


AB 


■  h    h    1| 
(40b)      J5  =  (57),(,J=iO,  a,  ij 

WO  die  Gleichwertigkeit  der  rechten  Seiten  in  (40a)  und  (40b)  unter 
Benutzung  der  Bedingung  f8r  die  Paralleliült  von  AB  und  CD  leicht 


\  h,  1 

<h  d,  1 

=  (ahd):(chd), 

d,  d,  1 

«1  «»  1 
c,   e,  1 

=  (hae) :  (dac) , 
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zu  verifizieren  ist.  Je  nachdem  die  Ausdrücke  in  (40)  rechts  positiv 
oder  negativ  sind^  sind  die  Strecken  AB  und  CD  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet. 

Nunmehr  können  wir  zeigen: 

Zu  jeder  reellen  Richtung  liefert  das  Koordinatensystem 
eine  bestimmte  absolute 
EinheitsB  trecke  derart; 
daß  das  (absolut  genommene) 
Verhältnis  jeder  Strecke 
dieser  Richtung  zu  der 
zugehörigen  Einheits- 
strecke sich  allein  durch 
die  Koordinaten  der  End- 
punkte der  Strecke  aus- 
drückt. 

X\  X"  (Fig.  60)  mit 
den  Gartesischen  Koordinaten 
x^j  x^  und  x^\  x^'  seien  zwei  beliebige  reelle  eigentliche  Punkte,  also 

(41)  Ui :  ti, :  5  «  rc,'—  x^'\  x^'—  x^\  {xx') 

die  Koordinaten  ihrer  Verbindungslinie  «*,  wobei  der  Wert  von  u^iu^ 
^x^  —  x^' \x^' —  Xi  den  uneigentlichen  Punkt,  also  die  Richtung 
von  u  oder  X'X"  bestimmt  Die  zu  u  parallele  Gerade  (Gerade  der- 
selben Richtung)  durch  den  Nullpunkt  hat  also  die  Gleichung 

(42)  {x^  -  a:/')^i  ~  (^i'  -  ^i")  a^j  ==  0 . 

Wir  n^inen  nun  den  geometrischen  Ort  derjenigen  reellen  Punkte, 
deren  Koordinaten  x^y  x^  der  Gleichung 

(43)  V+^'-l 

genügen,  die  Eichkurve  des  Koordinatensystems^)  (ohne  uns 
vorläufig  zu  fragen,  inwiefern  der  Name  „Kurve"  für  die  Gesamtheit 
dieser  Punkte  berechtigt  ist).  Jede  Gerade  durch  0  hat  mit  der  Eich- 
kurve, wie  leicht  zu  sehen  ist,  zwei  Punkte  gemein,  (sie  schneidet  die 
Kurve  in  zwei  Punkten,)  die  zu  0  symmetrisch  liegen,  da  die  Koordi- 
naten des  einen  Punktes  denen  des  andern  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Wir  bezeichnen  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  durch  (42)  bestimmte 
Gerade  u   die  Eichkurve   schneidet,   mit  E^  und   benutzen  jede   der 


1)  Sie  wird  sich  später  als  Ellipse  mit  den  konjugierten  Halbmessern 
OEj,  OEg  enthüllen.  Der  Name  „Eicbkurve*^  ist  im  Anschluß  an  eine  von 
Minkowski,  Geom.  d.  Zahlen,  Leipzig,  Teubner  1896,  S.  9  ff .  eingeführte  Be- 
zeichnung gewählt. 
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beiden  Strecken  OE^  als  absoluteEinheitsstrccke  für  die  Strecken, 
die  die  Richtung  von  u  haben. 

Für  die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  E^  ergeben   sich  nach 
(42),  (43)  die  Werte 

mit  korrespondierenden  Zeichen.   Bildet  man  nun  da»  Streckenverhältnis 
X'X":  OE^  nach  (40b),  so  folgt 


X'X' 


OE^ 


xC  x^'   1 

1  8 

0     0     1 


I 


0 


oder  die  angekündigte  Formel 
(44)  ^^'^"^' 


(w  )-(<-<')*+«-<')*• 


Speziell  ergibt    sich   hierans    für    eioe    vom  Nullpunkt   ausgehende 

Strecke  OX 

(44a)  (g|-)'«^^.+  a;,«. 

Übungsaufgaben:  1.  Ist  d  die  auf  einer  beliebigen  Oeraden 
durch  0  von  der  Eichkurve  ausgeschnittene  Strecke,  gemessen  durch 
ihre  zugehörige  Einheitsstrecke  (also  (2 »2),  sind  femer  s^^s^  die  Ver- 
bindungsstrecken der  Endpunkte  von  A  mit  einem  beliebigen  andern 
Punkte  der  Eichkurve,  gemessen  durch  ihre  Einheitsstrecken,  so  ist 
stets  6'i^+  S|*=  4,  also 

Diesen  Satz  werden  wir  später  (Art.  156)  unabhängig  von  einem 
Koordinatensystem  aussprechen  können.  Wir  dürfen  ihn  dann  als  den 
Pythagoreischen  Lehrsatz  der  affinen  Geometrie  bezeichnen, 
(weil  er  der  affine  Stammvater  dieses  äquiformen  Satzes  ist). 

2.  Durch  zwei  reelle  parallele  Gerade  zerfällt  das  reelle  Punkt- 
feld in  zwei  Teile,  die  affin  dadurch  unterschieden  werden  können, 
daß  der  eine  die  uneigentliche  Gerade  enthält.  Von  den  Punkten 
dieses,  bezw.  des  anderen  Teiles  sagt  man,  sie  liegen  außerhalb, 
bezw.  innerhalb  des  Parallelenpaares.  Man  stelle  nun  das  ana- 
lytische Kriterium,  dafür  auf,  ob  ein  Punkt  innerhalb  oder  außerhalb 
eines  Parallelenpaares  liegt. 
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90.  [Teilung  des  reellen  afBnen  Pnnktfeldee  dnreh  iwei 
und  dnreh  drei  reelle  Ctorade.]  Zwei  eigentliche  nicht  paral- 
lele reelle  Gerade  v!  und  vi'  (s.  Fig.  61)  teilen  zusammen  mit  g^ 
das  affine  Punktfeld  in  vier  Winkel, 
die  sich  in  zwei  Paar  Scheitelwinkel 
sondern  (s.  Art.  83).  Nimmt  man  auf 
v!  zwei  beliebige  reelle  Punkte  Ay  B 
und  auf  u"  zwei  beliebige  reelle  Punkte 
C,  D  fest  an,  so  liegen  alle  die  reellen 
Punkte  X  in  demselben  Winkel,  für  die 
JLAB  ein  und  denselben  und  für  die 
auch  XCD  ein  und  denselben  Umlaufs- 
sinn darstellt.  Also  entsprechen 
nach  (29)  den  vier  Winkeln  die  vier 
Vorzeichenkombinationen  der  bei- 
den Determinanten 


Fig.  ^1. 


(45) 


(xah)  =  I  «1  Oj   1  I    und  {xcd)  ^  1  q   ^    1  |  • 


\h\i 


dl  dg   1 


X  und  X'  liegen  in  zwei  Scheitelwinkeln,  wenn  sowohl  (xab)  und 
(x'ab)  als  auch  (xccC)  und  {xcd)  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Drei  eigentliche  reelle  Gerade  a^b^c  mit  drei  eigent- 
lichen Schnittpunkten  Ä,  Bj  C 
(s.  Fig.  62)  teilen  (zusammen  mit  gj) 
das  affine  Punktfeld  in  vier  Drei- 
seite, von  denen  nur  eines  nicht 
von  g^  begrenzt  wird,  und  drei  von 
g^  mitbegrenzte  Vierseite.  Wir 
nennen  die  ersteren  die  trigonalen, 
die  letzteren  die  tetragonalen  Be- 
reiche des  Dreiseits  abc  oder 
des  Dreiecks  ABC. 

Führt  man  die  Koordinaten  a^,  a^;  b^,  6^;  c^,  c^  der  Ecken 
A,  B,  C  des  eigentlichen,  aus  den  drei  Geraden  gebildeten  Drei- 
ecks ein,  80  ergibt  sich  aus  dem  Kriterium  für  den  Umlaufssinn 
(in  Art.  88): 

Für   die   reellen  Punkte  X  im  Innern   des   eigentlichen 
reellen  Dreiecks  ABC  und  nur  für  sie  haben  die  drei  Deter- 
minanten 
(46)  (xab),    {xbc)^    {xca) 

gleiches  Vorzeichen  und  zwar  dasselbe  wie  (abc). 


Fig.  6S. 
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Femer  erhalten  wir  jetst  aus  Art.  74,  wenn  wir  die  dortigen 
Kriterien  auf  ein  Vierseit  mit  der  Seite  g^  und  den  eigentlichen  reellen 
Ecken  Ä,ByC  anwenden,  oder  auch  aus  Art.  88  den  Satz: 

Der  Punkt  D  liegt  in  bezug  auf  das  Dreieck  ABC  tri- 
gonal  oder  tetragonal,  je  nachdem 


(47) 


{abc)(dah)(dbc){dca)>  oder  <  0. 


Hieraus  folgt  endlich  direkt:  Liegt  einer  von  yier  ein  Vier- 
eck bildenden  eigentlichen  reellen  Punkten  -4,  B,  C,  D  in  be- 
zug auf  die  drei  andern  trigonal  (tetragonal),  so  gilt  das 
Qleiche  von  jedem.    Man  kann  deshalb  auch  sagen: 

Die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  befinden  sich  in  trigonaler 
oder  in  tetragonaler  Lage,  je  nachdem  das  Produkt  in  (47) 
>  oder  <0  ist 

In  der  affinen  Geometrie  haben  wir  also  zwei  Arten  von 
vollständigen  Vierecken  —  trigonale  und  tetragonale  —  zu 
unterscheiden.  (Ein  entsprechender  Unterschied  existiert  bei  den  voll- 
standigen  Vierseiten  nicht!) 

Übungsaufgabe:  Man  zeige,  daß  das  projektive  geometrische 
Kriterium  für  die  Vierecksinvolution  auf  einer  Geraden  (in  Art.  74) 
sich  bei  eigentlichen  Vierecken  durch  das  folgende  viel  anschau- 
lichere affine  Kriterium  ersetzen  läßt: 

Die  Involution,  welche  ein  trigonales  (tetragonales) 
vollständiges  Viereck  auf  einer  mit  keiner  Ecke  inzidieren- 
den  Geraden  hervorruft,  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch 
(elliptisch  oder  hyperbolisch),  je  nachdem  durch  die  Gerade 

eine  Ecke  von  den  drei 

/>; jiJf ;/;'  übrigen  (affin)  getrennt 

wird  oder  nicht. 

91.  [DasFUohenv^r- 
hUtnlB  (FV).]  Das  Flä- 
chenverhältnis  (FV) 
zweier  im  Sinne  der 
Aufzählung  ihrer 
Ecken  umlaufenen 
Dreiecke  ABC  und 
A'BC,  die  eine  beide- 
mal in  gleichem  Sinne 
durchlaufene  Seite  ge- 
mein haben  (s.  Fig.  63), 

definieren  wir  als  das  AV  der  gemeinsamen  Seite  a  in  bezug 

auf  die  Ecken  A  und  A']  wir  setzen  also 


Fig/M. 
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(48)  ABC :  ABC  =  {AA\  a) 

und  wollen  jetzt  zeigen,  daß  diese  Definition  vemünftig  ist,  falls  wir 
Aj  Äj  By  C  reell  annehmen. 

Lidern  man  durch  A  und  Ä  Parallele  zu  CBy  durch  C  und  B 
Parallele  zu  AÄ  legt,  erhält  man  die  Parallelogramme  BCDE  und 
BCD'E\  Unter  Benutzung  von  Dreieckskongruenzen  sieht  man, 
daß  diese  Parallelogramme  bezw.  den  doppelten  Flächeninhalt^) 
haben,  wie  die  Dreiecke  ABC  und  A'BC.  Man  vergleicht  also  die 
Flächeninhalte  der  beiden  Dreiecke,  indem  man  die  Flächeninhalte  der 
beiden  Parallelogramme  vergleicht.  Dies  aber  kann  in  folgender  Weise 
geschehen. 

Ist  die  Strecke  ;  CD'  ^  |  CZ>  ,  so  kann  man  CD  durch  |  CD' 
„messen'^  (s.  Art.  14)  und  gelangt  dabei  zu  einer  bestimmten  positiven 
Zahl  x,  die  gleich  dem  absoluten  Betrag  des  AV  (2)D',C)>=  {AAlya) 
ist  Legt  man  aber  durch  alle  bei  der  Messung  auf  CD  entstehen- 
den Teilpnnkte  Parallele  zu  CB,  so  wird  das  Parallelogramm  BCDE 
in  ebenso  viele  Teilparallelogramme  wie  CD '  in  Teilstrecken  zerlegt, 
die  teils  dem  Parallelogramm  BCD'E'  kongruent  sind,  teils  (wann 
bei  der  Messung  etwa  immer  halbiert  wurde)  die  Hälfte,  ein  Viertel, 
ein  Achtel  usw.  des  Flächeninhaltes  von  jenem  besitzen,  wie  wiederum 
unter  Benutzung  einfacher  Kongruenzen  ersichtlich  ist.  Wir  messen 
also  bei  diesem  Verfahren  zugleich  den  Flächeninhalt  von  BCDE 
durch  den  von  BCD'E'  und  erhalten  dabei  dieselbe  Zahl  |x|« 
\{AA'y  a)\.  Diese  müssen  wir  also  auch  als  Ergebnis  der  Messung 
des  Flächeninhaltes  des  Dreiecks  ABC  durch  den  des  Dreiecks  ABC 
ansehen. 

Nun  ist  das  AV  {AA\  a)  selbst  ^  0,  je  nachdem  A  und  A 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  a^BC  liegen, 
d.  h.  je  nachdem  ABC  und  ABC  in  dieser  Reihenfolge  denselben  oder 
entgegengesetzten  Umlaufssinn  darstellen.  Rechnen  wir  also  auch 
das  FV  der  beiden  Dreiecke  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem ihre  Ecken  in  der  gegebenen  Reihenfolge  denselben  oder 
entgegengesetzten  Umlaufssinn  darstellen,  so  ist  nunmehr  die 
Definitionsgleich  nng 

(48)  ABC:  ABC  ^  {A A,  a) 

gerechtfertigt» 

Nur  in  dem  Falle,  daß  AA  CB,  versagt  unsere  Überlegung. 
Aber  dann  ist  (AAy  a)  ^  1,  und  durch  einfache  Kongruenzbetrach- 
tungen ergibt  sich,  daß  die  beiden  Dreiecke,  die  überdies  gleichen 
ümlanfesinn  haben,  inhaltsgleich  sind,  sodaß  die  Gleichung  (48) 
abermals  gerechtfertigt  ist 

1)  Vgl.  hierzu  Hubert,  a.  a.  0.  §  18. 
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Nach  dieser  Definition,  die  auch  für  imaginäre  Elemente  gültig 
bleiben  soll,  kann  nun  jedes  AY  einer  Geraden  in  bezug  auf  zwei 
Punkte  auf  unendlich  viele  Arten  auch  als  FV  zweier  Dreiecke  an- 
gesehen werden,  die  entstehen,  wenn  man  auf  jener  Qeraden  zwei  be- 
liebige Punkte  annimmt. 

Hiemach  können  z.  B.  nach  Art.  85  (9)  die  einzelnen  projektiven 
Koordinaten  eines  Punktes  P  in  bezug  auf  ein  eigentliches  Fanda- 
men taldreieck  mit  eigentlichem  Einheitspunkt  auch  als  FYe  auf- 
gefaßt werden: 

(49)  QX^  =  PN^N^ :  EN^N, 

QX^^PN^NJ{:EN^N,, 

Ebenso  kann  daher  jedes  DV  eines  Punkt-Geraden-Wurfes  in  der 
Ebene  als  Verhältnis  zweier  FYe  angesehen  werden,  die  entstehen, 
wenn  man  auf  jeder  der  beiden  Geraden  des  Wurfes  zwei  beliebige 
Punkte  annimmt,  also  als  ein  aus  Dreiecksinhalten  gebildetes 
DV.  Sind  z.  B.  die  beiden  Punkte  Ä  und  A\  wie  auch  die  beiden 
Punktepaare  B,  B'  und  C,  C  durch  homogene  projektive  Koordinaten 
^;  ^}  ^Z9  ^8w.  gegeben,  so  ergibt  sich  das  DV  der  vier  Dreiecks- 
flächen (Übungsaufgabe!) 


(50) 


ABB'    ACQ'  _(abb')(acc) 
ABB''  a:  CG'      {acc'){ahhy 


Es   ist  also   eine   charakteristische   absolute  Invariante   der  projek- 
tiven Gruppe. 

82.  [Das  FT  zweier  beliebigen  Dreiecke  und  sein  ana- 
lytiaoher  Ausdraok.]     Sind  nun   ABC  und  DEF  zwei  beliebige 

im  Sinne  der  Aufzählung  ihrer 
Ecken  umlaufene  Dreiecke,  so 
können  wir  sie  auf  mannig* 
fache  Art  zum  ersten  und 
letzten  einer  Reihe  bestimmt 
umlaufener  Dreiecke  machen^ 
von  denen  je  zwei  aufeinan- 
derfolgende eine  in  gleichem 
Sinn  durchlaufene  Seite  ge- 
meinhaben. Istz.B.6reinbelie- 
biger  Punkt  auf  (7JF(s.Fig.64), 
so  erhalten  wir  die  Reihe 


Fig.  64. 


(51) 


ABC,  DHC,  GCD,  FBG,  DEF. 


Digitized  by 


Google 


92.]  Elemente  der  affiDen  Greomeirie.  219 

Wir  definieren  nun  das  FV  ABC.DEF  als  Produkt  der  FVe  je 
zweier  aufeinander  folgenden  dieser  Dreiecke^  deren  FV  nach 
Yorigem  Artikel  definiert  ist,  d.  h.  wir  setzen: 

fM\  ^A^       ^BC    BBC    GCD    FDG 

V^^^  DEF  ^  BBC  '  GGB  '  FBG  '  BEF' 

Wenn  wir  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  des  FV  ABC  :  DEF 
durch  die  Koordinaten  der  sechs  Ecken  aufstellen,  wird  sich  gleich- 
zeitig zeigen,  daß  dieses  FV  von  den  bei  jener  Reihe  auftretenden 
Zwischengliedern  tatsachlich  unabhängig  ist. 

Nach  der  Definition  des  FV  im  vorigen  Artikel  und  nach  dem 
in  den  Formeln  (40)  enthaltenen  Ausdruck  des  AV  ist  in  (52) 
rechts  z.  B. 


»1  ttj    1  !    '  rfi  ri^   1  j 
62   1  i  :  !  6i   ft,   1 


^^^        h    h     1.17»    h     1  '  _(«&c) 


^1   «2    1  \^{alc):{def). 


Also  ist  nach  (52) 

/M  \  ABC  _(abc)    (dbc)    (gcd)    (fdg)  ^(ahc) 

yp'^V  j)EF  "~  {dbc)  '  (gcd)  '  (fdg)  '  (def)       (def) ' 

und  man  sieht,  daß  die  von  allen  Zwischengliedern  der  Reihe  (51), 
wie  viele  und  welche  es  auch  sein  mögen,  herrührenden  Determinanten 
sich  stets  herausheben  müssen.  Also  finden  wir  als  analytischen 
Ausdruck  des  FV  zweier  beliebigen  bestimmt  umlaufenen 
Dreiecke 

i  a^  o^   1  I      d^  d^   1 

(53)  ABC:  DEF  ^\h,  6,    1 

!  Ci  c,  1 1  !  /;  ^  1 

Hieraus  ergeben  sich  die  Folgerungen: 

Das  FV  zweier  Dreiecke  ist  (geometrisch  nach  (52)  und 
analytisch  nach  (48),  (53))  eine  charakteristische  absolute  Inva- 
riante der  affinen  Gruppe. 

Das  FV  zweier  reellen  Dreiecke  ABC:  DEF  ist  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  ABC  und  DEF  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Umlaufssinn  haben  (s.  Art.  88). 

Das  FV  ABC :  BAC  ist  gleich  -  1. 

Das  FV  eines  beliebigen  Dreiecks  ABC  zu  dem  Dreieck 
OE^E^y  das  wir  das  „Einheitsdreieck  des  Koordinaten- 
systems'^ nennen  und  mit  A  bezeichnen  wollen,  ist 

I  «1  0»   1  j 

(54)  ABCiA-^lb^  6,    1    =(a6c). 
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Das  FV  eines  Dreiecks  zum  Einheitsdreieck  bezeichnen  wir  kurz  als 
das  FV  des  Dreiecks  (schlechthin).  Das  FV  eines  Dreiecks  ist 
nach  (54)  und  Art.  88  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  A,  B,  C 
positiven  oder  negativen  Umlaufssinn  haben.  Wir  nennen 
demgemäß  das  Dreieck  auch  kurz  positiv  oder  negativ. 

[Da  jede  geradlinig  begrenzte  ebene  Fläche  in  eine  endliche  An- 
zahl von  Dreiecken  zerlegt  werden  kann,  dereu  Oesamtinhalt  jener 
Fläche  inhaltsgleich  ist,  da  femer  bei  jeder  nicht  geradlinig  begrenzten 
Fläche,  wie  eine  nicht  hierher  gehörige  Betrachtung  lehrt ,  i.  a.  eine 
Summe  von  Dreiecken  herstellbar  ist,  deren  Gesamtinhalt  dem  jener 
Fläche  beliebig  nahe  kommt,  so  bemerken  wir  beiläufig,  daß  man  mit 
dem  Begriff  des  FV  zweier  beliebigen  Dreiecke  auch  den  des  FV 
nicht  geradlinig  begrenzter  ebener  Flächen  umfaßt.] 

Übungsaufgaben:  1.  lu  Hesseschen  Koordinaten  lautet  der 
Ausdruck  des  FV 

XX'X":A  =  j^\xi'  x^'  t'    ■ 

2.  Bilden  die  Geraden  u,  u,  u'  ein  eigentliches  Dreieck,  so  ist 
dessen  FV  gleich 

u^  u^  s    ,  :  (uu')(uOK")- 


93.  [AfOnität,  Aqnl-AfOnität.  Konlokale  AfOnität  und 
andere  parallelmetrische  SpeiialflUle  der  konlokalen  KoUi- 
neation.]  Bei  Benutzung  Hessescher,  bezw.  Cartesischer  Koor- 
dinaten war  der  analytische  Ausdruck  der  Affinität  zweier  ebenen  Felder 
E  und  E'  (s.  Art  87) 

bezw. 

[a;,«aiia?i'+a2>V+«f8 

Da  das  FV  eine  absolute  Invariante  der  affinen  Gruppe  ist^  so 
muß  das  Verhältnis  jeder  Fläche  in  E  zu  ihrer  affinen  in  E'  stets 
denselben  Wert  haben.  In  der  Tat,  ist  A,  bezw.  A'  das  Einheits- 
dreieck in  E,  bezw.  E',  ABC  ein  beliebiges  Dreieck  in  E,  A'B'C 
dfts  affin  entsprechende  in  E'^  so  ist  nach  (Ö4) 
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(65) 


ÄB'C'.ä: 


ABC.i^ 


«1 

a, 

1 

h 

6. 

1 

Cl 

<i 

1 

und  nach  (23)  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Determinantenrechnung 


(56) 


;  Oj    O,     1  I 
'  6j     fe,     1 
1«,     C,     1 


=•  («!«») 


a^    a,    1 

V  V  1' 

e-   r,'   1  j 


Also  ist  schließlich  nach  (55)  und  (56) 

ABC 


(57) 


ARG' 


(«i«j)  TPy 


WO   die    rechts   stehende   Zahl    von    dem    gewählten   Dreieck  ABC 
völlig  unabhängig  ist;  was  wir  beweisen  wollten. 
Hat  diese  Eonstante  speziell  den  Wert  1^  d.h.  ist 


(58) 


(aiCf,)«A':A, 


so  ist  also  jede  Fläche  in  E  gleich  ihrer  affin  entsprechenden  in  E', 
und  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Feldern  E  und  E'  heiBt  speziell 
eine  äqui-affine  Beziehung  oder  Äqui-Affinität 

Liegen  zwei  kollineare  Felder  E  und  E'  in  derselben  Ebene 
(konlokal);  so  hat  man  eine  konlokale  Affinität,  wenn  die  un- 
eigentliohe  Gerade  g^  Doppelgerade  ist;  einen  andern  parallel- 
metrischen Spezialfall  der  konlokalen  Kollineation;  wenn 
nur  ein  uneigentlicher  Punkt  Doppelpunkt  ist.  Es  soll  eine 
Übungsaufgabe  sein,  nach  Art.  78  alle  diese  Fälle  und  die  Bedin- 
gungen für  ihr  Eintreten  aufzusuchen.  Unter  Benutzung  der  dortigen 
Bezeichnungen  erhalten  wir;  wenn  wir  die  einfachste  Darstellungs- 
form nach  (24)  Art.  78  nur  in  den  interessantesten  Fällen  angeben; 
das  Resultat: 
I.  Qi,  (4;  (»3  yerschieden: 

1.  Affinität  mit  einem  eigentlichen  reellen  Doppelpunkt; 

2.  KoUineation  mit  einem  uneigentlichen  reellen  Doppelpunkt. 
IL  Pi-Ps  +  p»: 

a)t;[A(pi)]-'l: 

1.  Affinität  a)  mit  einem,  ß)  mit  zwei  uneigentlichen  Doppel- 
punkten, 

2.  KoUineation  mit  einem  uneigentlichen  Doppelpunkt  a)  mit 
zwei  parallelen;  ß)  mit  zwei  nicht  parallelen  Doppelgeraden. 

b)«[A(9,)]-2: 
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1.  Zentrische  (oder  Perspektive)  Affinität  (Ähnlich- 
keit bei  ähnlicher  Lage)  mit  uneigentlicher,  yon 
lauter  Doppelpunkten  erfüllter  Achse  und  eigentlichem^ 
lauter  Doppelgerade  tragendem  Zentrum.  Jeder 
Geraden  entspricht  eine  ihr  parallele  Gerade.  Gleichungen 
dafQr: 

(59)  Xi  =  ax^',    x^  =  ax^\     (t  =*  f), 

2.  Affinität  bei  affiner  Lage,  d.  h.  zentrische  Eollineation 

mit  uneigentlichem  Zentrum  und  eigentlicher  Achse 
(y^Affinitätsachse^').    Gleichungen  dafür: 

(60)  iPi  =  a;i',    x^^ux^',    (<"-0- 

III.  Pi«ft  =  (>,: 

a)t;[A(9,)]«l: 

1.  Affinität  mit  einem  einzigen  und  zwar  uneigentlichen 
Doppelpunkt, 

2.  KoUineation  mit  einem  einzigen  und  zwar  uneigentlichen 
Doppelpunkt. 

1.  Zentrische  Affinitat  bei  vereinigter  Lage  von  uneigent- 
lichem Zentrum  und  uneigentlicher  Achse, 

2.  Zentrische  KoUineation  mit  uneigehtlichem  Zentrum  und 
eigentlicher,  mit  dem  Zentrum  inzidierender  Achse. 

c)  t;[A((>i)]  =  3:  Identität  der  beiden  Felder. 

Spezialisieren  wir  auch  die  in  Art.  79  für  die  Involution  er- 
haltenen Resultate,  indem  wir  entweder  die  Involutionsachse  (c)  oder 
das  Involutionszentrum  (C)  als  uneigentlich  annehmen,  so  erhalten 
wir  für 

1.  c  uneigentlich:  Zentrische  Symmetrie  in  bezug  auf  C 

(61)  ^i  =  -<,    x,^^x,\    (t^i'). 

2.  C  uneigentlich:  Axiale  (im  allgemeinen  schiefe)  Sym- 
metrie in  bezug  auf  c  in  der  durch  C  bestimmten  Richtung 

(62)  x,^x,\    x,^--x,\    (t^n: 

84.  [Baryientrische  oder  FY-Koordinaten.]  Von  den  Be- 
trachtungen in  Art.  91,  92  machen  wir  Gebrauch  bei  der  Deutung 
und  Anwendung  der  zweiten  Art  affiner  Koordinaten,  die  wir  schon 
in  Art.  86  erwähnt  haben  und  jetzt  einführen  wollen. 

Ist  die  Einheitsgerade  e  eines  projektiven  Koordinatensystems 
die  uneigentliche  Gerade  g^,  so  sind  JVj,  N^,  N^  eigentliche  Punkte, 
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weil  sie  nicht  mit  e  inzidieren  dürfen  (Fig.  65).  Das  Fundamental- 
dreieck N^N^y^,  das  wir  jetzt  mit  A  bezeichnen^  hat  also  einen  be- 
stimmten Flächeninhalt^  und  soll  mit  dem  als  positiv  genommenen 
ümlaufssinn  N^N^N^  auch  das  Einheitsdreieck  des  baryzen- 
trischen  Koordinatensystems  sein.  Der  Einheitspunkt  £  ist  nach 
dem  Satz  in  Art.  85  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  N^N^N^.  Die 
so  bestimmten  affinen  Koordinaten  heißen  deshalb  (nach  Möbius) 
baryzentrische  Koordinaten.^) 

Nach  den  Formeln  (11)  Art.  55  ^\    /^ 

und  (36)  Art.  60  ist  für  die  bary-  'w;   ' 

zentrischen  Koordinaten  Xi^  a:,,  x^  "*"  - 

eines  Punktes  P  und  Uj^fU^,  u^  einer 
Geraden  g 


(63a) 


(63b) 


X, 

«,- 

-(P.,N,N,) 

Xi 

a;i- 

-{P.,N,N,) 

«1 

:xj  = 

-iP„N,N,), 

«J 

« 

:_«,- 

(0.N,N,) 

«« 

:«!  = 

(ß,N,N,) 

"l 

:«,= 

(ß,N,N,), 

Fig.  86. 


d.h*  die  Verhältnisse  der  bary- 

zentrischen  Punktkoordinaten  Xj^^  x^  von  P  sind  die  entgegen- 
gesetzten Werte  der  AVe  der  Punkte  P,.  in  bezug  auf  die  bei- 
den Fundamentalpunkte  ^,  und  Nj^.  Die  Verhältnisse  der 
baryzentrischen  Linieukoordinaten  Ton  ^  sind  die  AVe  von  // 
in  bezug  auf  je  zwei  Fundamentalpunkte.  Wieder  erscheint  also 
auch  bei  diesen  affinen  Koordinaten  die  charakteristische  absolute  In- 
variante der  affinen  Geometrie:  das  AV. 

Mehr  aber  interessiert  uns  noch  die  geometrische  Bedeutung  der 
einzelnen  baryzentrischen  Koordinaten  eines  eigentlichen  Punktes 
P,  d.  h.  nach  (49)  ihre  Bedeutung  in  den  Gleichungen 


(49) 


Nach  (48)  und  nnter  Benutzung  des  Satzes  Aber  den  Schwerpunkt  7'7 
in  Art.  86  ist  jetzt  für  die  Dreiecke  EN^N^,  EN^N^,  ENi\ 

ENjN,  :  iVj  JV, JV,  =  {EN^,  «J  =  1  :  3     u.  s.  w., 


1)  Ihre  Einfflhrung  geschieht  a.  a.  O.  §  81.  S.  51. 
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also 


(64)  EN^  JV,  =  EN^  N,^EN,N^      ^ 


Daher  folgt  aus  (49)  und  (64): 

Die  baryzentrischen  Punktkoordinaten  ariya:,,^;}  von  P  ver- 
halten sich  wie  die  Dreiecksflächen  PN^N^^  PN^N^,  PN^N^^ 
oder  m.  a.  W.  sie  sind  gleich  den  aas  diesen  Dreiecken  in  bezug  auf 
ein  beliebiges  Dreieck  gebildeten  FVen  und  heißen  deshalb  auch 
FY-Koordinaten. 

Da  die  uneigentliche  Qerade  g^  Einheitsgerade  ist;  ist  ihre  Gleichung 

(65)  x^+x^  +  x^-^O. 

Für  jeden  eigentlichen  Punkt  ist  also  ^1  +  ^2  +  ^8+^7  ^  jeden 
solchen  kann  daher  durch  Festlegung  des  willkürlichen  Proportionali- 
tatsfaktors  der  Koordinaten 

(66)  x^  +  x^+x^^l 

gemacht  werden.  Die  so  bestimmte  Form  der  baryzentrischen  Koor- 
dinaten wollen  wir  ihre  Normalform  nennen.  Bei  der  Normal- 
form  sind  die  einzelnen  baryzentrischen  Koordinaten  spe- 
ziell gleich  den  FYen  der  Dreiecke  PN^N^  zum  Fundamental- 

dreleck  A^N^N^N^-,  d.h. 

(x^^PN^N^iA 

(67)  Ix^-^PN^N.iA 

\x,^PN,N,:£^. 

Denn  setzt  man  in  (49)  für  EN^Nj^  nach  (64)   j,  so  bestimmt  sich, 

indem  man  etwa  P  mit  JV^  identifiziert  und  die  Forderung  ajj+a;, +05^—1 
berücksiidLtigty  der  Faktor  (>  » -J-. 

Beliebige  baryzentrische  Koordinaten  x^,  x^y  x^  werden  also  in  die 
Normalform  gebracht,  indem  man  sie  durch  x^  +  x^-^-x^  dividiert 

9B.  [Traasformatloii  iwlsohan  baryiantrlMhan  Koordi- 
naten ainaneite,  proJakÜTan,  Haasaaohan,  baryiantriaohan 
.  andaramaite.]  Die  Transformation  zwischen  beliebigen  projek- 
tiven Koordinaten  x^y  x^,  x^\  m^,  Wj,  u^,  in  denen  g^,  q^,  g,  die  Koordi- 
naten der  uneigentlichen  Geraden  g^  sind,  und  baryzentrischen 
Koordinaten  rr/,  x^',  a?,';  m/,  m,',  u,'  wird  durch  Gleichungen  der  Form 

(68)  <fUi=^^aikUk,      QXi'^^a'kiXk  («  =  i,».s) 
mit  der  Bedingung 
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(69)  Vai*  i^ccjjt  :^aik  =  gi :  «s :  «$,     |  «I*  |  +  0, 

geleistet.   Denn  dann  und  nur  dann  ist  die.uneigentlicbe  Gerade  Ein- 
heitsgerade  für  das  gestrichene  System. 

DenÜbergang  Ton  flesseschen  Koordinaten  x^^,x^,t]  u^fU^jS 
zu  baryzentrischen  a:/,  x,',  a;,';  m^',  u^\  u^  yermittebi  die  Glei- 
chungen 


(70)        (^aij^Onai'  +  aMiCj'  +  ajja:,'  und 
^t  —      a:i'+     a;i'+      x^ 

mit  der  Bedingung 

(71)  ^l+^«+A„+o, 

wo  A^;^  die  Adjunkte  von  a^^  in  der  aus  (70)  gebildeten  Substitutions- 
determinante  ist. 

-  Sollen  speziell  die  Punkte  0,Ej^,E^  des  Hess  eschen  Systems 
bezw.  mit  den  Punkten  N^,N^^N^  des  baryzentrischen  übereinstimmen, 
so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Gleichungen 

(72)  \qx,^  < 

[Qt    -^x^'+x^'+x^'. 

Endlich  lauten  die  Formeln,  die  baryzentrische  Koordinaten 
^if^ifX^]  «*!,  Wj,  w$  wieder  in  solche  a?/,  a?/,  a?,';  w^',  m,',  tij'  über- 
fahren, 

(73)  Q^i-^^ik^kf      <^'<-^^ki^k  «•■-^'*'»> 
mit  der  Bedingung 

(74)  ^«M»^'««-^'««,     l«al+0; 

(*)  (*)  (!) 

denn  dann  und  nur  dann  entsprechen  sich  die  Geraden  m^  >*  ti, » u, 
und  V—ti,'— w,'. 

Haben  speziell  sowohl  die  x^  wie  die  a;/  die  Normalform,  so 
lauten  die  Gleichungen  (73) 


(73a)  x,^^a,,x;: 

(*) 
mit  der  Bedingung 

(74a)  2c^,i-y^,,-^^u^-h     l«.*l+0. 

(*)  ll)  (*) 

Beffter  u.  Koehlar,  AoalytlMlie  GAometeie,  L  16 
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Die  Gleichungen  (73),  (74)  stellen  nun  wieder  bei  anderer  Auf- 
fassung eine  affine  Transformation  zwischen  zwei  ebenen 
Feldern  E  und  E'  dar,  in  deren  jedem  ein  baryzentrisches  Koordi- 
natensystem eingeführt  ist.  Daher  können  wir  entsprechend  wie  in 
Art.  87  sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden  einer 
Ebene,  die  in  irgend  welchen  baryzentrischen  Koordinaten 
ausdrückbar  ist,  ist  dann  und  nur  dann  affin,  wenn  ihr 
analytischer  Ausdruck  bei  allen  linearen  Transformationen 
der  Form  (73),  (74)  erhalten  bleibt. 

Haben  die  baryzentrischen  Koordinaten  x^^  x^\  x^  Normal- 
form, so  drückt  sich  vermöge  der  Relation  a:/-|- ^2+ ^a'™"  1  ^ 
jeden  eigentlichen  Punkt  eine  von  ihnen,  z.  B.  x^^  durch  die  beiden 
andern  aus.  Sind  nun  x^^  x^  Koordinaten  in  demjenigen  C artesi- 
schen System,  dessen  Punkte  0,  jE7^,  JE^  mit  den  Punkten  -Nj,  ^j,  "N^ 
jenes  baryzentrischen  zusammenfallen,  so  folgt  aus  (72)  f&r  jeden 
eigentlichen  Punkt  (was  sich  auch  aus  (11)  und  (67)  unter  Rücksicht 
auf  (48)  leicht  ergibt) 

(  4 Ol  X-\  — •  X\  ,  JTo  ^™  Xa  • 

Da  hiernach  die  auf  zwei  Ton  ihnen  reduzierten  baryzentrischen 
Normalformkoordinaten  eines  eigentlichen  Punktes  stets  auch  als 
Gartesische  Koordinaten  aufgefaßt  werden  können,  so  werden  wir 
also  Yon  den  allgemeinen  projektiven  Koordinaten  aus  sowohl  über 
die  Hesseschen  wie  über  die  baryzentrischen  zu  den  C artesischen 
als  den  für  die  affine  Geometrie  (der  eigentlichen  Elemente)  natur- 
gemäßen Koordinaten  geführt  und  brauchen  daher  fortan  nur  noch 
dieses  System  zu  benutzen. 

Übungsaufgaben:  1.  Bei  Benutzung  bary zentrischer  Koor- 
dinaten ist  der  Ausdruck  des  FV 


^J5C:A  = 


{ahc) 


Züi^biSCi 


2.  Man  stelle  die  Bedingung  für  die  Paralleliiät  zweier  Geraden 
in  baryzentrischen  Koordinaten  auf. 

3.  Man  diskutiere  das  Koordinatensystem,  das  aus  dem  projek- 
tiven entsteht,  wenn  nur  einer  der  Fundamentalpunkte  als  un- 
eigentlich angenommen  wird  (Schweringsche  Koordinaten^)). 

l)Schwering,  Theorie  und  Anwendung  der  Linienkoordinaten,  Leipzig  1884. 
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Elemente  der  äquiformen  Geometrie  in  der  Ebene. 

96.  [Aqnifonna  Oeomatrla  in  dar  Sbana.]  Die  äquiforme 
ßeometrie  in  der  Ebene  ist  nach  der  Einleitung  (Art.  10)  der  In- 
begriff der  bei  allen  äquiformen  Transformationen  der  Ebene  invari- 
anten Beziehungen  zwischen  Punkten  und  Geraden.  Eine  äquiforme 
Transformation  der  Ebene  war  dabei  (Art.  9)  eine  solche  affine,  die 
alle  Orthogonalitäten  erhält.  Daftir  können  wir  jetzt  nach  Artikel 
51;  52  auch  sagen:  Die  äquiforme  Transformation  ist  eine  solche 
affine,  die  das  absolute  Punktepaar  J^y  J^  der  uneigentlichen  Geraden 
(kürzer:  der  Ebene)  in  das  absolute  Punktepaar  der  neuen  Ebene  (die 
auch  mit  der  alten  identisch  sein  kann)  überführt.  Denn  zugleich 
mit  dem  absoluten  Punktepaar  bleibt  ja  die  orthogonale  Paarung  auf 
der  uneigentlichen  Geraden  und  mit  ihr  bleiben  alle  Orthogonalitäten 
in  der  Ebene  erhalten.  Daher  konnten  wir  (s.  Art.  10),  bezw.  können 
wir  jetzt  sagen: 

Jede  äquiforme  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Ge- 
raden in  der  Ebene  läßt  sich  allein  auf  Inzideuzen,  Paralleli- 
täten und  Orthogonalitäten  zurückführen  oder  —  w.  d.  i.  — 
allein  auf  Inzidenzen,  wenn  nicht  nur  die  uneigentlichen 
Elemente  unter  der  Gesamtheit  aller  Elemente,  sondern 
auch  noch  die  absoluten  Punkte  J^^  J^  unter  der  Gesamt- 
heit der  uneigentlichen  Elemente  ausgezeichnet  werden. 

Umgekehrt:  Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Ge- 
raden in  der  Ebene,  die  lediglich  auf  Inzidenzen,  Paralleli- 
täten und  Orthogonalitäten  zurückführbar  ist,  und  deren 
Begriff  außer  der  uneigentlichen  Punktreihe  und  ihrem 
absoluten  Punktepaar  keine  Elemente  auszeichnet,  ist  äqui- 
form.    Denn  sie  verträgt  jede  äquiforme  Transformation. 

Die  äquiforme  Geometrie  bringt  also  zu  den  affinen  Beziehungen 
oder  zu  der  Geometrie  der  Inzidenzen  und  der  Parallelmetrik  noch 
die  Orthogonalmetrik  hinzu. 

Da  in  der  projektiven  Geometrie  das  Dualiiätsgesetz  galt,  die 
projektive  Geometrie  aber  sich  zur  äquiformen  dadurch  erweitert,  daß 
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das  sicher  nicht  sich  selbst  dualistische  Gebilde  des  absoluten  Punkte- 
paares mit  der  uneigentlichen  Geraden  als  Verbindungslinie  aus- 
gezeichnet wird,  so  kann  auch  in  der  äquiformen  Geometrie  ebenso- 
wenig wie  in  der  affinen  das  Dualitätsgesetz  unbeschrankt  gelten. 

97.  [Bas  BiohtnngsverhUtnis  (KV).  AV  und  BV  als 
oharakteristisohas  System  absoluter  Invarianten  der  ftqnl- 
formen  Omppe.]  Wie  aus  dem  DY  (PQgh),  einer  charakte- 
ristischen Invarianten  der  projektiven  Geometrie,  eine  solche  der 
affinen  Geometrie,  nämlich  das  AY  {PQfg)  =  {PQggJ  entstand,  in- 
dem wir  eine  der  Geraden  mit  der  parallelmetrisch  ausgezeichneten 
uneigentlichen  Geraden  g^  identifizierten,  so  liegt  es  nahe,  um  eine 
charakteristische  Inyariante  der  äquiformen  Geometrie  zu  gewinnen, 
das  Punktepaar  P,  Q  mit  dem  orihogonalmethsch  ausgezeichneten  ab- 
soluten Punktepaar  J^J^  zu  identifizieren.    Das  so  entstehende  DY 

(1)  (ghJM^igh} 

ist  (s.  auch  Art.  44  (4)  und  Art.  47  Übungsaufgabe)  eindeutig  be- 
stimmt, sobald  die  beiden  Geraden  g  und  h  in  bestimmter  Reihenfolge, 
d.  h.  eine  bestimmte  als  erste,  die  andere  als  zweite,  und  femer  J^, 
und  folglich  auch  J,,  je  als  ein  bestimmter  der  beiden  absoluten 
Punkte  gegeben  sind.  Für  letzteren  umstand  können  wir  nach  Art.  44 
und  47  auch  sagen:  sobald  ein  bestimmter  Bichtungssinn  auf  der 
uneigentlichen  Geraden,  also  nach  Art.  83  ein  bestimmter  Drehungs- 
oder Umlaufssinn  in  der  Ebene  gegeben  ist. 

Da  aber  hiemach  die  Zahl  (1)  durch  g  und  h  allein  noch  nicht 
eindeutig  bestimmt,  außerdem  bei  reellem  g  und  h  im  allgemeinen 
imaginär  ist,  so  ziehen  wir  für  unsere  Zwecke  eine  andere  Invariante 
vor.  Sind  g,  h,  i  (s.  Fig.  66)  drei  beliebige  eigentliche  G«rade, 
G^,  H^,  J^  ihre  uneigentlichen  Punkte,  6f  „  der  zu  G^  orthogonale  un- 
eigentliche Punkt  (6r^  _L  (t„,  s.  Art  4),  so  setzen  wir  in  abkürzender 
Bezeichnung  das  DY 

(2)  {Gß^HM  ^  {9.  äO  ^  (*i,  9)  ^  ißu.  S^Ju)  ^  ißJu.  GuY) 

und  definieren  dieses  DY  als  das  BichtungsverMltnis  (RY)  der 
Geraden  h  und  i  in  bezug  auf  die  Gerade  g  oder  auch  als  das 


1)  Diese  Bezeichnung  des  BV  kann  mit  der  ähnlichen  des  AV  deshalb 
nicht  verwechselt  werden,  weü  im  AY  stets  eine  Gerade  und  zwei  Punkte 
oder  drei  Punkte,  die  aber  nicht  sämtlieh  uneigentlich  sind,  figurieren,  im 
BV  dagegen  drei  Gerade  oder  drei  uneigentliche  Punkte  und  dies  schon 
äußerlich  durch  die  kleinen  und  großen  Buchstaben,  bezw.  den  angehängten 
Index  u  kenntlich,  ist. 
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RV  der  uneigentlichen  Punkte  H^y  J^  in  Bezug  auf  G^  (bezw. 
der  durch  sie  repräsentierten  Richtungen). 

Das  RY  ist  damit  zugleich  auch  für  imaginäre  eigentliche  Ge- 
rade der  Ebene  definiert. 

unterwirft   man   die   Figur  gy  h,  i    allen   Transformationen   der 
äquiformen  ßruppe^  so  bestimmen 
die  transformierten  Elemente 
g\  Kj  V  immer  wieder  ein  RV 

(3)  {g\vi)={G:G:H:j:), 

wo  GJ±GJ  und  zugleich  Ö^„' 

der  dem  Punkte  6r„  entsprechende 

Punkt  ist^  da  die  Transformation 

alle  Orthogonalitäten  erhält.   Da 

aber  die  äquiforme  Gruppe  eine 

Untergruppe  der  projektiven  ist, 

bleiben  alle  DVe  bei  ihren  Transformationen  absolut  invariant,  und 

mithin  ist 


Flg  66. 


(4) 


(g,  hi)  ^  (G^G^HJJ  =  (GjajH^JJ)  =  (<;',  Ä'^, 


d.  h.  das  RV  ist  eine  absolute  Invariante  der  äquiformen 
Gruppe. 

umgekehrt  ist  eine  Transformation  der  Ebene,  die  jedes 
Element  ein-eindeutig  in  ein  gleichartiges,  reelle  Elemente 
in  reelle  überführt  und  alle  AVe  und  RVe  ungeändert  läßt, 
äquiform.  Denn  nach  Art.  84  ist  die  Transformation  zunächst  a£Gbi. 
Sie  führt  aber  auch  jedes  orthogonale  Paar  uneigentlicher  Punkte 
A^Jl.ä^  wieder  in  ein  orthogonales  Paar  über.  Sind  nämlich  B^,  C„ 
zwei  beliebige  uneigeniliche  Punkte,  Ä^\  B^\  CJ  die  A^^  JB^,  C„  ent- 
sprechenden (uneigentlichen)  Punkte  und  AJJ^AJ,  so  ist  nach  De- 
finition, bezw.  Voraussetzung 

(5)       (4.ÄJB„CJ^(^„,  5„CJ-(^',  BJC:)^iA:ÄJB:C^). 

Hieraus  folgt,  daB  Ä^'  auch  der  dem  Punkte  Ä^  entsprechende 
Punkt  ist,  und  mithin,  daß  dem  orthogonalen  Paar  A^A.A^  das 
orthogonale  Paar  Ajl.  Ä^  entspricht,  daß  also  die  Transformation 
äquiform  ist.  Wir  nennen  deshalb  AV  und  RV  zusammen  ein 
charakteristisches  System  absoluter  Invarianten  der  äqui- 
formen Gruppe  oder  Geometrie.  Wir  bemerken  hierbei,  daß 
dieses  System  sich  aus  den  charakteristischen  absoluten  Invarianten 
der  af&nen  Geometrie  in  der  eigentlichen  Punktreihe  (AV)  und  der 
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äquiformen  Oeometrie  im  Büschel  (oder  in  der  uneigentlicheu  Punkt- 
reihe) (KV)  zusammensetzt. 

Da  also  eine  Transformation^  die  jedes  Element  ein-^indeutig  in 
ein  gleichartiges  überführt^  allein  durch  die  Erhaltung  aller  AYe  und  , 
BYe  als  äquiform  charakterisiert  ist^  so  muß  wieder  jede  Beziehung 
zwischen  Punkten  und  Geraden,  die  bei  allen  äquiformen  Transforma- 
tionen erhalten  bleibt^  d.  h.  jede  äquiforme  Beziehung  lediglich 
auf  Beziehungen,  die  durch  die  Werte  von  AVen  und  RVen 
auszudrücken  sind,  zurückführbar  sein. 

umgekehrt:  Eine  lediglich  auf  Beziehungen,  die  durch 
die  Werte  von  AVen  und  RVen  auszudrücken  sind,  zurück- 
führbare Beziehung  zwischen  Elementen  der  Ebene,  deren 
Begriff  außer  der  uneigentlichen  Punktreihe  und  ihrem 
absoluten  Punktepaar  keine  Elemente  auszeichnet,  ist 
äquiform. 

Da  bei  Erhaltung  aller  RVe  jedes  Geradenpaar  in  ein  kongruentes 
übergeht  (s.  Art.  47),  so  ist  die  äquiforme  Transformation  in  der  Tat 
eine  Ähnlichkeitstransformation  (s.  Art.  9)  und  verdient  ihren 
Namen  (äquiform  =  ähnlich)  auch  bei  der  Ebene.  ^) 

98.  [Olelohsaltlge  orthogonale  Parallalkoordinaten.]  Um 

für  die  äquiforme  Geometrie  ein  naturgemäßes  Koordinatensystem  zu 
gewinnen,  spezialisieren  wir  die  affinen  Hesseschen  Koordinaten  da- 
durch, daß  wir  (Fig.  67)  x^-  und  ar^-Achse  senkrecht  zueinander 
und  außerdem  nach  den  Erfahrungen  im  Büschel  (s.  Art.  45)  den 
Einheitspunkt  JE  auf  einer  der  Mittellinien  des  Achsenpaares,  d.  h 
OE^-^  OE^  (s.  Art.  86),  annehmen;  denn  dann  und  nur  dann  dürfen 
wir  erwarten,  daß  das  absolute  Punktepaar  J^,  J^  die  einfachsten 
Koordinatenwerte  erhält,  die  ein  aggregiert  imaginäres  uneigentliches 
Punktepaar  haben  kann.  Diese  speziellen  Hesseschen  Koordinaten 
nennen  wir  gleichseitige  orthogonale  Parallelkoordinaten  und 
bezeichnen  sie  für  einen  Punkt  P,  bezw.  eine  Gerade  g  statt  mit 
x,,  o;,,  t  und  w^,  m,,  s  mit 

X,  y,  t    und    w,  v,  s, 

die  zugehörigen  Gartesischen  und  Plückerschen  Koordinaten  mit 
Xy  y  und  Uy  v\  den  eigentlichen  Punkt  P  mit  den  gleichseitigen  ortho- 
gonalen Gartesischen  Koordinaten  x^y  nennen  wir  gelegentlich  auch  x\y. 


1)  Würden  wir  die  Ebene  lediglich  als  Strahlenfeld  betrachten,  also  die 
Existenz  ihrer  Punkte  gänslich  ignorieren,  so  wäre  die  äquiforme  Geometrie  nur 
eine  Geometrie  der  Richtungen  und  ausschlieBlich  aufBVe  znrfickfOhrbar. 
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Die  Achsen  Ijezeichnen  wir  jetzt  als  a^-Achse  und  y-Achse,  die 


Einheitepunkte   auf  ihnen   mit   E^  und  E^]    entsprechend   schreiben 
wir  P,,  P,  statt  P,^,  P^.  .... 

Wie  bei  den  allgemeinen  Hesseschen  Koordinaten  smd  xit,  y:t 
natürlich  Abszissen^ 
also  AVe.  Nach  Art.  55 
(11)  ist  aber 

(6)    yix^iPExy) 

wo  X,  y  rechts  die 
X'^  bezw.  y- Achse  be- 
deuten und  die  Gerade 
OP^Pi  mit  r  be- 
zeichnet ist;  d.  h.  y:x 
ist  dasRV  der  Strahlen 
OP  =  r  und  OE=e 
auf  die  x- 


->X 


x,e,y 


oder   endlich 


m 

Achse.     Da  nun   mit 
Einführung  des  Koor- 
dinatensystems   durch 
die    Folge     der    drei 
Punkte  0,E^,E^  oder 
durch   die   Folge   der   drei  Strahlen 
Folge  der  drei  uneigentlichen  Punkte 
Strahlen  ein  bestimmter  Umlaufs- 
oder   Drehungssinn    als    positiv 
fixiert  ist  (s.  Art.  88),  so  ist  durch 
Angabe    zweier    Geraden  ^j,  g^ 
(Fig.  68)   in    bestimmter   Folge, 
deren   erste   reell  ist,    schon  ein 
Tangenswert  eindeutig  definier- 
bar. Man  kann  nämlich  (s.  Art.  45 
(20))  dann  setzen 

(7)  tg{g,g,)  =  {gJigA^ 

wo  g^  J_flfi  durch  den  Punkt  g^g^ 

und  h   diejenige  der  beiden  Mittel- 

linien%on  g^,  g,  ist,  für  die  die 

Folge  5i,  \^^  gt  den  positiven  Drehungssinn  darstellt. 

wir  statt  (GJ  einfacher  schreiben 

(8)  y:a;-tg(a;r). 


durch    die 


U7 


Y^  EE  N2  dieser 


Fig.  68. 


Hiernach  können 
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Bei  gleichseitigen  orthogonalen  Hesseschen  Linienk'oordinaten 
u,v,s  haben  die  zugehörigen  PI ück ersehen  Koordinaten  uiSyVis 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  Art.  86  (14),  d.  L  die  Ton  AVen.  Femer 
ist  nach  Artikel  60  (36)  und  oben  (2) 

(9)  u:v^  (geN^N^)  =  ((je,  x), 

ein  RY.  Die  gleichseitigen  orthogonalen  Koordinaten  kennzeichnen  sich 
also  wieder  dadurch  als  ffir  die  ä(][uiforme  Geometrie  naturgemäße  oder 
als  äqniforme  Koordinaten,  daB  ihre  Yerhältnisse  die  Bedeutung 
von  AYen  und  RYen  haben,  sich  also  durch  ein  charakteristisches 
System  absoluter  Inyarianten  der  äquiformen  Geometrie  darstellen 
h^sen.  Hieran  knüpfen  sich  wieder  mutatis  mutandis  die  oft  wieder- 
holten Schlüsse. 

Da  nun,  wenn  E^  der  uneigentliche  Punkt  von  e  ist,  X„  und  Yu 
durch  E^  und  E^  harmonisch  getrennt  werden  und  folglich  unter  An- 
wendung von  Art.  18  i)  auf  die  Punkte  X^,  F^;  6f^,  E^,  E^  sich 
(rr,  ge)  =»  —  (x,  ge)  ergibt,  so  ist  nach  (9)  und  (7) 

(10)  u:v^--tg{xg). 

u :  V  hat  also  nach  (9)  und  (10)  abgesehen  vom  Yorzeichen  für 
die  Gerade  g  in  der  Ebene  dieselbe  Bedeutung  wie  das  Koordinatenver- 
hältnis u:v  eines  Strahles  im  Büschel,  wenn  0-  und  oo- Strahl  des 
dortigen  Koordinatensystems  bezw.  mit  x-  und  y-Achse  hier  identifiziert 
werden  (s.  Art.  45  (18),  (18  a)).  Setzt  man  also  die  Gleichung  einer 
Geraden  ux  +  vy  +  8  ^'Oy  bei  der  t?  +  0,  in  die  Form 

(11)  y^'ax  +  b, 
60  ist 

(12)  a^—  u:v  ^  tg  (xg). 

a  heißt  deshalb  der  Richtungskoeffizient  der  Geraden. 

Sind  femer  ^,  g^y  g^  beliebige  eigentliche  Gerade  bezw.  mit  den 
Koordinaten  tt,t;,5;  «1,^1, äj;  «*8,t;,,Sj,  also  u,  v,  0;  «1,^1,  0;  ti^,t7„0 
ihre  Parallelen  durch  den  Nullpunkt  0,  so  können  wir  unter  Beach- 
tung von  (10)  aus  der  Geometrie  im  Büschel  (Art.  47  (33)  und  (31)) 
direkt  die  Formeln  entnehmen 

(13)  t8(^t^.)  =  ^ä-+-S^ 

wodurch  tgi^g^g^  nun  wieder  auch  für  imaginäres  g^  definiert  wird, 
und 

(U)       {9, 9.9,)  -  ^(99.)  :  ^(99,)  -  g^^^S^T^i ' 
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Ferner  entnehmen  wir  aus  Art.  45  (15),  daß  zwei  Gerade  g^,  g^ 
dann  und  nur  dann  orthogonal  sind^  wenn 

(15)  ttit«,+ t?it?2=»0. 

Da  nun  u^v  zugleich  homogene  Punktkoordinaten  auf  der  uneigent- 
lichen Geraden  g^  sind,  so  sind  also  zwei  orthogonale  uneigentliche 
Punkte  nach  (15)  konjugiert  in  bezug  auf  das  Punktepaar 

(16)  «Hv*=0. 

Dies  ist  daher  die  Gleichung  des  absoluten  Punktepaares  J^J^ 
in  Linienkoordinaten;  da  ja  zwei  orthogonale  uneigentliche  Punkte 
in  bezug  auf  dieses  konjugiert  sind  (s.  Art.  51). 

Erinnert  man  sich  daran,  daß  Xy  y  und  u,  v  kontragrediente 
Koordinaten  der  Punkte  von  g^  sind  (s.  Art.  55  am  Schluß),  so 
sieht  man,  daß  das  absolute  Punktepaar  J^,  J,  auch  durch  das  System 
der  Gleichungen 

(17)  a;>+y»  =  0,    ^-0 

dargestellt  werden  kann,  deren  erste  die  Gleichung  des  absoluten  Ge- 
radenpaares durch  0,  deren  zweite  die  Gleichung  der  uneigentlichen 
Geraden  ist.  Die  Punktkoordinaten  des  absoluten  Punktepaares  sind  also 

(18)  ^:y  =  ±i,     <-0, 

d.  h.  in  der  Tat  die  einfachsten  Werte,  die  ein  aggregiert  imaginäres 
uneigentliches  Punktepaar  haben  kann.  Aus  Art.  45  folgt  noch,  daß 
nur  bei  gleichseitigen  orthogonalen  Koordinaten  die  Gleichung  des 
absoluten  Paares  und  die  Bedingung  der  Orthogonalität  die  einfachsten 
Formen  (16)  und  (15)  annehmen. 

Bezeichnet  man  mit  J^  den  dem  oberen,  mit  J%  den  dem  un- 
teren Zeichen  in  (18)  entsprechenden  Punkt,  so  ergibt  sich  durch 
einfeche  Rechnung  nach  der  allgemeinen  Formel  (31)  (Art.  59)  für 
ii^end  zwei  eigentliche  OcervAe  g^{u^,  Vj,  s^  und  g^iyf'^f  v,,  5,)  als  Aus- 
druck der  in  Art.  97  (1)  eingeführten  ZaJil 

Wenn  man  berücksichtigt,  daß  u :  v  nach  (10)  hier  den  entgegen- 
gesetzten Wert  hat  wie  in  Art.  47,  so  sieht  man,  daß  die  Verteilung 
der  Namen  /j,  J^  auf  die  beiden  absoluten  Punkte  genau  derjenigen 
der  Namen  i\,i,  auf  die  beiden  absoluten  Strahlen  des  Büschels  in 
der  Übungsaufgabe  des  Art.  47  und  Formel  (19)  genau  der  dort  auf- 
gestellten Formel  entspricht.    Wie  dort  können  wir  also  auch  hier  in 
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der  Ebene  dem  Winkel  zweier  Geraden  g^g^  die  unbenannte  Zahl 

Yi^og(g,g^J,j;) 

zuordnen  und  diese  als  Größe  des  Winkels  erklären. 

Ist  g(uy  Vy  s)  eine  beliebige  eigent- 
liehe  Gerade  (Fig.  69)^  n  eine  Senk- 
rechte oder  Normale  zu  g,  z.  B. 
durch  0  mit  den  Koordinaten 
ü,  V,  0,  so  ist  nach  (15) 

(20)  uu  +  vv^O 
und  nach  (10) 

(21)  tg(a:n)  =— i*  :0, 

also  ist  nach  (20)  und  (21)    für 
eine  beliebige  eigentliche  Ge- 
rade g(u,v,s)  mit  der  Normalen  n 


Fig.  69. 


(22) 


tg(xn)  '^  V  :  u. 


99.  [TrauBformatioii  afftnar  Koordinaten  in  &qniforme 
und  ftquiformer  in  ebansolohe.]  Um  von  beliebigen  projektiven 
Koordinaten  zu  äquiformen  zu  gelangen^  genügt  es^  da  wir  den  Über- 
gang Ton  projektiven  zu  allgemeinen  Hesseschen  Koordinaten  nach 
Art.  87  schon  beherrschen,  von  beliebigen  Hess  eschen  x^^,  x^,  t  zu 
gleichseitigen  orthogonalen  x,y,t  überzugehen.  Dabei  soll  der 
Nullpunkt  beibehalten  werden. 

Sind  a:i :  a:^  =  a  ±  &i,  ^  =  0  die  Koordinaten  des  absoluten  Punkte- 
paares im  System  x^,  x^y  i,  während  sie  im  äquiformen  System 
:c:y  =  ±i,  ^==0  sind,  so  lauten  die  Transformationsgleichungen  für 
die  Gartesischen  Punktkoordinaten  einfach 


(23) 


X  ^=^  x^  —  ax^ 


Nach  Art.  45  (23)  können  wir  aber  x^ :  x^  für  das  absolute  Punkte- 
paar wirklich  angeben.  Um  die  dortige  B^ormel  hier  zu  verwenden, 
brauchen  wir  (s.  Art.  86  Fig.  54)  nur  die  Bestimmungselemente  a,  6,  e 
des  Büschelkoordinatensystems  dort  mit  der  a;^ -Achse  (oder  n^),  der 
rTj- Achse  (oder  Wj),  der  Geraden  e  (=  e^  hier  und  die  Gerade  u  dort 
mit  p^  hiör  zu  identifizieren.  Da  aber  dort  (s.  Art.  42  (1))  u^ :  u^ 
=  {ueah)  tind  hier  (s.  Art.  86  (11)  oder  Art.  55  (11))  x^xx^'^  (Ps^^^H) 
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war,  so  braucht  in  Formel  (23)  Art.  45  nur  noch  u^ :  «^  durch  x^ :  x^ 
ersetzt  zu  werden.     So  erhalten  wir  die  Gleichung 

(24)  [l-(w^,cn,)]a;,*+2(wi,ew8)a:iX5-L(^,»in,)  +  (wi,€n8)]V=-0,0 

deren  Auflösung  nach  x^ix^  die  oben  mit  a  +  bi  bezeichneten  Koor- 
dinaten des  absoluten  Punktepaares  in  dem  beliebigen  Hess  eschen 
System  x^,  x^^  t  gibt. 

Hieran  knüpfen  sich  völlig  analoge  Bemerkungen  wie  an  Formel 
(23)  in  Art.  45. 

Um  Ton  gleichseitigen  orthogonalen  Hesseschen  Koordi- 
naten X,  y,  t  zu  ebensolchen  x',  y\  t'  überzugehen,  muß  den 
Transformationsgleichungen  (21)  in  Art.  87,  (in  denen  «sa«  1  gesetzt 
werden  kann),  nur  die  Bedingung  hinzugefügt  werden,  daß  das  absolute 
Paar  erhalten  bleibt,  d.h.  daß  für  <  =  ^'-0,  x^+ y'^  Cix^+y'") 
wird.    Dies  liefert  wie  in  Art.  46  (s.  auch  Art.  47)  die  Bedingung,  daß 


«11   ^n  ] 
«21    «mI 


eine  orthogonale  Substitution   ist.     Also  lauten  die  Transforma- 
tionsgleichungen 

QX  =  a^^x'  +  a^^y'  +  a^^f 

gy  =  a^^x'  +  a^y  +  «28^' 

9t-  r. 


(25) 

oder  nicht  homogen 


mit  den  Bedingungen 

(26)  Oji*  +  «21*  -  «18*  +  «isS      «11  «11  +  «,1  «2, «  0. 

Je  nachdem  die  Transformation  gleichsinnig  oder  ungleich- 
sinnig ist,  ist  nach  Art.  87  die  Determinante  {cc^cc^)>0  oder 
<  0,  d.  L  in  der  Gleichung  (s.  Art.  46  (26)) 

(27)  \cc,,\^  (a,a,)  ^  ±  {a,,'+  a,,')  »  ±  («,,>+  O 

(»*=1,8) 

gelten  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen. 


1)  Drückt  man  die  RYe  nach  (14)  durch  Tangenswerte  aus,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  Form  an: 

(24a)        [l-ig{n,n):t^(n,e)]x,*--2x,x,  +  [t^tg{n,n^):tg{en,)]x,*^0. 
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Die  Oleichungen  (25)  ^  (26)  sind  zugleich  wieder  der  analytische 
Ausdruck  einer  beliebigen  äquiformen  Transformation  eines 
ebenen  Feldes  E  mit  dem  orthogonalen  gleichseitigen  System  x^fffi  in 
ein  ebenes  Feld  E'  mit  dem  orthogonalen  gleichseitigen  System 
^'7  y'f  ^^  ^  nicht  nur  die  uneigentlichen  Geraden^  sondern  auch  die 
absoluten  Punktepaare  beider  Felder  einander  entsprechen.  Durch 
das  Vorzeichen  der  Determinante  (27)  wird  jedem  der  Punkte  J^,  J^ 
ein  bestimmter  der  Punkte  J.^y  J^  zugeordnet,  d.  h.  die  Zuordnung 
der  einander  entsprechenden  ümlaufssinne  in  E  und  E'  fest- 
gelegt.   Daher  können  wir  nun  auch  sagen: 

Eine  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden  in  der 
Ebene^  die  in  irgend  welchen  gleichseitigen  orthogonalen 
Hesseschen  Koordinaten  ausdrückbar  ist,  ist  dann  und  nur 
dann  äquiform,  wenn  ihr  analytischer  Ausdruck  bei  allen 
linearen  Transformationen  (25),  (26)  erhalten  bleibt. 

Die  Gleichungen  (25),  (26)  gestatten  daher  wieder  den  analytischen 
Beweis,  daß  die  äquiformen  Transformationen  eine  Gruppe  bilden 
(Übungsaufgabe!).  Sie  zeigen  weiter,  da  zwischen  den  sechs  reellen 
a^j^  in  (25)  noch  zwei  Bedingungen  (26)  bestehen,  daß  die  Anzahl 
aller  äquiformen  Transformationen  zwischen  zwei  ebenen  Feldern  bei 
gegebenen  Trägem  mit  00*  bezeichnet  werden  muß.  Dies  geht  auch 
daraus  herror,  daß  von  den  bei  der  projektiven  Zuordnung  zweier 
Felder  frei  verfagbaren  vier  Punktepaaren  hier  zwei  durch  die  gegen- 
seitige Zuordnung  der  absoluten  Punktepaare  verbraucht  sind. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige  analytisch,  daß  das  RV 
(flf,  gfi  g^  eine  absolute  Invariante  der  äquiformen  Ghruppe  ist,  und  daß 
^g(fl'ift)  ^^^  {5^1  ^2}  ^®i  ®^®^  äquiformen  Transformation  absolut  un- 
geändert  bleiben,  wenn  (aiöfj)>0  ist,  ^{gx9^  i°  ^®^  entgegen- 
gesetzten, [g^g^]  in  den  reziproken  Wert  übergehi^  wenn  («iffj)<0  ist. 

2.  Man  folgere  aus  (24),  daß  die  Koordinaten  der  absoluten 
Punkte  in  einem  Hesseschen  System  rein  imaginär  sind,  sobald  das- 
selbe orthogonal  ist,  »±i  aber  erst  dann  werden,  wenn  das  System 
auch  gleichseitig  isi 

100.  [Dar  Kreis  als  Blohknrva  das  Koordinatensystams 
und  aasohliaBanda  Anfgaban.]  Die  Eichkurve  des  Koordinaten- 
systems hat  nach  Art.  89  (43)  die  Gleichung 

(28)  :r«+y«=l. 

Gehört  ihr  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  a;  =»  a,  y  «=  6  an,  so  gilt 
das  Gleiche  vom  Punkt  a;  =  6,  y  =  a.  Die  beiden  Punkte  a\h  und 
h\a  liegen  aber,    da   auf  der  x-  und  y- Achse   jetzt   mit   derselben 
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Fig.  70. 


Längeneinheit  OE^^  OE^  gemessen  wird,  symmetrisch  zu  der 
Mittellinie  e  der  Koordinatenachsen ,  was  sich  mittels  einfacher 
Kongruenzen  ergibt  (s.  Fig.  70),  d.  h.: 

Die  Eichkurye  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  e. 
Dies  gilt  auch  schon,  wenn  0E^-=^  OE^,  ohne  daß  x-  und y- Achse 
orthogonal  sind.  In  unserem  Falle 
können  wir  aber  noch  mehr  aussagen. 
Transformiert  man  das  Koordinaten- 
system x^y  in  ein  anderes  gleichseiti- 
ges orthogonales  x',  \f  mit  demselben 
Nullpunkt,  sodaß  in  (25)  a^,  »»  c^s  »  0, 
und  der  weiteren  Bedingung,  daß 

(29)  «xi*+a,,»-«i,»+a„»-l, 
d.  L  nach  (27) 

(30)  («.«.) -±1, 
SO  ist 

(31)  a:»+y«-a;'»+y^ 

die  in  Art.  99  mit  G  bezeichnete  Konstante  also  speziell  »1.  Da 
nun  Xj  y  und  oi^  y  die  Koordinaten  desselben  Punktes  in  den  beiden 
Koordinatensystemen  sind,  so  folgt  aus  (31)  und  (28),  daß  jeder  Punkt, 
der  auf  der  Eichkurye  des  einen  Systems  liegt,  zugleich  auch  auf  der 
des  andern  liegt;  d.  h.:  Bei  der  speziellen  Koordinatentransfor- 
mation  (25),  wo  «18"^*%=^^  ^^^  ^^®  Bedingung  (29)  oder  (30) 
erfüllt  ist,  bleibt  die  Eichkurye  ungeändert 

Da  man  durch  geeignete  Wahl  yon  a^%\o^^  jede  Gerade  zur  o:'- Achse, 
also  auch  jede  Gerade  zur  Mittellinie  e'  des  neuen  Systems  machen 
kann,  so  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Sätzen: 

Die  Eichkurye  des  gleichseitigen  orthogonalen  Koordi- 
natensystems ist  symmetrisch  in  bezug  auf  jede  Gerade  durch 
den  Nullpunkt,  also  auch  in  bezug  auf  den  Nullpunkt  selbst. 

Jeder  ihrer  reellen  Punkte  hat  also  die  gleiche  Entfernung  yom 
Nullpunkt.  Eine  solche  Kurye  nennt  man  einen  Kreis.  Die  Eich- 
kurye ist  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0,  der  durch  E^  und 
E^  hindurchgeht  (Fig.  71). 

Bezeichnen  wir  den  Radius  des  Kreises,  d.  h.  eine  absolute 
Strecke,  die  der  durch  den  Mittelpunkt  und  einer  beliebigen  Kreis- 
punkt begrenzten  Strecke  kongruent  ist,  mit  £,  so  ist  also  c  nach 
Art.  89  die  bei  unserm  Koordinatensystem  für  jede  Richtung  in 
der  Ebene  zu  yerwendende  Einheitsstrecke.  Formel  (44)  in 
Art.  89  für  die  von  irgend  zwei  Punkten  P^,  P,  mit  den  Koor- 
dinaten ^x\y\j  ^IVs  begrenzte  absolute  Strecke  geht  also  jetzt 
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in  die  einfachere  über: 


(32) 


(-',^')  =  (^i-*,)*  +  (yi-y,)» 


1 

y 

_^0,  WS 

p 

——Jxiy 

r 

M 

^  k 

X   * 

Hiemach  können  wir  in  der  äquiformen  Geometrie  auch  Strecken 
verschiedener    Richtung,     absolut    genommen^    miteinander 

vergleichen^  während  das  in  der 
affinen  Geometrie  nur  von  paral- 
lelen Strecken,  aber  mit  Einschluß 
ihres  Richtungssinnes,  galt. 

Nimmt  man  in  (32)  speziell 
Pi  =  0,  P,  =  P  mit  den  Koordinaten 
X I  y  und  setzt  jetzt  das  absolut  ge- 
nommene Streckenverhältnis  des 
„Radius  vektor  O'P  von  P"  zu  a 

(33)  |OP:f|=r 
(während  r  früher    bei  Formel  (8) 
als  Name  für  dieGeradeOP  diente), 

pjg  71  so  ergibt  sich 

(34)  r«-x«+yl 

Nimmt  man  in  (32)  für  P^,  P,  die  Punkte  0'  und  E^  eines  neuen 
gleichseitigen  orthogonalen  Systems  x'y  y\  so  zeigt  sich  aus  den  Trans- 
formationsformeln (25),  (26)  daß 

«11*  +  «81*  =  «12*  +  «2S*  =  («' :  «)*7 
also  gleich  dem  Quadrat  des  Verhältnisses  der  Einheitsstrecken  der 
beiden  Systeme  ist.  Ist  also  «ii*+  «21*  =  «12*+  «22****  1;  ^^  ^"^^  ^^® 
Einheitsstrecken  beider  Systeme  gleich.  Ist  außerdem  noch 
«12  ^  «21  ^  ^;  ^-  ^'  ^^^^  ^^'  ^^  ^^  ^^  Achsenkreuz  dem  neuen 
parallel,  sollen  ferner  die  alten  und  neuen  Achsen  denselben 
positiven  Richtungssinn  haben,  d.  h.  die  Strecken  OE^  und  O'E^^ 
ebenso  OE^  und  O'Ey.  gleichgerichtet  sein,  so  muß  nach  Art  89  (40) 
«11  "^  «22  "^  +  ^  gewählt  werden.    Man  erhält  also 


(25a) 


als  Formeln  für  die  Koordinatentransformation  durch  Parallel- 
verschiebung des  Achsenkreuzes  (vgl.  S.  206). 

Nimmt  man  in  (32)  für  P^  irgend  einen  festen  Punkt  mit  den 
Koordinaten  a|&,  für  das  Streckenverhältnis  IP^P^I:«  einen  festen 
positiven  Wert  (»,  für  Pj  aber  einen  variablen  Punkt  P  mit  den 
Koordinaten  x\yy  so  wird  die  Gleichung  nach  ihrer  Bedeutung  er- 
füllt für  die  Koordinaten  aller  und  nur   der  Punkte   auf  dem  Kreis 
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mit  dem  Mittelpunkt  a\h,  dessen  Radius  zur  Einheitsstrecke  s  das 
Veirhältnis  q  hat;  d.  h. 

(35)  (rc~a)«+(y~  6)^=9» 

ist  die  Gleichung  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  a\b  und 
^^dem  Radius  q^^  (das  letztere  ist  eine  abkürzende  Ausdrucksweise 
für  „einem  Radius,  dessen  Verhältnis  zur  Einheitsstrecke  s  gleich  q  isf'). 
Setzt  man  in  (34)  für  die  Zahlen  r,  a?,  y  ihre  geometrische  Be- 
deutung ein  und  berücksichtigt  dabei,  daß  |  0P^\  =  ]P^P|,   so  folgt 

(36)  {OP :  ey  ^{OP,:  b)'  +  (P,P :  £)«. 

Da  aber  jedes  rechtwinklige  Dreieck  mit  dem  Dreieck  OP^P  eines 
geeignet  gewählten  orthogonalen  gleichseitigen  Koordinatensystems 
(mit  beliebiger  Einheitsstrecke)  identifiziert  werden  kann,  so  ist  durch 
Formel  (36)  der  Satz  des  Pythagoras  bewiesen: 

In  jedem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  das  Quadrat  der 
Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
Katheten  (genauer:  Die  Quadrate  der  Verhältnisse  der  Seiten  zu 
einer  beliebigen  Einheits-  oder  Maßstrecke  s  stehen  in  dieser  Be- 
ziehung). 

Endlich  könnnen  wir  nun  auch  der  Gleichung  für  das  PV  (siehe 
Art.  92  (54))  eine  neue  Form  geben,  da  das  Einheitsdreieck  OE^E^ 
jetzt  ein  gleichschenklig-rechtwinkliges  mit  der  Kathete  b  ist.  Es  hat 
also  den  halben  Flächeninhalt  des  Quadrates  mit  der  Seite  b.  Wählen 
wir  dieses  allein  durch  die  Längeneinheit  bestimmte  Quadrat  jetzt 
als  Flächeneinheit,  als  Einheitsquadrat,  und  bezeichnen  es  mit 
£*,  so  wird  die  für  die  drei  Punkte  P^,  Pj,  P,  gebildete  Formel  (54) 
(Art.  92) 

(37)  P,P,P,:b^^\ 


x^ 

Vi 

1 

Xt 

Vi 

1 

a;. 

Vt 

1 

(Häufig  wird  in  dieser  Formel  b^  einfach  weggelassen.  Dies  ist  aber 
ungenau,  wenn  man  nicht  unter  der  Bezeichnung  P^P^Pj  schon  das 
Verhältnis  des  Flächeninhaltes  dieses  Dreiecks  zum  Einheitsqua- 
drat versteht.) 

Übungsaufgaben:  1.  Welcher  Bedingung  müssen  Xjy  genügen, 
damit  der  Punkt  x  \  y  von  den  Punkten  2  { 3  und  4 1 5  gleichweit  ent- 
fernt ist? 

2.  Welcher  Punkt  ist  von  den  Punkten  2|4;  4|5;  6|1  gleich 
weit  entfernt?  Wie  groß  ist  sein  Abstand  von  diesen  Punkten? 
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3.  Man  stelle  die  Grleichung  einer  Geraden  g  auf,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  x^  \  y^  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Geraden  u^jV^^s^ 
gelegt  ist. 

4.  Man  beweise,  daß  die  drei  Mittelsenkrechten  eines  eigentlichen 
reellen  Dreiecks  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  ebenso  die  drei  Höhen. 

101.  [Siniui  und  KoBlnns.]  a)  Definition  von  Sinus  und  Kosinus. 
—  Sind   a,  b  (s.  Fig.  72)  irgend   zwei  eigentliche  reelle  Gerade   mit 

eigentlichem  Schnittpunkt  S,  so 
zerfällt  jede  der  beiden  in  der 
affinen,  also  auch  in  der  äqui- 
formen  Geometrie  durch  S  in  zwei 
Halbstrahlen.  Durch  Ä  auf  a 
und  B  auf  b  sei  je  ein  bestimmter 
Halbstrahl  a'y  bezw.  b'  fixiert. 
Die  Geraden  a,  b,  auf  denen  durch 
die  Strecken  SAf  SBy  bezw.  durch 
die  Halbstrahlen  a',  V  je  ein  be- 
stimmter Richtungssinn  als  posi- 
tiv ausgezeichnet  ist,  nennen  wir 
auch  Speere^)  und  bezeichnen 
diese  ebenfalls  mit  a ,  V.  Den  positiven  Richtungssinn  der  Speere 
a',  b\  bezw.  die  Halbstrahlen  a  und  V  machen  wir  durch  Pfeilspitzen 
auch  in  der  Zeichnung  kenntlich.  Die  Koordinatenachsen  mit  dem 
durch  OE^,  bezw.  OE^  bestimmten  Richtungssinn  sind  z.  B.  solche 
Speere. 

Zwei  Gerade  a,  b  teilten  die  affine  Ebene  (s.  Art.  83)  in  vier 
Winkel.  Durch  das  Halbstrahlenpaar  a\  V  (und  g^  ist  ein  be- 
stimmter dieser  vier  Winkel  begrenzt;  dieser  heiße  der  Winkel  des 
Halbstrahlenpaares  «',  6' [^(«'6')]-  Ist  aj_6,  so  nennen  wir  den 
Winkel  des  Palbstrahlenpaares  a\  V  einen  rechten  Winkel;  sonst 
heißt  der  Winkel  spitz  oder  stumpf,  je  nachdem  er  zusammen 
mit  seinem  Scheitelwinkel  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  des  Ge- 
radenpaares a,  b  büdet  (s.  Art.  43). 

Ist  ein  bestimmter  Drehungssinn  in  der  Ebene  (etwa  durch  ein 
Koordinatensystem)  als  positiv  ausgezeichnet,  so  kann  auch  der 
Winkel  {a'V)  als  positiv  oder  negativ  bezeichnet  werden,  je 
nachdem  die  den  Winkel  überstreichende  Drehung  von  a'  in 
die  Lage  von  V  positiv  oder  negativ  ist.    Auch  tg(a&)  ist  dann 

Nun  definieren  wir  den  „Sinus'^ 


Fig.  72. 


eindeutig  definiert  (s.  Art«  98  (7)). 


1)  Yezgl.  Study,  Über  Nicht-EukUdische  und  Liniengeometrie,  Festschrift, 
GreifBwald  1900,  S.  78  und  Jahresber.  d.  D.  Math.-Yer.  XI  (1902)  S.  819. 
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und   den   ^^Eosinus'^    des   reellen   eigentlichen   Halbstrahlen- 
oder  Speerepaares  a,  V  durch  die  Gleichungen 


(38) 
(39) 
(40) 


8in(a  60 


■tg(o6) 


co8(a  5') 
sin«(a60  +  cos«(a60 


sin  (a  &')  =  ±  }/ 1  -  cos»  {aV)y 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gelten,  der  Sinus  also 
positiv  oder  negativ  sein  soll,  je  nachdem  <^  («'^O  positiv 
oder  negativ  ist.  Durch  (38)  und  (39)  sind  8in*(a'6')  und  cos*(a  &') 
eindeutig  definiert;  durch  (40)  ist  dann  8in(a'&')  selbst  eindeutig  de- 
finiert; durch  (38)  dann  auch  cos(a'6'),  außer  wenn  tg(a6)  =  sin(a'6') 
=  0,  also  co8*(a'6')  =  1  ist,  d.  h.  wenn  a  und  V  in  dieselbe  Gerade 
fallen.  In  diesem  Fall  soll  cos(a'&')  =  +  l  oder  =  —  1  sein, 
je  nachdem  a  und  V  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerich- 
tet sind. 

b)  Geometrische  Bedeutung  von 
Sintis  und  Kosinus,  —  Wir  denken 
uns  nun  S  als  Nullpunkt,  den  Speer  a 
als  +  a;-Achse,  die  +  y-Achse  aber 
so  gerichtet,  daß  das  Koordinaten- 
system denselben  positiven  Dre- 
hungssinn hat,  der  auch  bei  der 
Definition  von  tg  (a  b)  benutzt  wurde, 
und  bezeichnen  den  Speer  V  jetzt  mit  g  (s.  Fig.  73).  Ist  P  ein  be- 
liebiger Punkt  mit  den  Koordinaten  x\if  auf  dem  positiven  Halb- 
strahl g,  so  ist  nach  (8) 

y:x^tg(xg)] 


Fig.  7«. 


also  nach  (38),  (39),  (40) 


(41) 


sin  (xg) 
cos  (xg) 


y 


X  X 


stets  mit  Einschluß  des  Vorzeichens  richtig,  wenn  wir  mit  r=  |  0P| :« 
wieder  das  Streckenverhältnis  des  absolut  genommenen  Radius  Vektor 
OP  von  P  zu  £  bezeichnen.  In  den  Formeln  (41)  haben  wir 
die  geometrische  Erklärung  von  Sinus  und  Kosinus.  Wir 
lesen   aus    der   Formel   fiir   cos  (xg)   ab,   daß    der   Kosinus    eines 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Oeometrie,  I.  16 
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Halbstrahlenpaares  >0,  «0,  <0  ist,  je  nachdem  der  Winkel 
des  Halbstrahlenpaares  ein  spitzer,  rechter  oder  stumpfer  ist. 
Aus  den  Gleichungen  (41)  folgt  noch:  Weim  ein  fester  Punkt  als 
„Pol",  z.  B.  0,  ein  von  ihm  ausgehender  fester  Halbstrahl  als  „Polar- 
achse", z.  B.  die  +  rr-Achse,  eine  Einheitsstrecke,  z.  B.  £,  und 
ein  positiver  Drehungssinn  in  der  Ebene,  z.B.  der  des  ary-Eo- 
ordinatensystems  gegeben  ist,  so  ist  die  Lage  jedes  Punktes  P  der 
Ebene  durch  die  Größe  r  seines  Radius  Vektor  OP  und  durch  die  Lage 
von  OP  gegen  die  +^' Achse,  d.h.  durch  die  drei  Zahlen 

(42)  r,    sin(Ä;r),    cos(a;r), 

(wobei  nach  (39) 

sin*  (irr)  +  cos*(a;r)  =»  1 

ist)  festgelegt.  Die  Zahlen  (42)  heißen  die  Polarkoordinaten  des 
Punktes  P})  Ihr  Zusammenhang  mit  den  Koordinaten  rr,  y  ist  durch 
(41)  gegeben,  wo  wir  links  g  durch  r  ersetzen  können. 

c)  Sintis  und  Kosinus  eines  beliebigen  HcdbstraMenpaares  in  Linien^ 
Jcoordinaten  ausgedrückt  —  Sind  nun  g^  und  g^  zwei  beliebige  Speere, 
deren  Gerade  die  Koordinaten  Uj^^v^,  s^  und  u^y  v^^  s^  haben,  so  denken 
wir  sie  uns  durch  zwei  ihnen  parallele  mit  gleichem  ßichtungssinn 
behaftete  Speere  durch  0  ersetzt,  die  wir  wieder  einfach  mit  g^,  g^ 
bezeichnen  und  deren  Gerade  die  Koordinaten  u^,  v^,  0]  u^,  f^^,  Ö 
haben.     Nach  (13)  ist 

©  \ifl  ifSJ         ^1  «1  +  t'i  V,  ' 

also  nach  (38),  (39),  (40) 

(uv) (uv) 


(43) 


±V(uvr+(u,u,  +  v,v,y      ±V{u,'+v,^{u,'+v,^' 


wo  die  Quadratwurzel  mit  dem  Vorzeichen  von  (uv)  oder 
von  —  (uv)  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  der  Halbstrahlen- 
Winkel  ^(gig^)  positiv  oder  negativ  ist,  bezw.,  wenn  die  Ge- 
raden g^y  g^  parallel  sind,  je  nachdem  die  Halbstrahlen  g^  und  g^ 
gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Bei  den  Formeln  (43)  muß  eine  solche  Zeichenzweideutigkeit  noch 
bestehen,  weil  durch  die  Koordinaten  u^fV^,  bezw.  u^,v^  nur  die  Ge- 


1)  Gewöhnlich  werden  der  Radius  Vektor  r  und  die  „Amplitude**  (osr) 
als  Polarkoordinaten  eines  Punktes  bezeichnet.  Diese  Definition  setzt  aber 
—  im  Gegensatz  zu  der  obigen  —  voraus,  daß  die  GrOße  des  Winkels  (xr) 
durch  eine  Zahl  gegeben  ist. 
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raden  gi,  g^,  nicht  die  Halbstrahlen  oder  Speere  g^fg^  eindeutig 
bestimmt  sind. 


Aus  (43)  folgt  in  Verbindung  mit  (19) 


(19a) 


{9i92]  =  (ßi9iJM  -  [^^(9iffi)  +  i^^(9i9i)?' 


Da  hierin  links  gi,  g^  die  Geraden^  rechts  g^^g^  aber  Halbstrahlen 
von  diesen  sind  und  dennoch  keine  Zeichenzweideutigkeit  in  der 
Formel  auftritt^  so  muß  es  gleichgültig  seiu^  welcher  Halbstrahl 
von  g^  und  welcher  von  g^  rechts  ge- 
nommen wird.  Dies  geht  in  der  Tat  aus 
denDefinition8gleichungen(38),  (39),  (40) 
leicht  hervor. 

d)  Sinus  und  Kosinus  eines  Stfrecken- 
paares  in  Punktkoardinaten  ausgedrückt. 
—  Die  Zweideutigkeit  im  Ausdruck  von 
Sinus  und  Kosinus  (s.  Formel  (43))  fällt 
fort,  wenn  die  beiden  Halbstrahlen  gi,g2 
durch  zwei  von  demselben  Punkt  aus- 
gehende Strecken  P^P,,  P^P^  (s.  Fig.  74) 
und  die  Punkte  Po,  Pj,  P^  durch  ihre 
Cartesischen  Koordinaten   gegeben  sind.  pj^  74 

Ist  Po  zunächst  der  Anfangspunkt  0  des 

Koordinatensystems,  Pi  =  a^i  i yu  P^^  x^\ Vt  nnd  sind   ti^,  v^;   «,,  v, 
die  Linienkoordinaten  von  OP^,  ÖPg,  so  ist 

(44)  «1  :v^ yi  :  x^,     m,  :  vy y^ :  rc„ 

also  nach  (13)  und  (44) 

tg((/,(/,)^tg(OP„OP,) 


Nun  ist  nach  Art.  88  (29)  x^y^  —  x^y^  =  (xy)  >0  oder  <0,  je  nach- 
dem OP^P^  positiven  oder  negativen  Umlaufssinn  darstellt,  und  nach 
(40)  ist  eben  dadurch  auch  das  Vorzeichen  von  sin  {g^g^  bestimmt. 
Also  gelten  mit  Einschluß  des  Vorzeichens  die  Formeln 


(45) 


sin  {g^g^)  =  sin  {OP^,  OP^)  « 
cos  (g^g^)  =  cos  (OP^,  OP^)  = 


(^y) 


+y(^i*+yi*)(^.'+y.') 


Gehen  die  beiden  Strecken  von  einem  beliebigen  Punkt  Po=rro|yQ 
aus,  so  kann  man  diesen  durch  eine  Parallelverschiebung  des  Achsen- 
kreuzes zum  neuen  Anfangspunkt  machen,  wobei  nach  Art.  100  (25a) 

16* 
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die  Transformationsformeln  lanten 

(46)  X'^x+Xq,    y-y'+yo- 

Man  braucht  also  in  (45)  nur  sc^j^jyiyVt  überall  bezw.  durch  x^  —  x^^ 

^2"~^o>  yi~yo;  Vt^Vh  ^^  ersetze^  und  erhält  so 


(47) 


+ Vä^i  -  xY+(yx  -  yo)')r~(^t  -  x,y  +  (y.  -  yo)') ' 
cos(S'ift)  =  cos(PoPi,  PoP,) 

^ (^1  -^^1^1  —  a?o)  +  (yi  —  yo)(y>  —  yo). 

+y((ir-"x.)M^  (yi  -  yo)*X(^t  -  ~x.y  +  (yt  ^yö)Ö " 

Im  Nenner  der  Formeln  (45)  steht  das  Produkt  der  absolut  ge- 
nommenen Streckenverhältnisse  |  OPj  :  c  |  •  {  OP, :  £  {.     Also  ist 

(48)  2.|0Pi:«|.|0P,:£|cos(0Pi,  OP^)  =^2x^x^  +  2y^y^. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  (32)^  (33)  und  (34) 

==|OPi:£|^+|OP,:a|^-|P,P,:«|«. 
Sind  also  P^y  P^,  P^  irgend  drei  eigentliche  reelle  Punkte  und  setzen  wir 

so  ist  nacli  (48) 

(49)  sÄ=  *i'  +  «,' -  2sis,  cos  (PoPi,  PoP,). 

Von  dieser  Formel  muß  häufig  Gebrauch  gemacht  werden,  wenn 
man  das  Koordinatensystem  durch  zwei  nicht  orthogonale  Achsen 
bestimmt,  auf  beiden  dieselbe  Einheitsstrecke  (0J?,=  OE^  wählt 
und  dann  die  Strecken  jeder  Richtung  durch  eben  diese  Einheits- 
strecke mißt.^) 

1)  Dieses  ,,gleich86itige  schiefe  Koordinatensystem**  benutzt  also 
als  Eichknrve  den  Kreis  mn  0,  der  durch  E^.  und  Ey  g^ht.  Spezialisiert  man 
aber  das  allgemeine  Parallelkoordinatensystem,  indem  man,  ohne  die  Achsen 
orthogonal  zu  wählen,  nur  OEL  »=  OEg,  nimmt  (s.  Art.  86,  89)',  so  bleibt  die 
Eichkurve,  wie  sich  später  unmittelbar  ergabt,  eine  Ellipse,  für  die  die  Einheits- 
strecken der  Koordinatenachsen  koigugierte  Halbmesser  von  gleicher  Länge  dar- 
stellen. Das  gleichseitige  schiefe  Koordinatensystem  mit  dem  Kreis  als  künstlich 
gewählter  Eichkurve  geht  also  nicht  durch  Spezialisierung  aus  dem  allgemeinen 
Parallelkoordinatensystem  mit  seiner  natürlichen  Eichkurve  hervor.  Folglich 
würden  nicht  alle  in  allgemeinen  Parallelkoordinaten  aufgestellten  Formeln  gültig 
bleiben,  wenn  wir  die  Koordinaten  als  solche  gleichseitige  schiefe  deuteten.  Wir 
verzichten  deshalb  auf  die  Benutzung  dieses  Koordinatensystems  völlig,  und  da- 
durch entsteht  kein  Nachteil.  Denn  die  Formeln  der  affinen  Geometaie  fallen 
teils  ebenso  einfach,  teils  einfacher  (Verhältnis  einer  Strecke  zu  der  ihr  parallelen 
Einheitsstrecke)  in  allgemeinen  Parallelkoordinaten  aus,  die  der  äquiformen 
Geometrie  einfacher  in  gleichseitigen  orthogonalen  Koordinaten. 
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e)  Belationen  für  Sinus  wnd  Kosinus.  —  Um  die  Formeln  (41) 
mit  den  Formeln  (45)  vergleichen  zu  können,  ersetzen  wir  in  ihnen 
die  +  ^- Achse  durch  einen  heliehigen  mit  g  bezeichneten  Speer  (da 
man  ja  jeden  solchen  als  +^- Achse  wählen  kann);  g  in  (41)  aber 
durch  g^j  bezw.  g^,    Daun  folgt  aus  (41)  und  (45) 


(50) 


^os(ß^g^)  =•  cos(5f^i)cos(gr^,)  +  sin  (ffg^)  sin (jgg^) 
Hieraus  folgt  weiter  durch  Yertauschung  von  g^  und  g^: 


(51) 


fiosig^g^)^  GOB  (g^g^). 


(50)  und  (51)  stellen  zusammen  mit  der  bei  der  Definition  benutzten 
Formel  (39)  die  Hauptrelationen  für  Sinus  und  Kosinus  dar. 
Da  nach  (41)  cos  (xy)  —  0,  sin  (xy)  =«  1  (wo  in  diesen  Formeln 
Xf  y  die  Koordinatenachsen  mit  ihrem  positiven  Bichtungssinn 
bedeuten);  so  folgt  aus  (50)  noch  fär  die  Sinus  und  Kosinus,  die 
durch  die  Achsen  und  einen  beliebigen  Speer  g  erzeugt  werden: 


(52) 


[sin(y5r) QOB(xg) 

[ooB(ifg)^8m{xg), 

coB(xg)  und  cob (yg)  nennt  man  auch  die  Richtungskosinus  des 
Speeres  g.    Aus  (50)  und  (52)  ergibt  sich 

süi  (gig^)  =  cos  (xg^)  cos  (yg^)  —  cos  (xg^)  cos  (yg^) 
cos  (ß^g^)  =  cos  (xg^)  cos  (xg^)  +  cos  (yg^)  cos  (yg^) .  . 

f )  Benutzung  von  Sinus  und  Kosinus  bei  der  Koordinatentrans- 
formation.  —  In  den  Transformationsformeln 

x^aij^x+  a^^y 

y 


(50a) 


(53) 


t) 


y^f^^x^a^y 

«u+«li  =««+«« 

der  gleichseitigen  orthogo- 
nalen Koordinaten  bei  fest- 
bleibendem Anfangspunkt 
(s.  (25),  (26))  ist  nach  einer  in 
Art.  100  aus  (32)  gezogenen 
Folgerung  «Ä+ai-ai+aÄ 
-=  («':£)',  wo  £,  h  die  Ein- 
heitsstrecken beider  Systeme  sind  (s.  Fig.  75);  femer  sind  a^i,  Oji  die 
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ungeBtrichenen  Koordinaten  von  JB^,  a^,  o,,  die  Ton  E^.     Also   ist 
nach  (41)  und  (52) 

und  die  Transformationsformeln  lauten: 

A-  rc  =  rr'  cos  (xx')  +  y  cos  (xy), 
-,-  y  —  x'  cos (yx)  +  y'  cos (yy') . 


(54) 


Da  nun  eine  beliebige  Transformation  eines  Cartesischen  Systems 

in  ein  ebensolches  durch  die 
Aufeinanderfolge  zweier 
Transformationen  gebildet 
werden  kann,  deren  erste  durch 
Parallelverschiebung  des 
Achsenkreuzes  entsteh t(s.(25a)), 
deren  zweite  den  Anfangs- 
punkt ungeändert  läßt,  so 
ergeben  sich  aus  (54)  und  (25  a) 
die  Formeln  der  allgemein- 
sten Transformation  eines 
orthogonalen  gleichseiti- 
gen Cartesischen  Systems 
in  ein  ebensolches  (siehe 
Fig.  76)  auch  in  der  Form 


Fig.  76. 


(55) 


x^^x  cos ixx)  +  --  y  cos (x y)  +  «i, , 
y  =  *  X  cos  {yaf)  +  y  y'  cos  (tty*)  +  «j, . 


SoU  insbesondere  die  bei  beiden  Koordinatensystemen  benutzte  Ein- 
heitsstrecke dieselbe,  d.  L  s  ^  e   sein,  so  lauten  also  die  Formeln  (55^ 


(55a) 


x^x  cos {xx*^  +  y  cos (jcy')  +  «u , 
y^x  cos  {yx')  +  \f  cos  {yy)  +  o,, . 


102.  [ProJektionasAtie.]  Der  Begriff  der  orthogonalen 
Projektion  gehört  der  äquiformen  Geometrie  und  zwar  speziell  der 
Orthogonalmetrik  an,  und  wir  können  die  Hauptformel  für  diese  Pro- 
jektion jetzt  mit  Hilfe  des  Kosinus  ableiten. 
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Es  seien  g  und  g  (Fig.  77)  zwei  reelle  eigentliche  Gerade  mit 
Richtungssinn  oder  zwei  Speere.  Ist  AB  eine  reelle  Strecke  auf 
gy  so  kommt  ihrem  Verhältnis  zur 

Einheitsstrecke  b  das  positive  oder  y^ff 

negative  Vorzeichen  zu,  je  nach-  ^  ^/^ 

dem  der  Richtungssinn  von  AB     

mit  dem  von  g  übereinstimmt  oder 
nicht.  Sind  nun  A\  B'  die  Puß- 
punkte  der  von  A,  B  auf  g'  ge- 
fällten Lote,  so  heißt  die  Strecke      ./^ 

A'B'  die  orthogonale  Projek-       y^      j>  Ji'  ^ 

tion  der  Strecke  AB  auf  /.  '  Fig.  77. 

Auch  AB'  hat  ein  bestimmtes 

Vorzeichen.    Wir  suchen  das  Verhältnis  der  Strecke  AB  auf  g  zu 

ihrer  Projektion  AB'  auf  g   zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  durch  A  einen  zu  g  parallelen  Speer  g'  gleichen 
Richtungssinnes^  gelegt  und  B  auch  auf  diesen  projiziert  als  B\  so 
ist  AB'  =  AB\  Wird  nun  g'  als  +0;- Achse,  A  als  Nullpunkt 
eines  gleichseitigen  orthogonalen  Cartesischen  Systems  gewählt,  so  ist 
AB'is  die  rc- Koordinate,  |  AB  |  :  s  der  Radius  Vektor  des  Punktes  B, 
also  nach  (41) 

(56)  AB' :  €  =  A'B' :  a  ^  (\AB\ :  €)cos(ß\  AB). 

Nun  ist  cos  {g\  AB)  =«  ±  cos  (g' g)  =  ±  cos  {g' g)y  je  nachdem 
AB'^0.    Also  kann  (56)  durch  die  Formel  ersetzt  werden 

(57)  AB':  AB -^  cos (g'g)y 

d.h.  das  Verhältnis  der  Projektionsstrecke  zu  der  zu  projizie- 
renden Strecke  ist  gleich  dem  Kosinus  des  Speerepaares,  auf 
dem  beide  ruhen. 

Liegt  eine  oder  jede  der  beiden  Strecken  AB,  AB'  nicht  auf 
einem  Speer,  so  bestimmt  sie  selbst  den  Richtungssinn  eines  solchen 
und  ist  daher  stets  positiv  zu  nehmen.  Li  Formel  (57)  ist  dann 
nur  g  durch  AB,  bezw.  g'  durch  AB'  zu  ersetzen  oder  beides  zu 
tun.  Li  der  Tat  ist  der  Winkel  des  durch  die  Strecken  AB  und  AB' 
bestimmten  Speerepaares  nie  stumpf  und  daher  cos(^B,  AB')  nie  <0. 

Eine  Aufeinanderfolge  von  Strecken  AB,  BC,  CD,",  EF,  bei 
der  der  Endpunkt  einer  jeden  mit  dem  Anfangspunkt  der  folgenden 
identisch  ist,  heiße  ein  Streckenzug,  die  Strecke  AF  vom  ersten  An- 
fangspunkt nach  dem  letzten  Endpimkt  die  Schließungsstrecke 
des  Streckenzuges.  Unter  der  Projektion  eines  Streckenzuges  auf 
einen  Speer  versteht  man  die  Summe  der  Projektionen  der  einzelnen 
Strecken  auf  den  Speer,  d.  h. 
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Da  aber  nach  Definition  (Art.  14)  A'B'+  B'C'^A'C,  A'C'+  CD' 
^  A'D'  U.8.W.,  80  ist  diese  Summe  ^ÄF\  Nach  Art.  14  (8)  ist  dann 
aber  auch  die  Summe  der  durch  Messung  von  A!B\  B'C'  u.  s.  w. 
durch  e  entstehenden  Zahlen  gleich  der  durch  Messung  von  ÄF' 
durch  £  entstehenden  Zahl;  d.  h.: 

Die  Summe  der  Verhältnisse  der  Projektionen  eines 
Streckenzuges  zur  Einheitsstrecke  ist  gleich  dem  Verhältnis 
der  Projektion  seiner  Schließungsstrecke  zur  Einheits- 
strecke. 

Oder:  Die  Summe  dir  Verhältnisse  der  Projektionen 
eines  geschlossenen  Streckenzuges  zur  Einheitsstrecke  ist 
gleich  NulLO 

Übungsaufgabe:  Man  leite  die  Transformationsformeln  eines 
gleichseitigen  orthogonalen  Gartesischen  Systems  in  ein  anderes  solches 
mit  gleichem  Anfangspunkt  ab,  indem  man  den  neuen  Eoordinaten- 
streckenzug  {OF^^F^F  oder  OF^,^  -Py'-P)  ^^^  ^i^  alte  x-  und  auf  die 
alte  y- Achse  projiziert. 

103.  [HesBeMhe  Normalform  der  Olelohang  einer  eigent- 
liohen  reellen  Geraden.]  Nunmehr  können  wir  auch  der  schon 
in  der  afßnen  Geometrie  aufgestellten  Normalform  der  Gleichung 
einer  eigentlichen  reellen  Geraden  g  (Art.  86  (17)) 


(58) 


W  V 


yi.«  -f  »•    ^  |/ä«  +  »•  *  ^  y«' + »« 


=.y  + 


0, 


wo  M*+  v^+  0,  das  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  aber  noch 
unbestimmt  war,'  eine  ortho- 
gonalmetrische Bedeutung  ab- 
gewinnen. 

Sei  n  (Fig.  78)  die  Normale 
zu  g  durch  0.  Geht  g  nicht 
durch  0,  ist  also  s  +  0,  so  wird 
durch  den  Schnittpunkt  F^gn 
der  Richtungssinn  OF  auf  n 
bestimmt  oder  die  Gerade  n  in 
einen  Speer  n  verwandelt    Da 

1)  Dieser  in  doppelter  Form  ausgesprochene  Satz  gilt  natürlich  nicht  nur 
für  orthogonale,  sondern  für  jede  Parallel-Projektion.  Er  gehOrt  also 
schon  der  affinen  Geometrie  an. 


Fig.  78. 
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ux  +  vy  +  s  ^  0 
vx~-uy         «0 

die  Gleichungen  von  g  und  n  sind,  so  sind 


249 


—  U8 


—  V8 


die  Gartesischen  Koordinaten  von  Fy  also  ist  nach  (34) 

(wenn  die  Quadratwurzel  mit  demselhen  Zeichen  wie  s  genommen 
wird)  der  Radius  Vektor  von  F  oder  die  absolute  Länge  des  von  0 
9!aS  g  gefällten  Lotes  (durch  b  gemessen).    Folglich  ist  nach  (41) 


(61)         cos  {xn) 


yu^~+v*' 


cos  {yrij  «  sin  {xn)  =- 


yü*  + 1;* 


Nimmt  man  also  in  (58)  die  Quadratwurzel  mit  dem  dem 
Vorzeichen  von  s  entgegengesetzten  Zeichen,  so  wird  die  Glei- 
chung von  g  nach  (60)  und  (61) 


(62) 


X  cos  {xn)  +  y  cos  {yn)  —  d  =  0. 


Diese  Form  der  Gleichung  einer  eigentlichen  reellen  Geraden 
heißt  ihre  Hessesche  Normalform  (Hesse,  a.  a.  0.  3.  Aufl.  S.  15). 
Die  Koeffizienten  von  x  und  y  sind  die  Richtungskosinus 
der  von  0  auf  g  geTällten  Normalen,  d  ist  der  absolut  ge- 
nommene Abstand  der  Geraden  g  von  0  (durch  b  gemessen). 

Die  Normalform  der  Glei- 
chung einer  Geraden  durch  0 
ist  nur  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmt,  da  für  eine 
solche  Gerade  s  =«  0  ist. 

Die  Richtungskosinus  von 
n  und  die  Zahl  d  können  wir 
auch  als  Koordinaten  von  g 
betrachten. 

Wir  fragen  noch  nach  der 
geometrischen  Bedeutung  der 
linken  Seite  von  (62),  wenn 
Xy  y  die  Koordinaten  eines  be- 
liebigen eigentlichen  Punktes  P  der  Ebene  sind.  Zu  dem  Ende 
fällen  wir  von  P  (Fig.  79)  das  Lot  PL  auf  g  und  rechnen  sein  Ver- 


Fig.  79. 
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hältuis  zu  Sy  das  mit  6  bezeichnet  werde,  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem das  Lot  gleichen  oder  entgegengesetzten  Richtungssinn  hat  wie 
das  Lot  d,  d.  h.  wir  schreiben  der  durch  P,  L  bestimmten  Geraden 
denselben  Richtungssinn  zu  wie  dem  Lot  d.  Die  drei  Strecken 
OP^j  P^P  (=  OP^)y  PL  liegen  also  auf  Speeren.  Demnach  ergibt 
die  Projektion  dieses  Streckenzuges  auf  den  Speer  OF  nach  den  beiden 
Projektionssatzen 

d  ^  xcoH  {xn)  +  y  cos {yn)  +  8 
oder 
(63)  tf  =  —  (a;  cos  {xn)  +  y  cos  (yn)  —  d), 

d.  h.  die  linke  Seite  der  für  x\y  gebildeten  Normalform  der 
Gleichung  von  g  gibt,  mit  dem  negativen  Vorzeichen  ver- 
sehen, das  Verhältnis  S  des  von  x  \  y  auf  g  gefällten  Lotes  zur 
Einheitsstrecke  b. 

Setzt  man  in  (63)  f&r  die  Richtungskosinus  und  d  wieder  die  Werte 
aus  (61)  und  (60)  ein,  so  folgt 

(64)  *=vV;-t^ 

wobei 


sgn  yü^  +  v^^  sgn  s 

ist.     Dies  besagt  nach  Art.  86  (16): 

Sind  Xy  y  und  li,  r,  s  zusammengehörige  gleichseitige 
orthogonale  Parallelkoordinaten  eines  eigentlichen  reellen 
Punktes  P  und  einer  eigentlichen  reellen  Geraden  ^,  so  ist 
das  (durchs  gemessene)  Lot  6  von  P  s,xx{  g  gleich  der  für 
u,v,s  gebildeten  linken  Seite  der  Gleichung  von  P  in  der 
Normalform  dividiert  durch  }/t«^-j-t?*,  wobei  die  Wurzel  mit 
dem  Vorzeichen  von  s  zu  nehmen  ist. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  gewinne  die  Hessesche  Normalform 
der  Gleichung  einer  Geraden  g,  indem  man  das  von  0  auf  g  gefällte 
Lot  zur  +  o:'- Achse  eines  neuen  Koordinatensystems  macht. 

2.  Eine  Gerade  g  sei  durch  (62),  also  durch  ihre  Gleichung  in 
der  Normalform  gegeben.  Der  FuJBpunkt  des  Lotes  von  Xq  \  y^  auf  g 
habe  die  Koordinaten  1 1 17;  diese  sollen  durch  Xq,  y^,  cos  (xn),  cos  (yn),  d 
ausgedrückt  werden. 

3.  Man  berechne  den  durch  s  gemessenen  Abstand  zweier  Paral- 
lelen ttj,  v^y  $1  und  u,,  Vj,  s^. 

4.  Man  berechne  das  durch  e  gemessene  Lot  vom  Punkte  5  { 5 
auf  die  Gerade  4,  —  3,  5. 
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104.  [Das  Lot-  od«r  SlniuiverhUtiils  In  barag  anf  ein 
Speerepaar.]  Sind  g^,  g^  irgend  zwei  eigentliche  reelle  Gerade 
ohne  Richtungssinn,  P  ein  beliebiger  eigentlicher  reeller  Punkt;  so 
ist  das  Verhältnis  d^ :  d,  der  Lote  von  P  auf  g^  und  g^  allein  durch 
die  Lage  von  g^y  g^y  P  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt,  wie 
wir  schon  früher  bemerkt  haben  (s.  Art.  41).  Existiert  in  der  Ebene  ein 
äquiformes  Koordinatensystem,  so  wird  zwar  mit  dessen  Hilfe  nach  vori- 
gem Artikel  das  Vorzeichen  von  d^  und  d,,  also  auch  das  von  S^iS^, 
im  allgemeinen  fixiert,  nämlich  d^ :  d,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
P  und  0  durch  die  Geraden  ^i,  flf^  (^  ^^^  projektiven  Ebene)  nicht 
getrennt  oder  getrennt  werden.  Allein  auch  diese  Bestimmung  versagt, 
sobald  eine  der  beiden  Geraden  durch  den  Nullpunkt  geht. 

Sind  dagegen  g^,  g^  zwei  Speere 
(Fig.  80),  so  kann  das  Lotverhältnis 
von  P  in  bezug  auf  g^  und  g^ 

(65)     iP,9,9,)^(0,9„P)^d,:d, 

ohne  Zuhilfenahme  eines  Koordinatensy- 
stems als  positiv  oder  negativ  definiert 
werden,  je  nachdem  die  Speere  d^,  d,  den- 
selben Winkel  wie(r/,,flf2  oder  seinenNe- 
benwinkel  einschließen.  (Falls  g^  -Lflr,, 
bilden  d^,  d,  nur  dann  denselben  Winkel 
wie  gi,g^y  wenn  d^  durch  Drehung  um 
einen  rechten  Winkel  in  demselben 
Sinne  in  dj  übergeht  wie  g^  in^,.)  Das 
Lotverhältnis  (P,  g^g^)  ändert  sich  hier- 
nach nicht,  wenn  g^  und  g^  gleichzeitig  ihre  Pfeilspitzen  umkehren. 
Es  ändert  sich  auch  nicht,  wenn  P  durch  einen  beliebigen  andern 
Punkt  der  Geraden  g  =  PS  (S=g^g^)  ersetzt  wird.  Sein  Wert  kann 
daher  auch  als  eine  Beziehung  zwischen  der  Geraden  g  und  dem 
Speerepaar  ^f^,  g^  angesehen  werden.  Ersetzt  man  in  der  Tat  d^  :  d, 
durch 

dl  .d. 


Fig   80. 


WO  r=  \SP\y  so  ist  nach  (41) 

(66)  (P>^^9.)-'^^y 

d.  h.  das  Lotverhältnis  von  P  in  bezug  auf  das  Speerepaar 
flfi,flfj  kann  auch  als  Sinusverhältnis  der  Geraden  g  in  bezug 
auf  das  Speerepaar  gi^g^  bezeichnet  werden.  Für  die  eindeutige 
Bestimmung   jedes   der   beiden   Sinus    muß    natürlich    auch  g  eine 
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Pfeilspitze  erhalten;  für  das  Sinusyerhältnis  ist  es  aber  gleichgültig, 
wie  man  diese  wählt. 

Ist  nun  ein  gleichseitiges  orthogonales  Hessesches  Koordinaten- 
system zu  Grrunde  gelegt,  und  sind 
Mj,  t?!,  5i,  bezw.  «,,  t?^;  Sj  die  Koor- 
dinaten zweier  beliebigen  eigent- 
lichen reellen  Geraden  g^jQ^  (Fig.  81), 
so  sind  die  Normalen  w^,  n^  von  0 
auf  gi,g^  nach  vorigem  Artikel  ent- 
weder mit  bestimmtem  Bichtungssinn 
behaftet,  oder  es  werde  ihnen,  wenn 
^1  oder  g^  durch  0  geht,  ein  solcher 
willkürlich  beigelegt.  Nunmehr  ver- 
wandeln wir  auch  g^y  g^  derart  in 
Speere,  daß  sie  denselben  Winkel 
wie  die  Speere  n^,  n,  einschließen. 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  eigent- 
licher reeller  Punkt  mit  den  Cartesischen  Koordinaten  a?,  y,  so  ist 
nach  (65),  (66)  und  (63) 

^     ^  ^    '  ^1^*^       sin  (g^  g)      x  cos  («n,)  +  y  cos  (y w,)  —  d, 

der   analytische   Ausdruck   des   Lotverhältnisses   durch   die 
Koordinaten  von  F^g^^g^, 

Hieraus  folgt:  Sind  g^^Oy  5^00  =  0  die  Gleichungen  der 
eigentlichen  reellen  Geraden  g^  und  g^  in  der  Normalform 
(durch  die  aus  dem  Geradenpaar  nach  obigem  ein  Speerepaar  wird), 
so  ist  in  der  Gleichung 

(68)  9,^9o-l9»-0 

einer  beliebigen  Geraden  g^  durch  den  Punkt  g^g» 


Flg.  81. 


(69) 

Für  Z  —  ±  1  sind  also 


Z  = 


flin(^o5'i) 


9o—9<^ 


sin  (^00  gi) 

0,   go  +  9<. 


«0 


die  Winkelhalbierenden  oder  Mittellinien  von  g^,  g^,  und  zwar 
halbiert,  falls  0  nicht  mit  g^  oder  g^  inzidiert  (s.  eine  Bemerkung  zu 
Anfang  dieses  Artikels),  die  Gerade  </o~"^«^0,  weil  för  sie  Z>0 
ist,  dasjenige  Scheitelwinkelpaar,  dem  0  angehört. 

Sind  femer  ^j,  g^  wieder  irgend  zwei  eigentliche  Gerade  (die  durch 
ihre  Gleichungen  in  der  Normalform  in  Speere   verwandelt  werden). 
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P,  P'  irgend  zwei  eigentliche  Punkte^  g,  g  die  Geraden  SP,  SV 
(iS=(7jgf,),  60  ist  nach  (67) 

(70)  (P,,,<,.):(P',,^<,.)^-£^):^^ 

(x  008  («»i)  -f-  y  C08  (yti^)  —  dj  (ag'  cos  (xn,)  +  !/  co«  (y*S)  —  <^i) 
(ä  cos  (Äti,)  +  y  cos  (yn,)  —  d,)  («'  cos  {xn^  +  y'  cos  (ynj)  —  dj) 

Die  rechte  Seite  ist  aber  nach  Art.  59  (31)  nichts  anderes  als  das  DV 
(PP'g^g^),    Also  haben  wir  das  Resultat 

(71)  iPFg,g,) ^  (gff'g.g,)  =  (P,  g,g,) :  (P',  g,g,)  ^  '^^^fy 

d.h.  das  DV  eines  eigentlichen  Pnukt-Geraden-Wnrfes  kann 
als  Quotient  zweier  LotTerhältnisse,  das  DV  eines  eigent- 
lichen Strahlenwurfes  als  Quotient  zweier  SinusTerhältnisse 
dargestellt  werden.  Für  diese  Darstellung  müssen  natürlich  gi,gf, 
g,  g'  in  Speere  yerwandelt  werden.  Gleichung  (71)  zeigt  aber^  daß 
die  Pfeilspitze  bei  jeder  einzelnen  der  yier  Geraden  beliebig  angenom- 
men werden  kann. 

105.  [▼ertMhiedene  Übnngsani^B^beii  ans  der  ä^miformen 
Oeometrie.]  Wir  berühren  endlich  in  der  Form  von  Übungsauf- 
gaben noch  yerschiedene  Gegenstände,  die  der  äquiformen  Geometrie 
der  Ebene  angehören. 

1.  Die  drei  Winkelhalbierenden  (oder  inneren  Mittellinien) 
eines  eigentlichen  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkt. 

(Zum  Beweise  «wird  man  annehmen,  daß  der  Koordinatenan&ngs- 
punkt  im  Innern  des  Dreiecks  liegt,  und  daß  die  Seiten  in  der  Nor- 
malform gegeben  sind.) 

2.  Man  suche  die  orthogonalmetrischen  Spezialfälle  der 
konlokalen  Eollineation  und  der  Inyolution  auf  (s.  Art.  78, 
79,  93). 

3.  Die  einzelnen  projektiyen  Linienkoordinaten  einer 
eigentlichen  Geraden  g  lassen,  wenn  ^^,  ^|,  ^^  unde  eigentlich 
sind,  eine  anschauliche  äquiforme  Deutung  zu: 

Nach  Art.  60  (37)  ist 

wo  E  ein  beliebiger  Punkt  ist.  Nimmt  man  E  auf  einer  der  beiden 
Mittellinien  des  Geradenpaares  g,  e  (Fig.  82)  an,  so  wird 

(72)  QU,^iN„ge), 
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WO   das  Vorzeichen    dieses   Lotyerhältnisses   durch   die   Annahme 
von  E  fixiert  ist.     (Vgl.  hierzu  auch  Art.  85). 

4.  Sind  ^fi,  g^   zwei  reelle   oder  aggregiert  imaginäre,  nicht  pa- 
rallele oder  parallele  Gerade  der  Ebene,  die  nicht  mit  zwei  absoluten 

Strahlen  zusammenfallen, 
so  besitzen  sie  nach 
Kap.  III  des  ersten  Ab- 
schnittes stets  ein  be- 
stimmtes reelles  Paar  yon 
Mittellinien,  deren 
^  eine,  wenn  g^  und  g^  par 


rallel  sind,  die  uneigent- 
liche Gerade  ist.  Die 
Koordinaten  (oder  Glei- 
chungen) dieser  Mittel- 
linien sollen  in  allen  vier 
pjg^  g,  Fällen  aus  denen  von  g^ ,  g^ 

abgeleitet  werden.  (Man 
beachte  dabei,  daß  die  Frage  nach  den  Mittellinien  eines  Parallelen- 
paares parallelmetrisch  und  erst  die  nach  den  Mittellinien  eines 
nicht  parallelen  Geradenpaares  orthogonalmetrisch  ist.) 

5.  Durch  die  Gleichungen  (38)  und  (39)  allein  (oder  durch  (43)) 
können  Sinus  und  Kosinus  bis  auf  einen  beiden  gemeinsamen  Faktor, 
der  aber  nur  den  Wert  +  1  oder  —  1  haben  kann,  schon  für  ein 
Geradenpaar,  das  auch  nicht  reell  zu  sein  braucht,  definiert  werden. 
Erst  Gl.  (40),  die  jenes  Vorzeichen  bestimmt,  erfordert  die  Realität 
der  Geraden  und  ihre  Verwandlung  in  Speere.  Bis  auf  den  gemein- 
samen Zeichenfaktor  hätten  wir  also  Sinus  und  Kosinus,  ebenso  die 
Richtungskosinus,  auch  schon  im  eigentlichen  Büschel  (Art.  45)  de- 
finieren können.  —  Durch  die  Gleichungen  (47)  können  Sinus  und  Kosinus 
zweier  Streckenpaare  auch  für  den  Fall  eindeutig  definiert  werden, 
daß  die  Begrenzungspunkte  der  Strecken  nicht  sämtlich  reell  sind, 
wenn  wir  nämlich  (s.  Art.  156)  unter  der  „Strecke^'  eines  nicht  reellen 
Punktepaares  einfach  dieses  selbst  bei  bestimmter  Anordnung  der 
beiden  Punkte  verstehen. 

106.  [Übenioht  Aber  die  Geometrie  In  der  eigentlichen 

Bbene.]  Wir  beschließen  die  Darstellung  der  Elemente  der  Geo- 
metrie in  der  eigentlichen  Ebene,  denen  die  fünf  ersten  Kapitel 
des  gegenwärtigen  zweiten  Abschnittes  gewidmet  waren,  indem  wir 
die  wichtigsten  Punkte  in  einer  Tabelle  zusammenstellen.  Dabei  be- 
merken wir  schon  jetzt,  dafi  die  Geometrie  im  Parallelbündel  bis 
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auf  Namenänderungen  mit  der  in  der  eigentlichen  Ebene^  die  in  der 
uneigentlichen  Ebene  aber  mit  der  im  eigentlichen  Bündel 
übereinstimmen  wird. 


Geometrie  in  der  eigentlichen  Ebene. 


Projektive 
Geometrie 

Affine 
Geometrie 

Äquiforme 
Geometrie 

Zugehörige 
Gruppe 

die  projektive  oder 
kollineare 

die  affine 

die  äquiforme 

Znrückführbar 
allein  auf 

Inzidenzen 

Inzidenzen  und 
Parallelitäten 

Inzidenzen, 

Parallelitäten  und 

Orthogonalitäten 

Ausgezeichnete 
Elemente 

— 

die  uneigentliche 
Punktreihe 

die  uneigentliche 

Punktreihe  und  ihr 

absolutes  Punktepaar 

Charakteristi- 
sche absolute 
luTarianten 

DV 

AV 
{PQ>  9) 

AV  und  RV 
(PQ,g)  und  (g,  hl) 

Naturgemäße 
Koordinaten 

allgemeine  homog. 
DV- Koordinaten 

allgem.  Hesse  sehe 

(C artesische  u. 

Plückersche) 

gleichseitige  orthogo- 
nale Hessesche 

^1  Vi  (Ol  **,«?,(«) 

Transforma- 
tions- 
gleichungen 

A— 3 

*-l 
(^  =  1,»,«), 

l«.-*l+o 

in   allg.   Cartesischen 
Koordinaten: 

in  gleichs.  orthog. 
Cartesischen  Koord.: 

{«.*}    (*.  *  =  !.»)      ein 
orüiogonales  System 

Transformation 
der  Gruppe  be- 
stimmt    durch 
Zuordnung 
zweier 

vollständigen  Vier- 
ecke (Vierseite) 

eigentlichen  Dreiecke 
(Dreiseite) 

eigentl.  Punktepaare 
(und  Umlaufssinn) 

Anzahl  aller 

Trans- 
formationen 

oo« 

OO« 

OO* 
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Sechstes  Kapitel. 

Allgemeine  projektive  Eigenscliafteii 
der  Kurven  11.  Ordnung  und  IL  Klasse. 

107.  [Quadratlaohe  aielohnngen  In  Pnnkt-  und  In  Unlen- 
koordlnaten.]  Die  allgemeine  homogene  quadratische  Gleichung 
zwischen  drei  Variablen  x^,  x^,  x^  lautet 

(1)  f{^,^)=f{Xi>^%y^z) 

=  <^xi^i  +  «mV  +  «S8  V  +  "^(hz^^^z  +  "^a^xX^x^  +  2a^^x^x^  =  0. 
Ihre  linke  Seite  kann^  wenn  wir 

(2)  (^ik-^ki 
setzen,  auch  in  der  Gestalt 

+  «21^2^1  +  «22^2^2  +  (hfi^t^t 

+  ösirr^rTi  +  a^x^x^  +  a^x^x^ 

geschrieben  werden. 

Sie  ist  eine  ternäre  quadratische  Form,  die  wir  wechsel- 
weise mit 

f{x,x),    f(x^,x^,x^)     oder      Va.^rr.^ 

bezeichnen,  je  nachdem  wir  mehr  den  quadratischen  oder  den  ter- 
näre n  Charakter  oder  die  Koeffizienten  a^^  der  Form  herrorheben 
wollen.    Die  Koeffizienten  setzen  wir,  falls  nicht  das  Gegenteil  aus- 
drücklich zugelassen  wird,  stets  als  reell  voraus. 
Das  System   {a^;^}   ^^^  ^^  Determinante 

(4)  l««N^ 

der  Koeffizienten  heißen  wegen  (2)  symmetrisch. 

Die  quadratische  Form  f(x,  x)  kann  als  Komposition  dreier 
linearen  Formen  mit  x^,  x^y  oo^  dargestellt  werden.   Setzt  man  nämlich 
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/i(^i, ^f, ^z)^fi{^) ^yj^u^i  =2^"^*  (^*-i.«.8) 

80  ist 

(6)  f{x,,  x^,  x^)  =  x^  f,{x^,  x^y  x^)  +  x^f^{x^,  x^,  x^)  +  x^f^{x^,  x^,  ^r.) 
oder 

(6a)  fix,  x)  ^  xj,{x)  +  x,f,(x)  +  x,f,(x). 

Die  bilineare  symmetriBche  Form  von  x^jO^yX^]  x^\x^yX^ 

(7)  fix,  x)^f{x\  X)  ^y^xj.ix')  ^^x;ax) 

(T  (0 

heißt  aach  hier  (siehe  Art.  30)  die  Polarform  der  quadratischen 
Form  f{Xy  x) . 

Führt  man  in  der  quadratischen  Form  f(x,  x)  die  lineare  Trans- 
formation aus 

x^^  a^x^' +  ß^x^  +  y^x^ 

(8)  rc, «  a^x^  +  ß^x^  +  y,a:,'        (a^y)  +  0, 

SO  ergibt  sich  (am  einfachsten,  wenn  man  zuerst  die  linearen  Formen 
f^{x)  transformiert  und  dann  mit  den  Werten  von  rr^,  x^,  x^  aus  (8) 
komponiert) 

(9)  f{x,  x)  -  /•(«,  a)x^* + fifi,  ß)x;'  +  f(r,  r)x,'» 

+  2f{ß,  y)x^'x,'  +  2fiY,  a)x^x^  +  2f(a,  ß)x,'x,' 
und  femer  für  die  Determinante  der  transformierten  Form 

I /•(«,«)     f{a,ß)     f{a,r) 
(10)  ■/•(/»,«)    nß,ß)    fiß^r)    -(«^y)^|a,,i, 

i/'Cy,«)  fir^ß)   ({?>?) 

d.  h.  die  Determinante  einer  quadratischen  Form  ist  eine 
Invariante  derselben  (siehe  Art.  30). 

Wir  wollen  nun  x^y  x^^  x^  in  Gleichung  (1)  als  beliebige  homo- 
gene Punktkoordinaten  in  der  Ebene  betrachten  und  nach  der  geo- 


1  dfCx  x) 
1)  £b  iet  also,  nebenbei  bemerkt,  /;(a;)  =  -      \  («  =  iA«);    /i(rc)   wird 


deshalb  vielfach  anch  mit  \f{x>)  bezeichnet. 

H«fft«r  u.  KoohUr,  aiuklytitoha  OMmetria,  I. 


"2       dXf 
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metrischen  Bedeutung  dieser  Gleichung  fragen.  Nachher  werden  wir 
für  die  quadratische  Gleichung  in  Linienkoordinaten 

(11)  9?(W,  U)  =  ip(u,y  M,,  W3)  =^ «,*«!% 

=  «fllV+  Cf22V+  «83V+  2a88WjW3+  2flf5iU3Wi  +  2a^^u^u^=0y 

für  die  natürlich  alles  bisher  Gesagte  auch  gilt^  die  gleiche  Frage 
aufwerfen. 

108.  [Punktrelhe  und  Punktknnre  DL  Gradefl  oder  Knrve 
n.  Ordnnng.]  Eine  lineare  Gleichung  in  Punktkoordinaten  gab 
uns  eine  Reihe  von  Punkten,  die  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Grad  der 
Gleichung  auch  als  Punktreihe  I.  Grades  bezeichnen  können.  Weil 
diese  Punktreihe  aus  den  sämtlichen  Punkten  einer  Geraden  besteht^ 
also  von  dieser  Geraden  „getragen"  wird,  bezeichneten  wir  die  Gleichung 
als  „die  Gleichung  dieser  Geraden". 

Eine  quadratische  Gleichung  in  Punktkoordinaten  (1),  deren 
Koeffizienten  nicht  sämtlich  Null  sind,  sondert  aus  allen  Punkten  der 
Ebene  diejenigen  aus,  deren  Koordinaten  sie  befriedigen.  Sie  gibt 
also  ebenfalls  eine  unendliche  Menge  von  Punkten,  die  wir  als  Punkt- 
reihe U.  Grades  bezeichnen.  Es  ist  möglich,  daß  diese  Punktreihe 
nur  imaginäre  Punkte  enthält,  z.B.  wenn  die  Gleichung  lautet: 

(12)  V+V+V=0- 

Daß  eine  solche  Punktreihe,  wenn  sie  reelle  Punkte  enthält,  ebenso 
wie  die  Punktreihe  I.  Grades  eine  Linie  oder  Kurve  „erzeugen"  oder 
„von  ihr  getragen  werden"  kann,  zeige  zunächst  das  einfache  Beispiel 

der  quadratischen  Gleichung  in  orthogo- 
nalen  gleichseitigen  Gartesischen  Koordi- 
naten 
(13)         (a:-a)«+(y-6)«-r«. 

Diese  Gleichung   wird,    wie  wir   im 

letzten  Kapitel  gesehen  haben,  erfüllt  durch 

die  Koordinaten  aller  und  nur  der  Punkte 

auf  der  Kreislinie   mit  dem  Mittelpunkt 

a  I  b  und   dem  Radius  r.     Die  Kreislinie 

trägt  also  die  durch  (13)  gegebene  Punkir 

reihe  IL  Grades. 

'ig  83.  Daß  jede  reelle  Punktreihe  11.  Grades 

eine   Kurve   in   einem    der   Anschauung 

entsprechenden  Sinne  des  Wortes  erzeugt  (oder  von  ihr  getragen  wird), 

können  wir  durch  die  folgende  Betrachtung  dartun,  die  mit  geringen 

Abänderungen  auch  für  eine   Punktreihe  n**^   Grades    gilt,   d.  h.  für 
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eine  Punktreihe^  die  aus  einer  Glleichang  n^  Grades  entspringt.  Da 
wir  von  beliebigen  homogenen  Punktkoordinaten  stets  zu  orthogonalen 
gleichseitigen  Gartesischen  übergehen  können,  dürfen  solche  der  Be- 
trachtung zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Gleichung  der  Punktreihe 
U.  Grades  laute  also 

(14) 


«iia;»  +  2a^^xy  +  0,«^*+  2a^^x  +  2a^y  +  a^^  «  0. 


Ist  nun  X  =  Xq  ein  beliebiger  reeller  endlicher  Wert  von  x,  so 
sind  folgende  Fälle  möglich: 

1)  Für  x  =  Xq  wird  Gl.  (14)  durch  jeden  Wert  von  y  erfüllt, 
d.  h.  ihre  linke  Seite  ist  durch  x  —  Xq  teilbar;  der  andere  Faktor  ist 
dann  ebenfalls  eine  lineare  Funktion  von  x  und  y]  die  Punktreihe 
IL  Grades  (14)  besteht  also  aus  den  sämtlichen  Punkten  zweier 
geraden  Linien.     Diesen  Fall  dürfen  wir  fortan  ausschließen. 

2)  Für  x^Xq  hat  Gl.  (14)  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Wenn  dann 
(14)  überhaupt  eine  Kurve  darstellt,  so  besitzt  diese  jedenfalls  keinen 
reellen  Punkt  mit  der  Abszisse  Xq. 

3)  Für  X  =  Xq  hat  GL  (14)  zwei  verschiedene  reelle  Wurzeln 
Vo}  So)  ^^^  denen  also  mindestens  eine  einen  endlichen  Wert  hat. 
(Ist  für  einen  endlichen  Wert  von  x  eine  der  beiden  Wurzeln  von 
(14)  unendlich  groß,  so  muß  a,g  =  0,  also  die  eine  Wurzel  für  jeden 
endlichen  Wert  von  x  unendlich  groß  sein.) 

4)  Für  x  =  Xq  hat  Gl.  (14)  zwei  zusammenfallende  reelle 
Wurzeln,  deren  Wert  endlich  oder  gleich  c»  sein  kann.  Fallen  für 
jeden  Wert  von  x  die  beiden  Wurzeln  von  (14)  zusammen,  so  ergibt 
sich  leicht,  daß  die  linke  Seite  von  (14)  das  Quadrat  einer  linearen 
Funktion  von  x  und  y  ist,  die  Punktreihe  IL  Grades  also  aus  sämt- 
lichen Punkten  einer  doppelt 
zählenden  geraden  Linie  be- 
steht. Andernfalls  kann  es  höch- 
stens zwei  endliche  Werte  von  x 
geben,  für  die  der  Fall  4)  eintritt. 
Diese  wollen  wir,  falls  der  zuge- 
hörige Wert  y  endlich  ist,  mit  rc', 
andernfalls  mit  öS  bezeichnen. 

Ist  nun  (Fall  3)  Xq  ein  reeller 
Wert  von  x,  zu  dem  zwei  ver- 
schiedene reelle  Werte  y^  und  y^ 
von  y  durch  die  Gl.  (14)  geliefert 
werden,  so  ist  wenigstens  einer  der 
Punkte  Xq  I  y^  und  Xq  \  y^  ein  reeller  eigentlicher  Punkt  der  Pimktreihe 
II.  Grades.    Läßt  man  (s.  Fig.  84)  jetzt  x  von  Xq  bis  zu  einem  hin- 

17* 


Fig.  »4. 
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länglicli  wenig  größeren  (oder  kleineren)  Wert  x^=^  Xq+  d  (bezw. 
«rc^— d)  variieren,  80  gehört,  wie  die  Analysis  lehrt,  zu  jedem  a;, 
f  lir  das  ^o  ^  ^  ^  ^i  >  ®"^  ^^^  ^^^  ®^  Wert  von  y,  der  sich  von  y^  um 
weniger  als  eine  beliebig  klein  vorgeschriebene  positive  Zahl  e,  unter- 
scheidet, die  hier  jedenfalls  <  1  y©  "~  ^o  ^^^^  ^^^]  ^-  ^*  j^dem  Werte 
von  X  zwischen  Xq  und  x^  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der 
Punktreihe  innerhalb  des  kleinen  Rechtecks,  das  durch  die  Geraden 
X  ^  Xq,  X  ^  x^,  y  =  yo  ~  ^;  y  '^  Vo  +  ^  begrenzt  wird.  Greht  man  nun 
von  ar,  ebenso  zu  Xi  =  x^  +  d'  über,  so  erhalt  man  wieder  ein  solches 
Rechteck  von  der  Höhe  2«',  (f'<|y,  —  yi|)  nsw. 

Bei  dieser  Bildung  von  Rechtecken  gelangt  man  von  x^  aus  vor- 
wärts (und  rückwärts)  entweder  bis  zu  beliebig  großen  Werten  von 
X,  —  oder  man  nähert  sich  ohne  Ende  einem  bestimmten  endlichen 
Wert  von  X'^x,  indem  die  Zahlen  d,  d',  •••  gegen  Null  konver- 
gieren, weil  bei  der  Annäherung  an  einen  solchen  Wert  x  die  Werte 
von  y  über  alle  Grenzen  wachsen,  —  oder  endlich  man  nähert  sich 
ohne  Ende  einem  Werte  x'y  wobei  die  Zahlen  «,  f',  •  •  •  gegen  Null 
konvergieren.  Man  erhält  also  auf  diese  Weise  einen  Flächen- 
streifen, der  im  allgemeinen  die  Breite  2e,  bezw.  2  5',  usw.  hat, 
nur  an  den  Stellen  ^of  ^d  ' ' '  ^^^  ^^^  Punkte  x^  y©,  x^  yi,  •  •  •  selbst 
zusammengeschnürt  ist  und  an  jeder  Stelle  x  einen  und  nur  einen 
Punkt  der  Punktreihe  enthält. 

Gibt  es  jetzt  außer  den  Punkten  x'\y  einen  eigentlichen  re- 
ellen Punkt  der  Punktreihe,  der  dem  Flächenstreifen  noch  nicht  an- 
gehört, —  z.  B.  ist,  wenn  y©  endlich  ist,  x^  \  y©  ein  solcher  Punkt,  — 
so  kann  man,  von  diesem  Punkte  ausgehend,  einen  zweiten  Streifen 
bilden  und  so  fortfahren,  bis  alle  Punkte  außer  den  Punkten  x'  y 
aufgenommen  sind.  Dies  tritt,  da  die  Anzahl  der  Werte  x  und  x 
zusammengenonmien  gleich  Zwei  ist,  nach  Bildung  einer  endlichen 
Anzahl  von  Flächenstreifen  (nämlich  höchstens  vier)  immer  ein. 

Da  nun  jeder  dieser  Streifen  zugleich  mit  den  beliebig  klein 
wählbaren  £,  £',•  *  '  beliebig  schmal  wird,  so  kann  durch  Annahme 
von  hinlänglich  kleinen  f,  €\  • '  -  bewirkt  werden,  daß  jeder  beliebige 
nicht  zur  Punktreihe  gehörige  Punkt  außerhalb  des  Streifens  liegt. 
Ein  solcher  beliebig  schmal  werdender  Flächenstreifen  nähert  sich 
aber  ohne  Ende  dem  Gebilde,  das  wir  der  Anschauung  gemäß  als 
Kurve  bezeichnen.  Somit  haben  wir  eine  bestimmte  Kurve,  die  bis 
auf  die  Punkte  x'  y  aUe  und  nur  die  eigentlichen  i-eellen  Punkte 
der  Punktreihe  zweiten  Grades  enthält  Jedem  der  Punkte  x  \  y  aber 
kommen  bei  hinlänglicher  Verkleinerung  der  £,  f',  •  •  •  zwei,  bezw.  vier 
Flächenstreifen  beliebig  nahe;  denn  die  Analysis  lehrt  auch,  daß  min- 
destens zu  einem  der  beiden  Werte  x'  —  tf,  a:'  -j-  d  bei  hinlänglich 
kleinem  6  zwei  voneinander  verschiedene  sich  beliebig  wenig  von  y' 
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unterscheidende  Werte  Ton  y  gehören^  also  zwei  Punkte,  die  in  je 
einen  Fläclienstreifen  aufgenommen  sind,  falls  die  Bj  e,-  -  -  hinlänglich 
klein  gewählt  werden.  Fügen  wir  die  Punkte  x'  y  der  vorher  er- 
zeugten Kurve,  die  also  jedem  von  ihnen  beliebig  nahe  kommt,  noch 
hinzu,  so  nennen  wir  die  so  ergänzte,  die  Punktreihe  IL  Grades 
;,tragende"  oder  „von  ihr  erzeugte"  Kurve  eine  Punktkurve 
n.  Grades  oder  eine  Kurve  II.  Ordnung. 

Können  wir  uns  von  der  Kurve  II.  Ordnung  schon  durch 
jenen  Flächenstreifen  selbst  stets  ein  beliebig  angenähertes  Bild  ver- 
schaffen, so  können  wir  dies  nun  auch,  indem  wir  oTqI^q  mit  x^\y^, 
x^  y^  mit  x^\y^  usw.,  geradlinig  verbinden.  Das  geradlinige  Polygon, 
das  wir  so  erhalten,  verläuft  nämlich  stets  innerhalb  jenes  Flächen- 
streifens und  weicht  deshalb  auch  beliebig  wenig  von  der  wirklichen 
Kurve  ab.  Da  es  mit  dieser  in  den  Eckpunkten  a^o'^o?  ^i  IVi?  * '  * 
zusammenfallt,  nennen  wir  es  ein  der  Kurve  IL  Ordnung  ein- 
geschriebenes Polygon. 

Gleichung  (14)  —  und  folglich  auch  Gl.  (1)  —  gibt  uns  also 
unmittelbar  eine  Punktreihe  IL  Grades,  mittelbar  dann  die  Kurve 
IL  Ordnung,  die  jene  Pünktreihe  trägt;  jede  solche  Gleichung  heißt 
deshalb  auch  die  Gleichung  der  Punktkurve  LT.  Grades  oder 
der  Kurve  IL  Ordnung. 

109.  [Strahlbüsohel  und  Strahlenkurve  n.  Gradefl  oder 
Knrve  IL  KlasBe.]  Eine  lineare  Gleichung  in  Linienkoordinaten 
gab  uns  ein  Büschel  von  Geraden  oder  Strahlen,  das  wir  jetzt  auch 
als  Strahlbüschel  I.  Grades  bezeichnen.  Weil  dieses  Büschel  aus 
den  sämtlichen  Geraden  durch  einen  Punkt  besteht,  also  diesen  Punkt 
„erzeugt"  oder  „von  ihm  getragen  wird",  nannten  wir  die  Gleichung 
„die  Gleichung  des  Punktes". 

Die  quadratische  Gleichung  in  Linienkoordinaten  (11)  sondert 
aus  sämtlichen  Geraden  der  Ebene  diejenigen  aus,  deren  Koordinaten 
sie  befriedigen.  Sie  gibt  also  ebenfalls  eine  unendliche  Menge  von 
Geraden  (Strahlen),  die  wir  als  Strahlbüschel  11.  Grades  be- 
zeichnen. Daß  auch  ein  Strahlbüschel  U.  Grades,  wenn  es  überhaupt 
reelle  Strahlen  enthält,  eine  Kurve  erzeugen  kann,  zeige  zunächst 
wieder  ein  einfaches  Beispiel. 

Der  Abstand  der  Geraden  «,  i?,  1  von  dem  Punkt  a\h  ist  bei 
Benützung  gleichseitiger  orthogonaler  Koordinaten  nach  Art.  103  (64) 


Die  Gleichung 
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oder 

(15) 


{au  +  bv+  ly-  r»(n2+  I?«)  =  0 


wird  also  erfüllt  durch  alle  und  nur  die  Geraden  t*,  v,  1,  die  von  dem 
festen  Punkt  a  \  b  den  Abstand  r  haben,  d.  h.  —  wenn  wir  diese  erst 
später  zu  erklärende  Bezeichnung  hier  beiläufig  schon  benutzen  — 
durch  alle  Tangenten  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  ab  und 

dem  Radius  r  (s.  Fig.  85).  Gleichung  (15) 
gibt  also  unmittelbar  das  aus  sämÜichen 
Tangenten  dieses  Kreises  bestehende  Strahl- 
büschel U.  Grades,  mittelbar  die  Kreislinie 
selbst,  die  jenes  Büschel  „trägt"  oder  „um- 
hüllt" oder  „Ton  ihm  erzeugt"  wird.  Die 
Gleichungen  (13)  und  (15)  stellen  also  den- 
selben Kreis  einmal  als  Träger  einer  Punkt- 
reihe II.  Grades,  einmal  als  Träger  eines 
Strahlbüschels  IL  Grades  dar. 

Wir  werden  bald  zeigen  können,  daß  ein 

Strahlbüschel  II.  Grades,   das  reelle  Strahlen 

besitzt,   stets  eine  Kurve   erzeugt    oder  von 

ihr  getragen  (umhüllt)  wird.    Deshalb  nennen  wir  die  Gleichung  (11) 

schon  jetzt  die  Gleichung  einer  Strahlenkurve  II.  Grades   oder 

einer  Kurve  IL  Klasse. 


Fig.  85. 


110.  [Fundamentaleigeiuiohaft  der  Kurven  n.  Ordnimg 
und  der  Knrven  n.  Klasse.] 


Ist 

(16a) 


Ist 

(16a) 


die  Gleichung  einer  Kurve  IL  Ord- '  die  Gleichung  einer  Kurve  U.  Klasse, 
nung,  so  fragen  wir  nach  den  I  so  fragen  wir  nach  den  Strah* 
Punkten,  die  diese  Kurve  mit  einer  |  len,  die  diese  Kurve  mit  einem 
beliebigen  Geraden  ihrer  Ebene  ge-  beliebigen  Punkt  ihrer  Ebene  ge- 
mein hat.  mein  hat. 

Da  es  sich  um  projektive  Eigenschaften  handelt,  gilt  die  Dualität, 
und  wir  brauchen  nur  die  eine  der  beiden  Fragen,  etwa  die  auf  der 
linken  Seite,  zu  beantworten. 

Eine  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Gerade  werde  durch  zwei 
ihrer  Punkte  X  und  X'  bestimmt.  Die  Koordinaten  aller  und  nur 
der  Punkte  auf  der  Geraden  XX'  sind  dann  in  der  Form 


(17) 


il/j  AiXf  ,        «ü/a  AXo  ,        X»  — ~   AX^ 
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darstellbar  (s.  Art.  68).  Die  der  Geraden  und  der  Kurve  IL  Ord- 
nung (16a)  gemeinsamen  Punkte  werden  also  durch  (17)  geliefert, 
wenn  darin  für  k  die  Werte  eingesetzt  werden,  die  sich  aus  der  (aus 
(16a)  durch  Einführung  der  Koordinaten  (17)  für  x^,  x^,  x^  ent- 
stehenden) fQr  X  quadratischen  Gleichung 

(18)  f(ß^i^^^if    ^8 — Aajj',    x^ — ^^s) 

-=^f(x,  x)  -  2Xf(x,  x')  +  X^f{x\  a;')  =  0 

ei^eben.  Wir  erhalten  also  ein  Punktepaar,  das  natürlich  in  einen 
Doppelpunkt  oder  in  sämtliche  Punkte  der  Geraden  XX'  entarten 
kann.  Diese  Möglichkeiten  einbegreifend,  können  wir  den  fundamen- 
talen Doppelsatz  aussprechen: 

Die  Kurve  11.  Ordnung  hat!  Die  Kurve  U.  Klasse  hat  mit 
mit  jeder  Geraden  ihrer  Ebene  I  jedem  Punkt  ihrer  Ebene  ein 
ein  Punktepaar  gemein.  |  Strahlenpaar  gemein. 

Wir  bezeichnen  die  Gerade,  die  vorhin  XX'  hieß  und  deren  ge- 
meinsame Punkte  mit  der  Kurve  f{x,  a;)  =  0  (die  wir  auch  f  nennen) 
gesucht  wurden,  jetzt  mit  u,  mit  u  irgend  eiue  andere  variable  Ge- 
rade. Der  Punkt  mu'  der  Geraden  u',  dessen  Koordinaten  (wm')i, 
{uu\,  (wm')3  sind  (s.  Art.  65),   liegt  dann  und  nur  dann  auf  f,  wenn 


|«11    »12    «1»     «^1     % 


(19)  tV:^iii\,  (m\,  {uu\)^f(iuu'),  {uu))  = 


=  0. 


«,1  a^  0,3   u^   u^ 

»Sl    ^82    ^9S     ^S     «*8 

Wi'  w/  <     0    0 

Wj     t<2     «*8         0     ö 

Diese  in  den  Koordinaten  u^yU^^u^  von  u  quadratische  Gleichung  wird 
also  durch  die  Koordinaten  aller  und  nur  der  Geraden  u  erfüllt,  die 
durch  mindestens  einen  der  Punkte  des  Punktepaares  gehen,  das  f 
und  u  gemein  haben.  Wir  nennen  sie  deshalb  die  Gleichung  dieses 
Punktepaares.     Also  haben  wir  das  Resultat: 

Das  Punktepaar,  das  eine!  Das  Strahlenpaar,  das  ein 
Gerade  u  mit  der  Kurve  11.  Punkt  X'  mit  der  Kurve  IL 
Ordnung  f{XyX)=^0  gemein  Klasse  9^(1*,  w)  =  0  gemein  hat, 
hat,  wird  durch  die  Gleichung  I  wird  durch  die  Gleichung 

(19a)         f{{uti)y  {Uli)) « 0  (19a)         q>{{xx)y  (xx))  =  0 

dargestellt.  dargestellt. 

Übungsaufgabe:   Mit  Hilfe  der  Identität 

x^\xx\  +  x^\xx\  +  x^{xx\=  0 
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kann  man  in  (19  a)  (entsprechend  in  (19  a))  eine  der  drei  Determinanten 
(xx\  z.B.,  wenn  x^-^0  ist,  {xx\  durch  die  beiden  andern  aus- 
drücken und  erhält  so  eine  homogene  quadratische  Gleichung  nur 
zwischen  {xx\  und  {xx\.  Diese  kann  man  also  sofort  in  zwei 
lineare  Gleichungen  spalten,  die  die  beiden  Strahlen,  die  X'  mit  der 
Kurve  qp(u,  u)  =  0  gemein  hat,  einzeln  darstellen.  Man  stelle 
jene  quadratische  Gleichung  unter  der  Annahme  a^' +  0  wirklich  auf. 

111.  [Tangente  der  Knrve  DL  Ordnung.  Berflhrunge- 
pnnkt  der  Knrve  n.  Klasse.    Slngulftre  Blemente.] 

Eine  Gerade,  für  die  das  ihrj  Ein  Punkt,  für  den  das  ihm 
mit  der  Kurve  IL  Ordnung,  mit  der  Kurve  11.  Klasse  ge- 
gemeinsame Punktepaar  inimeinsame  Strahlenpaar  in 
einen  Doppelpunkt  oder  in 'einen  Doppelstrahl  oder  in 
alle  ihre  Punkte  entartet  J  alle  seine  Strahlen  entartet, 
heiße  eine  Tangente  der  Kurve  heiße  ein  Berfihmngspankt  der 
II.  Ordnung.  'Kurve  11.  Klasse. 

Die  Gerade  XX'  ist  also  dann  und  nur  dann  Tangente  der  Kurve 
f{Xy  a:)  =  0,  wenn  die  Diskriminanie  der  quadratischen  Gleichung  (18) 
verschwindet,  d.  h.  wenn 

(20)  fix,  xy  -  f{x,  x)f{x\  irO  =  0 

ist.  Betrachten  wir  hierin  X'  als  einen  festen,  X  als  variablen  Punkt, 
so  stellt  diese  in  x  quadratische  Gleichung  wieder  eine  Kurve  II.  Ord- 
nung dar.  Die  Gleichung  wird  aber  erfüllt  durch  alle  und  nur  die 
Punkte  X,  die  mit  X'  verbunden  eine  Tangente  von  /'  bestimmen; 
die  durch  (20)  dargestellte  Kurve  muß  also  aus  allen  durch  X' 
gehenden  Tangenten  von  f  bestehen. 

Die  linke  Seite  von  (20)  muß  demnach  als  Produkt  von  Linear- 
faktoren und  zwar,  da  sie  quadratisch  ist,  von  zwei  solchen  darstellbar 
sein.  (20)  ist  somit  die  Gleichung  des  durch  X'  gehenden 
Tangentenpaares  der  Kurve  f{x,  x)  =  0,  das  natürlich  auch  in 
eine  Doppelgerade  entarten  oder  weiter  entartend  unbestimmt  werden 
kann. 

Ist  X'  ein  Punkt  der  Kurve  /'  selbst,  so  entartet  nach  (20) 
das  Tangentenpaar  stets  in  die  doppelt  zu  zählende  Gerade 

(21)  f{x,  x)  ^  xj, {x')  +  x,f, (x')  +  xj^ix")  «  0, 

die   wir   die  Tangente   von  f  im  Punkte  X'   nennen.     Für   die- 
jenigen und  nur  diejenigen  Kurvenpunkte  X',  deren  Koordinaten  die 
Gleichungen 
(22a)  /•t(^)-0,    /,(a;)  =  0,    f,{x)^0 
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erfüllen,  wird  nach  (21)  die  Tangente  unbestimmt.  Diese  Kurven- 
pnnkte  nennen  wir  deshalb  singulare  Punkte  der  Kurve.  Da 
ein  Punkt,  dessen  Koordinaten  den  Gleichungen  (22  a)  genügen,  nach 
(6a)  stets  ein  Puukt  der  Kurve  f  ist,  so  ist  jeder  durch  die  Glei- 
chungen (22  a)  bestimmte  Punkt  ein  singularer  Punkt  der  Kurve  f.  In 
jedem  nicht  singulären  Kurvenpunkt  existiert  also  eine  und  nur 
eine  Tangente.  —  Entsprechend  nennen  wir  jede  Gerade,  deren  Koor- 
dinaten die  Gleichungen 

(22«)  «FiW-O,    t,(m)  =  0,    v,(«)  =  0 

erfüllen,  einen  singulären  Strahl  der  Kurve  qp. 

Wir  haben  also  für  die  Kurven  II.  Ordnung  und  entsprechend  für 
die  Kurven  U.  Klasse  die  Resultate: 

Durch  jeden  Punkt  X'  der!  Auf  jeder  Geraden  u  der 
Ebene  geht  ein  (ev.  entarten-  Ebene  liegt  ein  (ev.  entarten- 
des) Tangentenpaar  der  Kurve  des)  Paar  von  Berührungs- 
II.  Ordnung /"(ic,  ic)  =  0,  dessen  i  punkten  der  Kurve  II.  Klasse 
Gleichung  9>0*^  **)  =  0,  dessen  Gleichung 

(20a)  t\^,x)t\x\x)-f{x,xy^0^{20a)  q>{u,u)(p{ti'yii)-q>{uyuy^O 

lautet.  —  Durchjedennichtsin-  lautet.  —  Auf  jedem  nicht  sin- 
gulären Kurvenpunkt  X'  geht  gulären  Kurvenstrahl  w'  liegt 
eine  und  nur  eine  Tangente,  ein  und  nur  ein  Berührungs- 
die  durch  die  Gleichung  punkt,  derdurch  dieGleichung 

(21a)   f{x,x)  =  x^t\{x')  +  x^f^{x'^)  (21a)  9? («j«0^-«i9>i («*')+ ^'«9^2  00 

also  auch  durch  die  Koordi-  also  auch  durch  die  Koordi- 
naten naten 

/i(^');     /i(^')»     /i(-^'')  ViK);      9^2(^0,      9>8M 

bestimmt  ist.  —  In  jedem  sin-  bestimmt  ist.  — Auf  jedem  sin- 
gulären Punkt  aber,  d.h.  in  gulären  Strahl  aber,  d.h.  auf 
einem  solchen,  dessen  Koor-  einem  solchen,  dessen  Koor- 
dinaten die  Gleichungen  dinaten  die  Gleichungen 

(22a)  /;(x)»0,  fAx)=0,  /;(x)=o|(22a)  «p,(«)=0,  y,(«)=0,  <p,(«)=0 

erfüllen,  ist  die  Tangente  der  i  erfüllen,  ist  der  Berührungs- 
Kurve  unbestimmt.  Ipunkt  der  Kurve  unbestimmt. 

Die  Gleichungen  (20)  des  Tangentenpaares,  bezw.  Berührungs- 
punktepaares können  noch  in  andere  Form  gesetzt  werden.  Zu  dem 
Ende  bezeichnen  wir  die  Adjunkte  von  a^^  in  der  Determinante  A^\a^J^\ 
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1111. 


(23) 


«n 

Oi2 

«1»   «*1 

«ji 

flj. 

«»«    «S 

«M 

«s» 

«8«  «a 

«1 

«2 

«,    0 

die  zu  f(x,  x)  adjungierte  quadratische  Form.     Nach  dem  er- 
weiterten MultiplikationsBatz  der  Determinantentheorie  ist  dann 


(24) 


und 


fix,  x)  fix,  x") 
f{x',  x)  fix,  x") 


=  {xx'\  (fix)  f(x')\  +  (xx'),  (fix)  fix')\  +  (xx\  (fix)  f(x% 


(fix)  fix')\  = 


usw.,  also 


f,{x')  uix)\^    \ 2(hiXl  2 <hi< 

A^^(xx')^  +  Ä^i{xx\  +  A^^{xx\ 


(25) 


Haben  A,^  und  ^(Xy  x)  die  entsprechenden  Bedeutungen  für  die 
quadratische  Form  <p{u,  u)^  so  kann  man  also  auch  sagen: 

Die  Gleichung  des  Tangen- j  Die  Gleichung  des  Berüh- 
tenpaares  der  Kurve /"(a;,  x)  =  0,  rungspunktepaares  der  Kurve 
durch  den  Punkt  X'  ist  '  qp(M,ti)  =  0  auf  derGeradenu' ist 


(26a)       F({xx),  (xx))  =  0. 


(26a)       ^iiuu),  (uu))  =  0. 


Übungsaufgaben:  1.  Wendet  man  Formel  (25)  statt  auf  f(Xy  x) 
auf  jP(u,  u)  an  und  berücksichtigt  den  Determinantensatz,  daß  die 
Adjunkte  von  A^^  im  System  [A^^]  gleich  Aa^^  ist,  so  folgt  die 
wichtige  Formel 

2.  Man  zeige,  daß  die  Identität 

f{x,  x)f{x\  x)-f(xy  xy=(f(xy  xy, 

in  der  g  eine  bilineare  (eventuell  identisch  verschwindende)  Form  ist, 
für  einen  nicht  auf  der  Kurve  f  liegenden  Punkt  X'  nur  möglich  ist, 
wenn  /'  =  0  selbst  ein  Geradenpaar  oder  eine  Doppelgerade  darstellt, 
daß  also  das  Tangentenpaar  eines  solchen  Punktes  nur  in  diesem  Fall 
entarten  kann. 
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112.  [Die  einer  Knrve  H.  Ordnimg  (KlMwe)  adynnglerte 
Knrve  n.  KUuMie  (Ordnimg).     Der  „Kegeleolinltf '  (KS).] 

Setzen  wir  auf  der  rechten  Seite  von  (25) 

(28)  (^A—^., 

so  daß  u  die  durch  die  Punkte  X  und  X'  bestimmte  Gerade  ist^  so 
wird  aus  (25): 

(29)  fix,  x)f{x,  x')  -  fix,  x')»=  F{u,  u)  s^^,»«,«,. 

F{u,  m)  —  0  ist  eine  Kurve  II.  Klasse^  die  wir  die  zu  der  Kurve 
n.  Ordnung  f{Xy  rc)  =  0  adjungierte  Kurve  II.  Klasse  nennen. 
Nach  (29)  und  (20a)  ist  jede  Tangente  der  Knrve  IL  Ordnung 
f{Xj  x)^0  ein  Strahl  der  Kurve  IL  Klasse  F(Uy  u)  =  0  und  umge- 
kehrt. Nach  den  entsprechenden  dualistischen  Definitionen  und  Über- 
legungen ergibt  sich  somit  das  doppelte  Resultat: 

Die  Tangenten  einer  Kurve  |  DieBerührungspunkte  einer 
IL  Ordnung  sind  die  Strahlen  Kurve  U.  Klasse  sind  die 
der  ihr  adjungierten  Kurve  |  Punkte  der  ihr  adjungierten 
IL  Klasse.  j  Kurve  IL  Ordnnng. 

Bildet  man  nun  von  F(u,  u)  unter  Benutzung  des  bei  Formel  (27) 
zitierten  Determinanten satzes  wiederum  die  adjungierte  quadratische 
Form  und  bezeichnet  ihre  Variablen  mit  x^y  so  erhält  man 

(30)  Ä  ^X*  ^<  ^k  =  ^  f(^7  ^) ; 

d.  h.  die  adjungierte  Form  der  adjungierten  einer  quadrati- 
schen Form  ist  die  mit  ihrer  Determinante  multiplizierte 
ursprüngliche  Form.  Sie  verschwindet  also  identisch^  sobald  Äy 
bezw.  A  =  0  ist.  Falls  aber  A,  bezw.  A  +  0  ist,  in  welchem  Fall 
wir  aus  später  ersichtlichem  Grunde  von  einer  nicht  entarteten 
Kurve  sprechen,  folgt  aus  dem  letzten  Sätzepaar: 

Die  Punkte  einer  nicht  ent-'  Die  Strahlen  einer  nicht 
arteten     Kurve     IL     Ordnung  entarteten    Kurve    IL    Klasse 


sind     die    Berührungspunkte 
der    ihr    adjungierten    Kurve 


sind    die    Tangenten   der    ihr 
adjungierten    Kurve    IL    Ord- 


n.  Klasse.  Iiiuiig 

Wenn  A  +  0  ist,  wird  also  das  Strahlbüschel  IL  Grades  qp(ti,  w)  =-  0 
von  der  ihm  adjungierten  Punktkurve  4>(a:,  rr)  =«  0  „getragen".  Wir 
können  somit  diese  letztere  oder  —  w.  d.  i.  —  die  Kurve  der  Be- 
rührungspunkte des  Strahlbüschels  9?(w,  m)  =  0  jetzt  auch  als 
„Kurve"  II.  Klasse  erklären  und  haben  damit  wenigstens  für  den 
Fall  A  +  0  das  in  Art.  109  gegebene  Versprechen  eingelöst. 
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Hiernach  müssen  wir  sagen  (s.  Fig.  86): 
Die  Gleichungen 


[112.   118. 


(oder 


f{x,x)^0     und    F{u,u)^0    (^  +  0) 
9?(M,  u)  =  0     und     0(a;,  a:)  =  0     (A  +  0)) 


F(u,u)*o 


Fig.  86. 


stellen  dieselbe  Kurve  als  Kurve  11.  Ordnung  und  als  Kurve 
IL  Klasse  —  als  Inbegriff  oder  Träger  ihrer  Punkte  und 
als  Inbegriff  oder  Träger  ihrer  Strahlen  —  dar.    Sie  sind  die 

Gleichungen  derselben  Kurve  in 
Punkt-  und  in  Linienkoordi- 
naten. 

Was  unter  der  „Kurve"  9?(m,  m)  =  0 
im  Falle  A  =  0  zu  verstehen  ist,  wird 
sich  später  sehr  einfach  ergeben. 

Da  im  Falle  ^  +  0,  bezw.  A  +  0 
nach  dem  Vorstehenden  jede  Kurve 
IL  Ordnung  auch  als  Kurve  IL  Klasse 
aufgefaßt  werden  kann  und  umgekehrt 
oder,  wie  man  auch  sagt,  die  Kurve 
IL  Ordnung  mit  der  Kurve  IL  Klasse  identisch  ist,  so  wollen  wir  jetzt 
einen  zusammenfassenden  Namen  für  alle  Kurven  IL  Ordnung  und 
n.  I[lasse  (also  auch  für  den  Fall  JL  =»  0,  bezw.  A  =  0)  einführen  und  sie, 
aus  einem  später  zu  erklärenden  Grunde,  als  Kegelschnitte  (KS)  be- 
zeichnen. Wir  sprechen  dann,  wo  die  Unterscheidung  wichtig  ist, 
vom  KS  als  Punktkurve  oder  als  Kurve  IL  Ordnung,  bezw.  vom 
KS  als  Strahlenkurve  oder  als  Kurve  IL  Klasse. 

118.  [Direkte  Transfomuitlon  von  fix,  x")  In  ¥{%iy  ti), 
von  ^{Uy  vi)  In  ^{x,  ä?).]  Sind  wir  im  vorigen  Artikel  unter  Be- 
nutzung der  Formel  (20)  zu  dem  Ergebnis  gelangt,  daß  f(x^  x)  =  0 
und  F{u,  u)  —  0,  fiedls  -4  +  0,  dieselbe  Kurve  darstellen,  so  wollen 
wir  jetzt  unter  derselben  Voraussetzung  die  quadratische  Form  f{x^  x) 
selbst  in  i^(u,  u)  transformieren. 

Zu  diesem  Zweck  benützen  wir  die  korrelative  Transformation 


(31) 


also 


(32) 


h  W  =  «n  ^1  +  «1»  «»  +  «1»  x^  =  «1 

U  W  =  «Jl  *i  +  «»^f  +  «M  ^8  =  "i 


,a,,N^  +  0, 


Ax^  -=  ^1 «,  +  ^l  H,  +  ^j  M,=  F^  (m) 

Ax^  —  Ay^  tt,  +  ^,  M,  +  ^„  M,  =  F^  (m) 
^jf,  -  ^1,  «1  + -4,,  ti,  +  ^„  M,  s  F,  (m) 


^„|-^»+0. 


Digitized  by 


Google 


118.  114.]    Allg.  proj.  Eigenschaften  d.  Kurven  II.  Ordnung  u.  II.  Klasse.  269 

Hieraus  ergibt  sich 

(33)     f{x,  X)  =2'^,  ax)  ^^x, «,  =  i^«'  F'  (")  -  i  ^(«> «)  • 

als  die  gewünschte  Transformation. 

Ist  nun  X  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  f{x,  x)  ^  0  oder  f,  so 
sind  nach  (21a)  /i  (x),  f^  (x)y  f^  (x),  also  nach  (31)  u^,  Wg,  w,  die  Koor- 
dinaten der  Tangente  von  f  im  Punkte  X,  und  diese  *  erfüllen  nach 
(33)  die  Gleichung  F(u,  u)  =  0,  weil  f{x,  x)  =  0  ist. 

Die  Tangente  im  Kurvenpunkt  X  von  f  ist  also  ein 
Strahl  u  von  F.  Nun  hat  aber  der  Berührungspunkt  dieses  Strahles  u 
nach  (21a)  die  Koordinaten  F^  (w),  F^  (u),  F^  (u),  er  ist  somit,  da  (32) 
die  inversen  Gleichungen  von  (31)  sind,  mit  dem  Punkt  X  identisch, 
d.  h.  die  Tangente  in  einem  Kurvenpunkt  X  von  f  ist  identisch  mit 
dem  Strahl  u  von  F,  dessen  Berührungspunkt  eben  dieser  Punkt  X 
ist.     Also  hat  man  das  Ergebnis: 

Die  Tangenten  von  f  sind  mit  den  Strahlen  von  F,  die 
BerührungspunktevonJ'sind  mit  denPunkten  von/*identisch. 

Entsprechendes  gilt  natürlich  für  ^(m,  w)  =»  0  und  <l>{Xj  x)  =  0. 

Hiermit  ist  für  den  Fall  eines  KSes  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  dasselbe  wie  im  vorigen  Artikel  und  zwar 
unabhängig  von  ihm  bewiesen. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  transformiere  die  in  Punkbkoordinaten 
gegebene  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  in  Linienkoordinateu. 

2.  Man  steUe  den  KS 

aV+6V+^V==0     (abc  +  0) 

in  Linienkoordinaten  dar. 

3.  Wie  sich  in  Art.  108  für  eine  Kurve  II.  Ordnung  aus  ihrer 
Gleichung  in  Cartesischen  Koordinaten  eine  Folge  von  Punkten 
ergab,  deren  Koordinaten  sich  beliebig  wenig  voneinander  unterschieden, 
so  kann  man  auch  für  eine  Kurve  II.  Klasse  (am  einfachsten  unter 
Benutzung  ihrer  Gleichung  in  Plückerschen  Koordinaten)  eine  Folge 
von  Strahlen  bilden,  die  die  gleiche  Eigenschaft  haben. 

Man  zeige,  daß  ein  KS  als  Strahlenkurve  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit dargestellt  wird  durch  das  ihm  „umschriebene"  Polygon, 
das  von  einer  solchen  Folge  von  Kurvenstrahlen  gebildet  wird,  wenn 
man  von  jedem  nur  das  von  dem  ihm  vorhergehenden  und  dem  ihm 
folgenden  begrenzte  Stück  beibehält. 

114.  [Bestimmunff  des  KSes  durch  fünf  Funkte  oder 
Tangenten.]     Da  die  Gleichung  des  KSes  fünf  Konstanten  enthält, 
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[114. 


nämlich   die  Verhältnisse   der   sechs   Koeffizienten   a.j^^  bezw.  a^^j 


so 


ist  ein  ES  i.  a.  bestimmt,  wenn  fünf  seiner  Punkte,  bezw.  Strahlen 
(Tangenten)  gegeben  sind.  Denn  setzt  man  in  f(x,  x)  =^0  sukzessive 
die  Koordinaten  der  fünf  Punkte  ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Verhältnisse  der  a^f^  fünf  lineare  homogene  Gleichungen. 

Sind   nun  A,  B,  C,  D,  E  fünf  reelle  Punkte  mit  den  Koordi- 
naten rtj,  a^j  a^;   fe^,  ftg,  63 ;    usw.,  so  ist 


a'   a« 


Xa  Xo        Xf,  Xi        Xi  Xt 


*  2  **'8     '*'S  •*'! 


1^2 


or,  On    tto  ^1    a.  a, 


(34) 


^2  wj     1A3  t*i 


1"2 


&1®     fcg*      63^      &2  63      63  \      6i  ?>2 


^l^J 


die  Gleichung  des  KSes  durch  jene  fünf  Punkte,   weil  sie  in  den  x^ 
vom  zweiten  Grade  ist  und  für  x^  ==  a,.,  ft^,  c,.,  rf,.,  e^  erfüllt  wird. 

Die  Koeffizienten  der  Gleichung  sind  die  Adjunkten  der  ersten 
Zeüe.  Die  Gleichung,  also  der  KS,  wird  daher  dann  und  nur  dann 
unbestimmt,  wenn  die  sechs  Determinanten  fünften  Grades  der 
Matrix 


;!  < 


V     V     <»»«»     "a**!     f^ifh 


(35) 


!i  «i' 


^8  ^2  ^        ^3   ^1        ^1  ^2 


sämtlich  Null  sind.    Was  bedeutet  dies  geometrisch  für  die  fünf  Punkte? 
Sind  jene   Determinanten   sämtlich   Null,   so   gibt   es   nach   der 
Determinantentheorie  fünf  Zahlen  X^,  A^,  A^,  A^,  A^,  die  nicht  sämtlich 
Null  und,  wenn  Ä,  B,  C,  D,  E  reell,  ebenfalls  reell  sind,  so  daß 


(36) 


+    A.V^O 
+    Ke,'^0 

.  +  A,  6361  =  0 

+  ^e«l«2=0. 


Komponiert  man  diese  Identitäten  mit  Wj^,  «(,*,  M3*,  2 w,  Wg,  2 u^  u^,  2  w^  ti^, 
wo  Ui,w,,t*3  noch  beliebige  Größen  sind,  und  benutzt  wie  früher  die 
Abkürzungen 

(37)  [a  u]  =  fli  Ml  +  Og  Mg  +  «8  ^*8?     ^sw., 
so  folgt: 

(38)  X,[auY  +  X,[buf  +  X,[cu]'  +  X.lduf  +  k^leuf^  0. 
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Von  den  k  kann  höchstens  eines  Null  sein.  Wären  nämlich  alle  bis 
auf  eines^  z.  B.  X^,  Null,  so  ginge  jede  Gerade  u  durch  den  Punkt  A, 
Wären  alle  bis  auf  zwei,  z.  B.  A^,  X^,  Null,  so  ginge  jede  Gerade  ti, 
die  mit  A  inzidiert,  auch  durch  B.  Wären  alle  bis  auf  A^,  1^,  A^ 
Null,  so  müßten  zwei  dieser  drei,  z.  B.  A^  und  A^,  gleiches  Vorzeichen 
haben;  aus  k^lau]^^—  Xf,[buY  —  XdcuY  ergäbe  sich  dann,  daß  jede 
reelle  Gerade  u  durch  A  auch  durch  B  und  C  gehen  müßte.  Also 
kann  höchstens  ein  A,  z.  B.  A^,  Null  sein. 

Sind  nun  alle  A  +  0,  so  müssen  mindestens  drei  A  gleiches  Zeichen 
haben;  es  seien  dies  A^,  A^,  A^.  Ist  aber  A^=0,  so  müssen  jedenfalls 
zwei  der  andern  A  gleiches  Zeichen  haben;  es  seien  dies  A^,  A^.  In 
beiden  Fällen  haben  also  in 

^«[««P+  ^»[&w]*=-  acM'+  a,[<Zm]»  +  A.M^ 

die  nicht  verschwindenden  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  das  gleiche 
Zeichen.  Eine  Gerade  durch  A  und  B  muß  also  auch  durch  C  und  i), 
und  wenn  A^+0,  auch  durch  E  gehen;  d.  h.  wenn  alle  Deter- 
minanten fünften  Grades  der  Matrix  (35)  gleich  Null  sind, 
so  liegen  mindestens  vier  der  gegebenen  fünf  Punkte  auf 
einer  Geraden. 

Liegen  umgekehrt  vier  der  gegebenen  fünf  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden, so  wählen  wir  diese  zur  Fundamentalgeraden  Xj^  —  0  des  Koor- 
dinatensystems, haben  also  z.  B.  a^  =  6^  =  Cj  =«  rf^  =  0,  und  hieraus 
folgt,  daß  alle  sechs  Determinanten  der  Matrix  (35)  Null  sind. 

Dualistisch  ausgesprochen  haben  wir  also  das  Resultat: 


Durch  fünf  beliebige  reelle 
Punkte  der  Ebene  ist  ein  KS 
als  Punktkurve  dann  und  nur 
dann  eindeutig  bestimmt,  wenn 
nicht  vier  von  ihnen  mit  der- 
selben Geraden  inzidieren. 


Durch  fünf  beliebige  reelle 
Strahlen  der  Ebene  ist  ein  KS 
als  Strahlenkurve  dann  und 
nur  dann  eindeutig  bestimmt, 
wenn  nicht  vier  von  ihnen  mit 
demselben    Punkt    inzidieren. 


Statt  durch  Gl.  (34)  kann  der  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  E 
bestimmte  KS  auch  durch  die  Gleichung 

(39)  (ade)(bce){abx){cdx)  —  (abe)(cde){adx)(bcx)  =  0, 

(und  ebenso  durch  die  durch  Permutation  der  fünf  Punkte  aus  ihr  ent- 
stehenden Gleichungen)  dargestellt  werden.  Denn  Gl.  (39)  ist  zweiten 
Grades  in  den  x  und  wird  offenbar  auch  für  a;|=  a^,  6^,  c^,  d^,  e^  er- 
füllt. Gl.  (39)  zeigt  unmittelbar,  daß  aUe  Koeffizienten  der  x^x^  in 
ihr  Null  sind,  wenn  vier  der  fünf  Punkte,  ob  diese  reell  sind  oder 
nicht,  auf  einer  Geraden  liegen.  Damit  haben  wir  die  zweite  Hälfte 
der  beiden  obigen  Sätze  auf  den  FaU,  daß  die  gegebenen  Elemente 
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nicht  sämtlich  reell  sind^  ausgedehnt.    Die  entsprechende  Ausdehnung 
der  ersten  Hälfte  wird  später  (Art.  138)  folgen. 

Übungsaufgaben:     1.   Man   zeige^   daß    die   linken  Seiten   der 
Gleichungen  (B4)  und  (39)  miteinander  übereinstimmen.^) 

2.  Man  bestimme  die  Gleichung  des  KSes  durch  die  Punkte  mit 
den  Cartesischen  Koordinaten:  —  1  0,  0  0,  10,  Ojl,  0  —1. 

3.  Man  bestimme  die  Gleichung  des  ES  es  durch  die  Tangenten 
mit  den  Plück  ersehen  Koordinaten:  Oj  —  1,  —  1  0,  —  2  1,  Ol,  10. 

115.  [S&tie  von  Pascal  nnd  Briaachon.] 

Satz  Yon  Pascal:  Bezeichnet  I      Satz     von    Brianchon:     Be- 


man  sechs  beliebige  reelle 
Punkte  in  beliebiger  Reihen- 
folge   mit    1,  2,  3,  4,  5,  6,    so 


zeichnet  man  sechs  beliebige 
reelle  Strahlen  in  beliebiger 
Reihenfolge  mit  1,  2,  3,  4,  5,  6, 


liegen   die  Schnittpunkte  der  so  schneiden  sich  die  Verbin- 


drei  Geradenpaare  12  und  45, 
23  und  56,  34  und  61  dann  und 
nur  dann  auf  einer  Geraden, 
wenn  die  sechs  Punkte  einer 
Kurve  II.  Ordnung  angehören. 


dungslinien  der  drei  Punkte- 
paare 12  und  45, 23  und  56,  34  und 
61  dann  und  nur  dann  in  einem 
Punkt,  wenn  die  sechs  Strahlen 
einer  Kurve  11.  Klasse  ange- 
hören. 


Wegen  der  Dualität  genügt  der  Beweis  des  Pascal  sehen  Satzes. 

Liegen  sowohl  die  Punkte  1;  3,  5  als  auch  2,  4,  6  auf  einer 
Geraden,  so  ist  bereits  in  Art.  67  bewiesen,  daß  die  Schnittpunkte 
von  12  und  45,  23  und  56,  34  und  61  auf  einer  Geraden  liegen. 
Andererseits  liegen  dann  die  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  auch  auf 
einem  KS,  da  ein  Geradenpaar  eine  quadratische  Gleichung  hat,  also 
ein  KS  ist.  Dieser  Fall  kann  daher  ausgeschlossen  werden,  und  wir 
dürfen  annehmen,  daß  etwa  1,  3,  5  nicht  auf  einer  Geraden  liegen. 

Wählt  man  nun  1,  3,  5  als  Fundamentalpunkte  des  Koordinaten- 
systems, so  seien  die  Koordinaten  der  sechs  Punkte 

12  3  4  5  6 

1,0,0;     ai,  0^,03;     0,1,0;     64,  6„  fc«;     0,0,1;     Ci,  c„  c,. 

Dann  sind  die  Koordinaten  der  Geraden 


1)  Man  vergl.  hierzu  und  zum  folgenden  Artikel  auch:  Hunyady,  Jonrn. 
f.  Math.  Bd.  83  (1877),  S.  76ff.;  Mertens,  ebenda  Bd.  84  (1878),  S.  366  ff.; 
Paach,  ebenda  Bd.89  (1880)  S.  247 ff.;  Gnndelfinger,  Vorl.  a.  d.  analyt,  Geom. 
d.  KegelBchn.,  herausgeg.  von  Dingeldey,  Leipzig,  Teubner  (1896)  S.  121  ff. 
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23 
34 


*s> 


56 
61 


—  c, 


■a> 


0, 


Ci,      0, 


0,       a,, 

also  die  der  Schnittpunkte  von 

12  und  45:  a^b^^,  a^b^,  a^b^, 

23  und  56:  a^q,  a^c^f  a^c^^ 

34  und  61:  b^c^,  ftgC^,  fcjCs' 

Die  äquivalente  Bedingung  dafür^  daß  diese  drei  Punkte  auf  einer 
Geraden  liegen^  ist  also 


(40) 


i)  = 


Ol  6^     ö,  6,     o,  6j 


-0. 


Andererseits  ist  nach  (34)  die  äquivalente  Bedingung  dafür,  daß 
die  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  auf  einem  KS  liegen,  das  Bestehen 
der  Gleichung 


(41) 


10     0      0  0       0 

0     10      0  0       0 

0     0     10  0       0 

<*i*  ö,*  aa*  a^a^  a^a^  a,  a^ 

V  V  V  6i«^»  hh  hh 

^*  ^*  V  CiC,  c,(i  c^q 


Die  letzte  Determinante  in  (41)  unterscheidet  sich  aber  von  D 
nur  durch  das  Vorzeichen^  womit  der  Beweis  des  Pascalschen  Satzes 
erbracht  ist. 

Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  werden  häufig  auch 
so  ausgesprochen: 


Bei  jedem  einer  Kurve  II. 
Ordnung  eingeschriebenen 
einfachen  Sechseck  liegen  die 
drei  Schnittpunkte  je  zweier 
Gegenseiten  auf  einer  Gera- 
den (der  „Pascalschen  Ge- 
ra d  e  n^^  des 
Sechsecks'^. 


,Pascalschen 


Bei  jedem  einer  Kurve  IL 
Klasse  um-schriebenen  ein- 
fachen Sechsseit  gehen  die 
drei  Verbindungslinien  je 
zweier  Gegenecken  durch  einen 
Punkt  (den  ^^Brianchonschen 
Punkt^^  des  ^^Brianchonschen 
Sechsseits'^. 


Heffter  n.  Koehler,  »nalytisohe  Geometrie,  I. 


18 
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Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise  den  Pascalschen  oder  den 
Brian chonschen  Satz  ohne  die  bezüglicli  der  Realität  der  Elemente 
gemachten  Einschränkungen. 

2.  Man  bestimme  die  Anzahl  der  Pascalschen  Sechsecke,  die 
sich  aus  denselben  sechs  Punkten  eines  KSes  bilden  lassen,  und 
studiere  die  Konfiguration  der  zu  ihnen  gehörigen  Pascalschen  Ge- 
raden.^) 

3.  Man  beweise:  Sind  A,  B,  C,  D  vier  beliebige  Punkte  einer 
Kurve  11.  Ordnung,  so  hat  für  jeden  fönften  Punkt  X  der  Kurve  das 
DV  (XA,  XB,  XC,  XD)  denselben Wett.  (Entsprechend  dualistisch.) 


1)  über  weitere  Eigenschaften  des  Pascalschen  Sechsecks  und  zagehörige 
Literatorangaben  vergL  Encyklopädie  der  math.  Wiss.  III  C.  1.  (Dingeid  ey) 
Nr.  20—22. 
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Siebentes  Kapitel. 
Projektive  Einteilung  der  Kegelsclinitte. 

116.  [Das  Trftffheltsffesets  der  quadratischen  Formen.] 

Wir  hatten  schon  Beispiele  von  quadratischen  Oleichnngen,  denen 
nur  imaginäre  Elemente  genügten,  und  von  solchen,  die  auch  durch 
reelle  erfüllt  wurden.  Zu  den  letzteren  gehört  z.  B.  die  Gleichung  des 
Kreises,  aber  auch  die  Gleichung  eines  Geraden-,  bezw.  Punktepaares. 
Deshalb  fragen  wir  jetzt  überhaupt  nach  den  projektiv  verschie- 
denen Arten  der  KSe  als  Punkt-  und  als  Strahlenkurven. 
Analytisch  müssen  wir  zu  dem  Ende  die  quadratischen  Formen  mit 
reellen  Koeffizienten  nach  solchen  Eigenschaften  klassifizieren,  die  bei 
allen  reellen  linearen  Transformationen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bestehen  bleiben. 

Solche  Eigenschaften  lehrt  uns  das  Trägheitsgesetz  der  qua- 
dratischen Formen  von  Sylvester^)  kennen: 

Wie  man  auch  -eine  reelle  quadratische  Form  von  be- 
liebig vielen  Größen  als  Summe  von  positiven  und  negativen 
Quadraten  reeller  linearer,  linear  unabhängiger  Formen  dar- 
stellen mag^),  die  Anzahl  der  positiven  und  die  Anzahl  der 
negativen,  also  auch  die  Anzahl  aller  Quadrate  ist  immer 
dieselbe. 

Beweis:  f  sei  eine  quadratische  Form  von  x^,  ^;  '  * ';  ^n  ^^^ 
reellen  Koeffizienten,  die  auf  zwei  Arten  als  Quadratsumme  dargestellt 
ist,  nämlich 

(1)  f^ !,«+  V+ ...  + 1/- 1/»- 1,'» 1;» 

(2)  f^  v+  V+ •••  +  V-  ni*-  %" n'A 

WO  die  S  und  g'  und  ebenso  die  i;  und  r^'  linear  unabhängige  lineare 


1)  Fhilos.  Magaz.  4.  Ser.  Bd.  4  (1862),  S.  138  ff.  —  Der  nachstehende  Beweis 
ist  im  wesentlichen  aus  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra  2.  Aufl.  I.,  Braun- 
Bchweig  1898,  S.  212  ff.,  entnommen. 

2)  Daß  eine  solche  Darstellung  immer  auf  unendlich  viele  Arten  möglich 
ist,  wird  in  Art.  118  gezeigt  werden. 

18» 
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Formen  der  ^i^  *  -  *>  ^»  mit  reellen  Koeffizienten  sind.     Dabei  ist 
(3)  v  +  v£n,      f*  +  jü'^», 

da  sonst  die  |  und  ^'y  bezw.  die  rj  und  rj'  nicht  linear  unabhängig 
wären. 

Angenommen  nun,  es  sei  v  <  ^,  dann  können  die  Vif'''yVfji 
nicht  von  den  g^,  •  •  •,  S^,  iy/,  •  •  •,  ly^l«  linear  abhängen,  da  sonst  aus 
den  ^  diese  Abhängigkeit  darstellenden  Gleichungen  die  v  Yariablen  ^ 
eliminiert  werden  könnten  und  eine  lineare  Relation  zwischen  den  r^ 
und  ij'  resultierte.  Wählt  man  also  in  den  v  +  f*'  (<  w)  Punktionen 
Ij,--,  ly,  Vi)"'}  V!»'  die  Variablen  iCi,---,  x^  so,  daß  jene  sämtlich 
Null  werden,  so  kann  man  über  diese  Variablen  immer  noch  so  ver- 
fögen,  daß  eines  der  iy,  z.B.  i?i  +  0,  also  etwa  =«  1  wird.  Für  ein 
solches  Wertsystem  der  x  würde  also  f  bei  der  Darstellung  (1)  ^  0, 
bei  der  Darstellung  (2)  >  0,  worin  ein  Widerspruch  liegt.  Daher 
war  die  Annahme  v  <,  (i  falsch. 

Auf  dieselbe  Weise  widerlegt  man  die  Annahme  ft  <,v.  Also 
ist  V  ^  (i. 

Ebenso  beweist  man,  daß  v  —  ft'  ist.  Der  Beweis  des  Trägheits- 
gesetzes ist  somit  erbracht. 

Wir  bemerken  noch,  daß  auch  die  Darstellung 

als  eine  Darstellung  von  f  durch  eine  QuadratsiTmme  bezeichnet  werden 
darf,  da  man  für  CiSi*-  •  •  immer   (yc^^iY'  •  •  schreiben  kann. 

117.  [Projektive  Einteilung  der  Kegelschnitte.]  Wir  nennen 
nun  ^)  die  Gesamtzahl  der  Quadrate,  durch  die  eine  quadratische  Form 
f  darstellbar  ist,  den  Rang()(/')  derPorm/*  und  bezeichnen  den  ab- 
soluten Betrag  der  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der  positiven  und 
der  Anzahl  der  negativen  Quadrate  als  die  Signatur  s(f)  der 
Gleichung  /*=•  ü. 

Da  die  linke  Seite  der  KS- Gleichung  in  Punktkoordinaten 

(4)  f{x,  x)=f{x^,  x^j  x^  =  ^a^XiX^^  0         (.-.i-i,«.») 

eine  ternäre  quadratische  Form  ist,  so  haben  wir  also  folgende  Falle 
zu  unterscheiden,  denen  wir  jedesmal  gleich  den  Typus  der  Quadrat- 
darstellung hinzufügen: 


1)  Im  Anschluß  an  Frobenius,  Sitz.-Ber.  d.  Berl.  Akad.  1894.  L  S.  241. 
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C(/)  =  3 

Qif)-^ 

\  s(f)  -  0, 

li*-|.»-0 

Q(f)  =  h 

(»(/^-l), 

l.«-o 

[<>(/•) -0, 

{s(f)-O), 

0-0. 

117.]  Projektive  Einteilung  der  EegelBchnitte.  277 


(5) 


Da  die  S  jedesmal  lineare,  linear  nnabhängige  Funktionen  der  x 
mit  reellen  Koeffizienten  sind,  so  können  wir  sie  als  Punktkoordi- 
naten in  einem  neuen  System  auffassen  und  dann  die  Gleichungen  (5) 
leicht  geometrisch  interpretieren.    Dabei  fangen  wir  unten  an. 

Ist  Q(f)  =^0,  so  sind  alle  Koeffizienten  der  Gleichung  NulL  Jeder 
Punkt  der  Ebene  gehört  der  Kurve  an.  Der  KS  ist  in  alle  Punkte 
der  Ebene  entartet. 

^  Q(f)"^^)  so  ist  die  Kurve  in  eine  reelle  Doppelgerade 
(Si  =  0)  entartet. 

Ist  Q{f)^2y  s(f)  =  0,  so  läßt  sich  f  in  zwei  reelle  lineare 
Faktoren  spalten:  der  KS  ist  in  ein  reelles  Geradenpaar  entartet. 

Ist  Q(f)  =  2,  s(f)  =  2,  so  ist  der  KS  in  ein  aggregiert  ima- 
ginäres  Geradenpaar  entartet. 

In  allen  diesen  Fallen  enthielt  die  Kurve  /*»  0  mindestens  eine 
reelle  oder  imaginäre  Gerade,  und  eben  deshalb  vnirde  sie  entartet 
genannt.  Im  Falle  Q^f)  =»  3  ist  dies  ausgeschlossen;  denn  ließe  sich 
von  f  ein  reeller  oder  imaginärer  linearer  Faktor  absondern,  so  bliebe 
ein  linearer  reeller  oder  der  zu  jenem  konjugiert  imaginäre  Faktor 
zurück.  Die  Gleichung  stellte  also  ein  reelles  oder  ein  aggregriert  ima- 
ginäres Geradenpaar  oder  eine  reelle  Doppelgerade  dar.  Wählte  man 
diese  reellen  Geraden,  bezw.  die  reellen  Geraden,  die  durch  den  reellen 
und  imaginären  Bestandteil  der  Gleichungen  des  aggregiert  imaginären 
Paares  geliefert  würden,  als  Fundamentalgerade  des  Koordinaten- 
systems, so  erhielte  die  Gleichung  im  Falle  q  (f)  =  3  eine  der  Formen 
Si'*=0,  Si'^±  Ss'^— 0,  was  nach  dem  Trägheitsgesetz  unmöglich  ist. 
Im  Falle  (>(/*)  =  3  enthält  also  der  KS  keine  Gerade,  imd  deshalb 
nennen  wir  ihn  in  diesem  Falle  nicht  entartet.  (Daß  diese  Defini- 
tion des  nicht  entarteten  KSes  mit  der  in  Art.  112  gegebenen  über- 
einstimmt, wird  Gleichimg  (24)  in  Art.  121  zeigen.) 

Ist  Q{f)  =  3,  s{f)  =  1,  so  enthält  der  KS  f^O  reelle  Punkte, 
z.B.  Si  =  0,  la^Ss^^^i  ®^  ^s*  ®^   reeller  nicht   entarteter  KS. 

Ist  ()(/")  =  3,  s(/')  =  3,  so  enthält  der  KS  nur  imaginäre 
Punkte;   er  ist  ein  imaginärer  nicht  entarteter  KS. 
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Stellen  wir  diese  Ergebnisse  mit  den  zu  ihnen  dualistischen  zu- 
sammen, so  haben  wir  also  die 

projektive  Einteilung  der  Kegelschnitte 
als 

Euryen  IL  Klasse. 


Kurven  II.  Ordnung. 
Die  Kurve  IL  Ordnung 

fix,  x)  ^^aa^iXj,  —  0 

ist  für 

Q{f)  »  3:   nicht  entartet  und 
zwar  für 

s(/')  =  3:   imaginär, 
s{f)  =  1:   reell, 

p(/')  =  2:   ein      Geradenpaar 
und  zwar  für 

8{f)  =»  2:    aggregiert  ima- 
ginär, 

«(/•)- 0:    reell, 

()(/")  =  1:   eine  (immer   reelle) 
Doppelgerade, 

gif)  «  0:   in  alle  Punkte  der 
Ebene  entartet. 


Die  Kurve  II.  Klasse 

ist  für 

Q{q>)  =  3:   nicht  entartet  und 
zwar  für 

s{tp)  =  3:   imaginär, 
s{q>)  =  1:   reell, 

Q{tp)=^2i   ein    Punktepaar 
und  zwar  für 

5(9)  =  2:   aggregiert  ima- 
ginär, 

s{q>)  =  0:   reell, 

()(9)  =  1:    ein    (immer  reeller) 
Doppelpunkt, 

()(g?)  =  0:   in  alle  Geraden  der 
Ebene  entartet. 


118.  Oharakteristlsche   Oleichung   einer  quadratischen 

Porm.]^)     Die  nächste  Frage  ist  jetzt  natürlich  die:   Wie  erkennt 
man  aus  den  Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung 


(4) 


f{x,x)=^a^j^x^Xj,^0 


Bang  und  Signatur?  Oder:  Welches  sind  die  aus  Gleichung 
(4)  direkt  zu  entnehmenden  Kriterien  für  die  projektive  Be- 
schaffenheit des  durch  sie  dargestellten  KSes?  Nach  dem  Träg- 
heitsgesetz braucht  man,  um  solche  Kriterien  zu  erhalten,  die  qua- 
dratische Form  f  nur  in  irgend  einer  Weise  in  eine  Quadratsumme 
umzuwandeln.    Es  wird  sich  aber  zeigen,  daß  wir  zu  den  elegantesten 


1)  Vgl.  zu  Art.  118—121,  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  126  (1908),  S.  83  tt. 
und  außer  der  dort  angegebenen  Literatur  noch:^  Frobenius,  Sitz.-Ber.  d. 
Berl.  Ak.  1884,  LS.  250;  Gundelfinger,  Joum.  f.  Math.  Bd.  127  (1904),  S.  85flF. 
und  die  daselbst  angegebenen  historischen  Notizen. 
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Kriterien  gelangen,  wenn  wir  diese  Umwandlang  mittelst  einer  ortho- 
gonalen Substitution  ausführen. 
Durch  die  Transformation 

^1  -=  «i  Si  +  A  ^  +  Vi  U 

(6)  ^,-««Si  +  AS2  +  y«5, 

wobei  die  reellen  a,  ß,  y  zunächst  nur  der  einzigen  Bedingung  {aßy)  +  0 
unterworfen  seien,  wird  nach  Art.  107  (9) 

(7)  fix,  X)  =  /•(«, «)  I,« + aß,  ß)  I,» + fir,  r)  I.*  +  2f(ß,  y)  S,  5, 

Damit  dieser  Ausdruck  eine  Quadratsumme,  d.  h. 

(8)  /•(^,a;)-A,S,»+A,|,«+A,|,» 

werde,  brauchen  also  die  zwölf  disponiblen  Größen  a^,  ß^,  y,-,  X^  (»=i,a,8) 
nur  den  sechs  Gleichungen 

(9)  /•(«,«) -Ai,      f(ß,ß)-i,,      f(r.r)'h 

(10)  fiß,r)'0,      Ay,«)-o,      /•(«,/J)-o 

ZU  genügen,  womit  zunächst  gezeigt  ist,  daß  die  Umwandlung  von 
f(Xy  x)  in  eine  Quadratsumme  in  der  Tat  auf  unendlich  viele  Arten 
möglich  ist  (s.  S.  275  Anm.  2)). 

Wir  legen  nun  den  a,  /3,  y  weiter  die  Bedingung  auf,  daß  (6) 
eine  orthogonale  Substitution  (s.  Art.  46  und  47)  werde  und  zwar 
speziell  eine  solche,  durch  die  die  Quadratsumme  x^  +  x^^  +  x^  in  die 
Quadratsumme  li*+  f,*+  Ij*  selbst  (d.  h.  nicht  in  C(gi»+  5,*+  Ss*)) 
übergeführt  wird.  Die  a,  /3,  y  müssen  dann  noch  den  sechs  Glei- 
chungen genügen 


(IIa) 


(IIb) 


yi  «i  +  y«  a»  +  y«  «s  =  0 


aus  denen  die  weiteren  sechs  Gleichungen  folgen: 


(12a)        a,''+ft»+y,*-l      (12b) 

Daß  die  zwölf  Größen  a,  ß,  y,  X  den  zwölf  Gleichungen  (9), 
(10),  (11),  (und  folglich  auch  (12))  gemäß  immer  bestimmt  werden 
können,  ist  jetzt  zu  zeigen.     Diejenigen  drei  der  sechs  Gleichungen 


a»as  +  AA+y»y8  =  o 
«»ai  +  AA  +  yjyi-'O 
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(9)  nnd  (10),  die  die  a  enthalten^  können  in  die  Fonn  gesetzt  werden 

(13)      2''ifM-h,    2ßifM'^,    2rifM-o. 

W  (')  (0 

Komponiert;    man    diese  zuerst  mit   cr^,  ß^,  y^,  dami  mit  a,,  ß^,  y^, 
endlich  mit  a,,  /3,,  y^  und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (12),  so  folgt 

(   A(«)  =  »ll«l  +  <»««l+Ow«i-'*l«l 

(14a)  Wi(a)  =  ajiai  +  OM«f»+«M«s -•*!«» 

(  /■,(«)  =  aMai  +  a„a,+  a„as=A,a,. 

Ebenso  ergeben  sich  die  Gleichungen 

\fi(ß)  =  ^ßx 
(14b)  ^f,{ß)~i,ß,  (14c) 

Genügen  umgekehrt  die  a^,  ßf,  Y%y  K  ^®^  Gleichungen  (14)  und 
ist  [oißy]'  eine  orthogonale  Substitution,  so  gelten  auch  die  Glei- 
chungen (9)  und  (10),  wie  sich  durch  Komposition  der  Gleichungen 

(14)  mit  den  a,  bezw.  mit  den  ß  imd  den  y  ergibt. 

Damit  die  a,  die  ß,  die  yy  die  nach  (6)  nicht  alle  gleich  Null 
sein  dürfen,  aus  den  homogenen  linearen  Gleichungen  (14)  be- 
rechnet werden  können,  müssen  A^,  A,^  A,  als  Wurzeln  der  Gleichung 

(15)  ^W=    «M  a^t-k   Ojs 

«81  (hi  «8S  —  -^ 


fiir)' 

-hn 

f.ir)' 

'hrt 

Ur)' 

=  hn 

0 


gewählt  werden.  Diese  kubische  Gleichung,  deren  wichtigste  Eigen- 
schaften jetzt  festgestellt  werden  müssen,  nennen  wir  die  zu  der 
quadratischen  Form  f(Xy  x)  gehörige  charakteristische  Glei- 
chung. 

119.  [BigenschaAen  der  cliarakteristlsolien  Gleichung.] 

I.  Die  charakteristische  Gleichung  hat  nur  reelle  Wurzeln. 

Wäre  nämlich  Aj «  p  -|-  tf  i  (tf  +  0),  so  wäre  etwa  Aj  ==  (>  —  öi. 
Es  wären  dann  auch  die  aus  (14  a)  sich  ergebenden  a  und  die  aus 
(14b)  sich  ergebenden  ß  zueinander  konjugierte  komplexe  Zahlen, 
wenn  der  allen  a  und  der  allen  ß  gemeinsame  willkürliche  Faktor 
übereinstimmend  gewählt  wird.     Also  wäre 
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Komponiert  man  aber  die  Gleichungen  (14  a)  mit  den  ß,  die  Glei- 
chungen (14b)  mit  den  a,  so  folgt 

also  ergäbe  sich 

(16)  {X,  -  X,)  {d,'  +  B,'  +  d,»  +  B,'  +  d,»  +*,«)-  0. 

Da  nun  A^  —  il,  =  2  tf  i  +  0,  müßten  alle  d  und  alle  £,  also  alle  a 
und  alle  ß  NuU  sein^  was  nicht  der  Fall  ist.  Also  hat  (lö)  nur 
reelle  Wurzeln. 

n.  Sind  Aj,  X^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Gleichung  und  wird  tXj^ia^ia^  nach  (14a)^  ßi'ßt-ßz 
nach  (14b)  berechnet,  so  ist 

(17)  «iA+«,A+«8Ä==0- 

Denn  wie  oben  folgt 

wobei  nach  Voraussetzung  A^  —  A,  +  0  ist. 

ni.  Der  Verschwindungsgrad  von  -4(AJ  (A=i,a,8)  ist  =  1, 
=»  2  oder  =  3,  je  nachdem  X^  eine  einfache,  doppelte  oder 
dreifache  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  ist. 

Beweis:  Setzt  man  in  A(X)  A=»Aji+/i  und  ordnet  nach  Po- 
tenzen von  ^,  so  geht  Gl.  (15)  über  in 

(18)  -  fi»+  (i'2(<^u-  h)  - 1^:2  Ai(h)  +  MK)  =  0, 

(0  (0 

wo  die  Af^{X)  die  Hauptunterdeterminanten  (d.h.  die  Adjunkten  der 
Elemente  a^^'—X  der  Haupt  diagonale)  von  Ä{X)  sind,  und  diese 
Gleichung  hat   ebenso    oft   die  Wurzel   f*  —  0   wie  (15)    die  Wurzel 

Nun  folgt  aus  den  für  eine  symmetrische  Determinante  dritten 
Grades  ^  =  |  a^^  {  geltenden  Formeln 

(20)  ^n=-«ii%*-«a       J 

unmittelbar:^) 

Ist  -4.  =  0,  so  haben  die  nicht  verschwindenden  Haupt- 
unterdeterminanten An  gleiches  Zeichen. 

Ist  -4.  =  0  und  sind  alle  -4|^=0,  so  sind  auch  alle  A^j^^^O, 


1)  Diejenigen  der  folgenden  Sätze,  bei  denen  die  Vorzeichen  nicht 
mitspielen,  bleiben  unverändert  anch  dann  gültig,  wenn  die  a^j^  komplexe 
Werte  besitzen. 
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Sind  alle  J^^O,  so  haben  die  nicht  rerschwindenden 
a^j  gleiches  Zeichen. 

Sind  alle-4^,.  =  0  nnd  alle  a^,««0,  so  sind  auch  alle  a^^^O. 

Der  Verschwindungsgrad  v(A)  einer  symmetrischen  Deter- 
minante wird  also  schon  aus  Ä  und  den  Summen  der  Haupt- 
unterdeterminanten ^Ä^i  und  Saji  erkannt;  denn  es  ist  nach 
den  obigen  Sätzen 

V  (Ä)  «  1,  wenn  J.  =■  0,  aber  ^-4,,.+  0, 

v{Ä)  =  2,  wenn  J.  =  0,    ^-4^,=  0,  aber  ^a^^+  0, 

V  (Ä)  =  3,  wenn  Ä^O,    ^Ä^^  =  0  und  ^a^^  =  0. 

Ist  nun  l]^  eine  einfache  Wurzel  von  (15),  also  ft  =■-  0  eine 
einfache  Wurzel  Ton  (18),  so  ist  Ä(Xf^  =»  0,  2A^^{X^  +  0,  also  der 
Verschwindungsgrad  t?[^(A;^)]  «  1. 

Ist  Xj^  zweifache  Wurzel  von  (15),  so  ist  nach  (18)  A{X^  =  0, 
yA^^{x;)  =  0,  aber  ^(a^.-  Aj  +  0,  also  v\Aa^'\  =  2. 

Ist  Xj^  dreifache  Wurzel  von  (15),  so  ist  nach  (18)  A{Xj)  =  0, 
^Ai  (^a)  =  0  und  ^(cr,.^—  AJ  =  0,  also  v  [A  (A^)]  =  3. 

Hiermit  ist  Satz  III.  bewiesen. 

120.  [Orfhoffonale  Transformation  einer  quadratischen 
Form  In  eine  Qnadratsnmme.]  Nunmehr  können  wir  endlich 
zur  Berechnung  der  Koeffizienten  o:,  /3,  y  unserer  Transformation  aus 
den  Gleichungen  (14)  schreiten. 

A.  Sind  alle  drei  Wurzeln  A^,  Aj,  A3  von  (15)  verschieden,  so 
erhalten  wir  aus  (14a),  (14b),  (14c)  für  die  Verhältnisse  0^:0^:03, 
ßi'ßi'  ßs>  yi'Yt-  Yz  bestimmte  Werte.  Die  or^,  /3^,  y^  selbst  können 
also  noch  den  Gleichungen  (IIa)  entsprechend  gewählt  werden.  Nach  11. 
(im  vorigen  Artikel)  sind  auch  die  Gleichungen  (Hb)  erfüllt.  Die  so 
bestimmten  a,  ß,  y  bilden  also  eine  orthogonale  Substitution  und  er- 
füllen zusammen  mit  A^,  A,,  A3  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  also  die 
Gleichung  (8). 

B.  Ist  Ai^Aj+Aj,  so  sind  die  Gleichungssysteme  (14  a)  und 
(14  b)  für  die  a  und  die  ß  identisch.  In  diesem  System  (14  a)  für 
die  a  ist  aber  nach  III.  (im  vorigen  Artikel)  v  [-^.CA^)]  =  2,  d.  h.  schon 
je  zwei  der  drei  Gleichungen  sind  Hnear  abhängig;  man  hat  also 
für  die  a  zunächst  nur  eine  einzige  Gleichung,  z.  B.  «ä  «i  +  «12  «j 
+  ^^18  «8  ^  ^1  ^-  Wählt  man  die  a  irgendwie  gemäß  dieser  Gleichung 
und  zugleich  gemäß  der  Relation 
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80  kann  man  die  Verhältnisse  der  ß  stets  den  beiden  Gleichungen 

«U  ßl  +  «It  A  +  »18  A  "^  ^1  ßi 

(21)  «iA+«,A+«,A-0 

gemäß  bestimmen^  die  ß  selbst  aber  noch  der  Relation 

A*+A»+/3,»-i 

gemäß  wählen. 

Zu  il,  berechnen  sich  die  y  wie  im  Falle  A.  Die  so  bestimmte 
Substitution  [ccßy]  ist  wiederum  orthogonal  (nach  IL  und  (21)) 
und  bewirkt  die  Gültigkeit  von  Gleichung  (8). 

C.  Ist  endlich  A^^A^^^A,,  so  sind  die  drei  Systeme  (14)  mit- 
einander identisch^  und  zwar  sind^  da  nach  IQ.  v[A{X{)]^S,  alle 
Koeffizienten  in  diesem  Gleichungssystem  gleich  NuU.  Die  a,  ß,  y 
brauchen  also  nur  gemäß  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  gewählt 
zu  werden.     Eine  solche  Wahl  ist  z.  B.- 


(22) 


\oißy\    ist    dann    wieder    eine    orthogonale    Substitution ^    die    das 
Bestehen  von  (8)  bewirkt.     (Als  Übungsaufgabe  folgere  man  aus 
t;[J.(Ai)]  =  3,  daß  in  diesem  Fall /"=  0^(0:1*+ ä*j*+ Xj*)   sein  muß, 
also  bereits  eine  Quadratsumme  ist.) 
Somit  haben  wir  das  Resultat: 

Eine   beliebige    ternäre    quadratische   Form  f{x,  x)   mit 
reellen  Koeffizienten  läßt  sich  stets  und  zwar  mittels  einer 
orthogonalen     Substitution     {a/3y}     in     eine    Summe     von 
Quadraten 
(8)  /•(aJ,a;)  =  A,|,»+A,|,»+A,$,» 

verwandeln,   deren  Koeffizienten  die  Wurzln   der  zu  f  ge- 
hörigen charakteristischen  Gleichung  sind. 

121.  [Die  charakteristiBChe  Beihe  einer  qnadratlBChen 
Form.]  Haben  wir  durch  Auflösung  der  charakteristischen  Gleichung 
die  Zahlen  A^,  A,,  Aj  gewonnen,  so  haben  wir  nach  (8)  in  der  An- 
zahl der  nicht  verschwindenden  Wurzeln  A  den  Rang  von  f  und  durch 
ihre  Vorzeichen  auch  die  Signatur  von  /*=0.  Wir  können  aber 
diese  die  projektive  Art  des  KSes  /'»O  bestimmenden  Zahlen  auch 
ohne  Auflösung  jener  kubischen  Gleichung  finden. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  aus  den  Koeffizienten  der 
charakteristischen  Gleichung 
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(15)  -  A»+  A^^a,."  Ü^An+Ä  -  0 

in  umgekehrter  Reihenfolge  und  mit  abwechselnden  Vorzeichen  ge- 
bildete Reihe 

(23)  Ä,    2Ai,    2au,    1 

als  die  zu  der  quadratischen  Form  f{xy  x)  oder  zu  der  Deter- 
minante A  gehörige  charakteristische  Reihe.  Sie  ist  unmittel- 
bar aus  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Form  f  zu  bilden. 

So  yiele  Glieder  am  Anfang  dieser  Reihe  verschwinden^  so  viele 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  sind  Null^  um  so  viele  Ein- 
heiten ist  also  der  Rang  von  f  kleiner  als  3.  Die  Anzahl  der  am 
Anfang  von  (25)  verschwindenden  Glieder  ist  aber  nach  den  in  Art.  119 
beim  Beweise  von  III.  aufgestellten  Sätzen  über  symmetrische  Deter- 
minanten zugleich  der  Verschwindungsgrad  v{Ä)  der  Deter- 
minante A.    Also  haben  wir  zunächst 

(24)  p(n-3-«(^). 

Hiermit  ist  der  Rang  von  /'  durch  den  Verschwindungsgrad  der  Deter- 
minante A  von  f  ausgedrückt.  Dieser  aber  ist  unmittelbar  aus  der 
charakteristischen  Reihe  abzulesen: 

Der  Verschwindungsgrad  der  Determinante  A  ist  gleich 
der  Anzahl  derdem  ersten  nichtverschwindenden  Glied  voran- 
gehenden Glieder  der  charakteristischen  Reihe  von  A  (oder/*). 

Aus  der  charakteristischen  Reihe  können  wir  aber  auch  die  Vor- 
zeichenverteilung bei  den  nicht  verschwindenden  Wurzeln  k  der  cha- 
rakteristischen Gleichung  ablesen,  also  die  Signatur  s  (f)  der  Gleichung 
/*=0  bestimmen.     Hierzu  dient  der  algebraische  Satz: 

„Hat  die  Gleichung 

f(x)  =  af-a^af"-^  +  a^sf*'^ ±««=-0 

lauter  reelle  Wurzeln,  so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich 
der  Anzahl  der  Zeichenfolgen,  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

^ny     öt„_i,     flr„_a,  ..-,     «1,     1, 
wobei    die   am   Anfang    etwa   verschwindenden    Glieder   fortgelassen,, 
intermediär  verschwindende   aber  nach  Belieben  positiv  oder  negativ 
gezählt  werden."*)     Denn  aus  ihm  folgt  direkt: 

1)  Dieser  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  Harriot sehen  oder  C artesischen. 
Satzes,  s.  z.  B.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra  I,  2.  Aufl.  (1898),  S.  850.  —  Netto, 
Vorlesungen  über  Algebra  I.  (1896),  S.  219.  Wir  lassen  hier  zur  Bequemlichkeit 
des  Lesers  einen  Beweis  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  selbst  folgen: 

Der  Satz  gilt  offenbar  für  n  »=  1.  Wir  nehmen  an,  er  gelte  bis  einschließ* 
lieh  n—  1,  und  folgern  seine  (Hltigkeit  für  n. 
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Die  Signatur  der  Gleiclmng  /*«0,  die  wir  jetzt  auch  als 
Signatur  ihrer  Determinante  Ä  bezeichnen^  ist  gleich  dem 
absoluten  Betrag  der  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der 
Zeichenfolgen  und  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  cha- 
rakteristischen Reihe  von  f  oder  A. 

Bezeichnet  man  also  die  Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  cha- 
rakteristischen Reihe  mit  ZF,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  mit 
ZWy  so  ist  die  Signatur 

(25)  s{f)  =  s(Ä)^\ZF^^W\, 

132.  [Kriterien  für  die  projektive  Klaeelllkatlon  der  KBe. 
Beettmmnng  der  elngul&ren  Blemente.]  Das  Resultat  der  bis- 
herigen Entwicklungen  dieses  Kapitels  können  wir  folgendermaßen 
zusammenfassen : 


Ist  ein  ES  als  Pnnktknrre 

f{Xf  x)  =  2  da  a?<  a?*  =  0 


Ist  ein  ES  als  Strahlenkurre 


Wir  können  annebmen^  a»  sei  «^0,  da  andernfalls  die  Gleichung  ^=-0 
die  ein-  oder  mehrfache  Wurzel  Null  hat  und  der  Beweis  dann  nur  für  die 
von  ihr  befreite  Gleichung  gefiihrt  zu  werden  braucht. 

Da  nun  f(x)^0  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  gilt  das  Gleiche  von  der  aus 
der  Ableitung  von  f{x)  gebildeten  Gleichung 

r(a;)  =  naj»-i-(n-l)aia^-«+...:Fa„_i=Q, 
und  die  einfachen  Wurzeln  dieser  Gleichung  trennen  die  Wurzeln  von  /*»»  0 
voneinander,  während  jede  v- fache  Wurzel  von  /*'«=0  mit  einer  (v4"  1)- fachen 
von  f^O  zusammenfällt.  (Vgl.  Weber,  a.  a.  0.  S.  362.  Xm.)  f^O  hat  also 
stets  mindestens  ebenso  viele  positive  und  ebenso  viele  negative  Wurzeln  wie 
/^  s=  0.  Die  Zahl  der  i)Ositiven  und  negativen  Wurzeln  von  /*'=  0  wird  aber  nach 
unserer  Annahme  durch  die  Zahl  der  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel  in  der 
Reihe  a„«i,  «„-j,  •••,  o,,  Oj,  1  gegeben.    Es  sei  nun 

1)  ««-1+^-  Dsam  hat  /"=0  nicht  die  Wurzel  Null,  und  die  Gleichung 
/*=  0,  die  auch  nicht  die  Wurzel  Null  hat,  hat  eine  positive  oder  eine  negative 
Wurzel  mehr  wie  /"=0.  Im  ersteren  Fall  stellt  aber  a„,  a„_i  eine  Zeichen- 
folge, im  letzteren  einen  Zeichenwechsel  dar,  da  a„  das  Produkt  aller  Wurzeln 

von  f=0,  -a„^i  das  Produkt  aller  Wurzeln  von  /*'  =  0  ist.     Also  entspricht 

die  Reihe  a„,  a„_i,  a^.,,  •  •  •,  o,,  1  der  Aussage  des  Satzes.    Ist  aber 

2)  a„_i=0,  so  ist  a„_2=(-0.  Denn  f'^0  kann  x=^0  nur  als  einfache 
Wurzel  besitzen,  weil  f=0  nicht  durch  x^O  erfüllt  wird.  Hieraus  folgt  aber 
auch,  daß  /*=  0  jetzt  eine  positive  und  eine  negative  Wurzel  mehr  hat 
als  ^'=0,  daß  also  a„  und  a^.,  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  müssen. 

Dann  hat  aber  die  Reihe  o„,  a„_i=sO,  (i„_,,  -,  a^,  1  (ob  a„_j  als 
positives  oder  als  negatives  Glied  gerechnet  wird)  einen  Zeichenwechsel  und 
eine  Zeichenfolge  mehr  als  die  Reihe  a„_,,  a„_s,  .•,  a^,  1  und  gibt  folglich 
wiederum  die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  von  /*=  0  richtig  an. 
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gegeben^    so    bildet    man   aus 
J.  =  I  a,.  I   die  charakteristische 


*ik 


Reihe 

and    bestimmt    au«    ihr    v(Ä) 
und  s{Ä). 

Dann  ist  der  KS  für 

t;(^)  =  0:  nicht    entartet,    und 
zwar  für 

s(Ä)^S:  imaginär 5 
s(Ä)=-l:  reell, 

v{Ä)  »  1:  ein  Oeradenpaar,  und 
zwar  für 

s{Ä)^  2:  aggregiert  imagi- 
när, 

s{Ä)  =  0:  reell, 

v{Ä)^2:  eine  (reelle)  Doppel- 
gerade, 

t;(^)»3:   in  alle  Punkte   der 
Ebene  entartet. 


gegeben,    so    bildet    man  aus 
A  E  I  a,.  I   die   charakteristische 


*ii 


Reihe 

A,   ^A..„   ^a^i,  1 

und    bestimmt    aus    ihr    v(k) 
und  5(A). 

Dann  ist  der  KS  für 

t;  ( A)  »  0 :  nicht    entartet,    und 
zwar  für 

5(A)«»3:  imaginär, 
s(A)  —  1:  reell, 

t;(A)»l:   ein  Pnnktepaar,   und 
zwar  für 

5(A)»2:  aggregiert   imagi- 
när, 

s(A)«0:   reell, 

i?(A)  =  2:   ein  (reeller)  Doppel- 
punkt, 

t?(A)  =  3:  in  alle  Geraden  der 
Ebene  entartet. 


In  Art.  120  haben  wir  die  Transformation  einer  beliebig  vor- 
gelegten KS- Gleichung  in  die  Gestalt  (8)  durch  Einfahrung  eines 
neuen  Koordinatendreiecks  vollständig  durchgeführt.  Durch  die  Wahl 
eines  neuen  geeigneten  Einheitspunktes  kann  nun  nach  Art.  57  jede 
Koordinate  noch  mit  einer  beliebigen  Konstanten  multipliziert,  also 
jeder  positive^  bezw.  negative  Koeffizient  in  Gleichung  (8)  » +  1  > 
bezw.  »—1  gemacht  werden;  d.h.  die  Gleichung  eines  KSes 
kann  immer  auf  ein  solches  projektives  Koordinatensystem 
bezogen  werden,  daß  sie  eine  der  Formen  (5)  (Art.  117)  erhält: 


(P.  N.) 


Diese   Formen   wollen   wir   die    projektiven  Normalformen   der 
KS-Gleichung  nennen. 


I. 

li*+l«'+68*-o 

n. 

ll'+S,*-63*=0 

m. 

lx»+l,»-0 

IV. 

lx*-l,*=0 

V. 

V-0. 
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Aus  der  Normalform  der  Gleichung  eines  nicht  entarteten 
KSes  in  Punktkoordinaten  geht  (nach  Art.  113)  seine  Gleichung 
in  den  zugehörigen  Linienkoordinaten  einfach  dadurch  her* 
Yor^  daß  man  die  Punktkoordinaten  durch  Linienkoordinaten 
ersetzt. 

Nach  Art  111  (22a)  sind  die  Koordinaten  der  singulären  (d.h< 
keine  bestimmte  Tangente  besitzenden)  Punkte  des  KSes  f(x,  a;)  «  0 
die  gemeinsamen  Lösungen  der  drei  Gleichungen 

/l  W  =  «11  ^1  +  ^1%  ^2  +  «18  ^3  ==  0 

(26)  /i(^)  =  ö«i^i  +  «82^2+«a8^  =  0 

Wenn  wir  den  trivialen  PaU  v  (Ä)  =  3  ausschließen,  so  können 
höchstens  zwei  dieser  Gleichungen  identisch  erfüllt  sein  (d.  h.  lauter 
yerschwindende  Koeffizienten  besitzen).  Ist  nun  v  (Ä)  ««  2,  so  stellen 
je  zwei  nicht  identisch  erfüllte,  da  ihre  linken  Seiten  dann  linear 
abhängig  sind,  dieselbe  Gerade  dar.  Ist  i;(^)«-l,  so  bestimmen 
die  nicht  identisch  erfüllten  der  Gleichungen  (26)  nach  Art.  65 
oder  66  einen  Punkt,  während  sie  für  v  (Ä)  =  0  keine  gemeinsame 
Lösung  (außer  Xj^^  x^=^  x^=^  0)  haben.  Also  besitzt  der  KS  f^O 
für  V  (A)  =  2  eine  von  singulären  Punkten  erfüllte  Gerade,  für  v(Ä)  ==  1 
einen  einzigen,  für  v  (Ä)  —  0  keinen  singulären  Punkt.  Da  femer 
aus  (P.N.)in.  und  IV.,  bezw.  V.  direkt  folgt,  daß  für  v{Ä)^l  der 
Schnittpunkt  oder  Träger  (l^  =  0,  f,  =  0)  des  Geradenpaares  dessen 
singulärer  Punkt  ist,  bezw.  für  v  (Ä)  =  2  die  ganze  Doppelgerade  aus 
singulären  Punkten  besteht,  so  haben  wir  das  (zugleich  auch  für  den 
KS  als  Strahlenkurve  geltende)  Resultat: 

Ein  nicht  entarteter  KS  besitzt  kein  singuläres  Element 
Ein  Elementepaar  hat  in  seinem  Träger  ein  singuläres 
Element. 

Ein  Doppelelement  trägt  lauter  singulare  Elemente. 

Übungsaufgabe:  Man  wende  die  Kriterien  dieses  Artikels  auf 
die  Normalformen  der  KS- Gleichung,  sowie  auf  beliebige  andere  qua- 
dratische Gleichungen  an. 

133.  [Transformation  der  Oleichnng  eines  Elemente- 
paares  ohne  Benntsung  der  oharakteristiBchen  Oleichung.} 

Nach  den  vorangehenden  Entwicklungen  können  wir  die  Gleichung 
eines  Elementepaares,  z.  B.  eines  Geradenpaares,  stets  in  die  einfache 
Gestalt 

transformieren  und  diese  also  in  zwei  reelle  oder  konjugiert  imaginäre 
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lineare  Gleichnngen  spalten.  Aber  wir  müssen  die  kubische  cha- 
rakteristische Gleichung  auflösen,  um  die  X  zu  finden^  und  die  a,  ß,  y 
berechnen,  um  die  Ausdrücke  der  x  durch  die  %  zu  kennen.  Deshalb 
soll  jetzt  noch  gezeigt  werden,  wie  wir  auch  ohne  Benutzung  der 
charakteristischen  Gleichung  die  Gleichung  des  Geradenpaares  durch 
nur  zwei  Koordinaten  ausdrücken  und  demnach  in  ^ei  lineare 
Gleichungen  spalten  können. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  zunächst  mit  der  gegebenen  Gleichung 


(4) 


eine  Transformation  vor,  die  nur  voraussetzt,  daß  nicht  alle  Haupt - 
Unterdeterminanten   A^^ » 0   sind,    die    also    nie    versagt,   wenn 
V  (Ä)  =  1  ist,  aber  auch  für  v  (Ä)  «-  0  gelten  kann. 
Ist  etwa  Ä^^  +  0,  so  setzen  wir 


(27) 


wobei  die  Substitutionsdeterminante 
formation 


(28) 


a^l- 

V 

1    ^st 

V 

x,- 

< 

^i- 

< 

f 

mina 

ute 

=  1 

ist 

and 

die 

inTene 

Trans- 

<  = 

■«1 

A. 
A. 

^t 

V- 

■«» 

^s 

lautet. 


Ans  (27)  folgt 


(29) 


/i(«) 


asia;i'+OM«»'  +  2;;< 


und  hieraus  durch  Komposition  mit  x^,  x^,  x^  unter  Benutzung  Ton  (27) 

(30)         /•(«!,  a^,  »,)  =  au«i'»+  2a„a:i'a:,'  +  ß»  V*+  ^^  ^'* 

=  /-«,V,0)  +  £x,'^ 

als  die  angekündigte  Transformation  von  f{x^f  x^,  a?j). 

Ist  nun,   wie   wir   annahmen,   (4)   die  Gleichung  eines  Geraden- 
paares, so  ist  J.  ==  0;  das  letzte  Glied  in  (30)  fällt  also  fort,  und 
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(31)  f{x^,  x^,  0)  =  a^i  <*  +  2 a,^ %; x^  +  a„  a?,'^ »  o 

ist  die  Gleichung  des  Geradenpaares,  in  der  nur  zwei  Koordinaten 
x^y  x^  auftreten.  Sie  läßt  sich  nach  Auflösung  der  aus  (31)  für 
x(\x^  entstehenden  quadratischen  Gleichung  in  die  linearen  Glei- 
chungen der  beiden  einzelnen  Geraden  des  Paares  spalten. 

Der  Punkt  x^^^y  a;/=0,  (äJj'+O)  liegt  hiernach  auf  jeder 
der  beiden  Geraden;  er  ist  der  Schnittpunkt  oder  der  Träger, 
also  der  singulare  Punkt  des  Geradenpaares.  Durch  die  Koordi- 
natentransformation (27)  wird  somit  eine  Ecke  des  Koordinatendreiecks 
in  den  Träger  des  Geradenpaares  verlegt.  Nach  (27)  hat  dieser  im 
ursprünglichen  System  die  Koordinaten 

\y^)  iTj  :  a?2  •  ^j  =  -^81  •  ^52  •  -^83  * 

Wir  bezeichnen  ihn  deshalb  auch  mit  A^.  Daß  er  der  singulare 
Funkt  der  Kurve  ist,  ist  auch  geometrisch  evident. 

Die  Ergebnisse  dieses  Artikels  fassen  wir  in  dualistischer  Form 
dahin  zusammen: 


Das  Geradenpaar 

(bei  dem  stets  ein  A^^y  also  etwa 
Jljj  +  O  ist)  hat  den  Träger  oder 
den  singulären  Punkt  mit  den 
Koordinaten 


Das  Punktepaar 

<jp(Mi,  Wg,  Wj)  =^a,4W^M,-  0, 

(bei  dem  stets  ein  Aj^,  also  etwa 
Ajg+O  ist)  hat  den  Träger  oder 
den  singulären  Strahl  mit  den 
Koordinaten 

'^i;  ^82,  Aja- 
Durch  die  Transformation 

Mg   =    Mg' 

wird 

9«,  <,  0)  =  0 

die  Gleichung  des  Punkte- 
paares. 

Übungsaufgabe:  Die  beiden  Geraden  des  Geradenpaares  sind 
nach  dem  Vorangehenden  auch  durch  Gleichungen  der  Form  /i  —  X/^^O, 
/i""f*"/i^O  darstellbar.     Man  berechne  k  und  \i  aus  der  Gleichung 

/=o. 

2.  Man  bringe  die  Gleichung  des  Geradenpaares,  nachdem  die 
JPorm  (31)  erreicht  ist,  in  die  Normalform. 

Heffter  u.  Eoebler,  analytiscbe  Geometrie,  I.  19 


•^M> 

-^52;  -^8 

Durch  die  T 

ransformation 

a=i  = 

<+i;- 

<, 

ar,= 

v+t 

<, 

-wird 

^3' 

x,',0)- 

0 

die    Gl 
paares. 

eichung    des 

Geraden- 
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124.  [Olelohimg  des  Doppelelementes.  Andere  Kriterien« 
form  für  die  proJekti¥e  Klassifikation.]  Wir  behandeln  jetzt 
ebenso  den  Fall;  daß  die  gegebene  Kurve 

(4)  fix^y  x^,  Xj)  ^^a.j^x^x^-^  0 

eine  Doppelgerade  ist,  daß  also  v{A)^2,  d.h.  -4  =  0,  alle  A^^^Q^ 
aber  nicht  alle  a^j=  0  sind,  also  etwa  a^  +  O  ist. 

In  diesem  Falle  ist  mindestens  die  Gleichung  fi^O  nicht  iden- 
tisch erfüllt  und,  da  je  zwei  der  linearen  Formen  /i,  /i?  /»  linear  ab- 
hängig sind,  ist 

(33)  f,^^J„       /i^jA. 

Also  ist 

oder 

(35)  f^a     ft' 
oder  auch 

(36)  f(x„  x„  X,)  =  /•«,  0,  0)  s  a,i  x,'\ 
wobei 

(37)  ^1    ~  ^1  +  ^     ^2  "^  iil     ^«>       ^8   ^  ^2^       ^8   ^  "^S 

eine  Transformation  mit  der  Determinante  4-  1  ist. 

Die  Doppelgerade  /"=0  fällt  also  mit  der  Geraden 
fi  (^)  =  0  (und  ebenso  mit  f^  (x)  =«  0  und  f^  (x)  =  0,  wenn  diese 
Gleichungen  nicht  identisch  erftillt  sind)  zusammen,  was  wir  übrigens 
auch  schon  in  Art.  122  festgestellt  haben.  Daß  jeder  ihrer  Punkte 
tatsächlich  singulär  ist,  ist  auch  geometrisch  evident. 

Die  dualistischen  Resultate  ergeben  sich  ohne  weiteres. 

Wir  bemerken  hier,  daß  die  Entwicklungen  dieses  und  des  vor- 
angehenden Artikels  unverändert  gültig  bleiben,  wenn  für  die  Koeffi- 
zienten a^j^  auch  imaginäre  Werte  zugelassen  werden.  Also  auch  bei 
dieser  Annahme  stellt  (4)  im  Falle  v{Ä)  =  1  ein  Geradenpaar  dar^ 
dessen  beide  Gerade  dann  aber  auch  nicht  aggregiert  imaginär  sein 
können,  dessen  Träger  nicht  reell  zu  sein  braucht,  und  im  Falle 
v{Ä)^2  eine  Doppelgerade,  die  nicht  reell  zu  sein  braucht.  Daß 
diese  Bedingungen  v{Ä)  =  1,  bezw.  =  2,  aber  nicht  nur  hinreichend^ 
sondern  auch  notwendig  sind,  dskmii  f(x,x)  als  Produkt  zweier  ver- 
schiedenen, bezw.  gleichen  Linearfaktoren  darstellbar  sei,  ist  Gegen- 
stand einer  ganz  einfachen  Rechnung,  die  dem  Leser  als  Übungs- 
aufgabe überlassen  bleibe. 
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Übungsaufgabe  (Andere  Kriterienform  für  die  projek- 
tive Art  desKSes):  Die  in  diesem  und  dem  vorangehenden  Artikel 
teils  ausgeführten,  teils  nur  zu  ergänzenden  Rechnungen  können 
auch  benutzt  werden,  um  in  allen  Fällen  zu  einer  neuen  Darstellung 
von  f{Xy  x)  als  Quadratsumme  zu  gelangen,  aus  deren  Koeffizienten 
wir  dann  eine  neue  Form  der  Kriterien  für  die  projektive  Art  des 
KSes  gewinnen. 

Setzt  man  nämlich  wie  oben  in  diesem  Artikel  voraus,  daß  alle 
^.^=0,  aber  nicht  alle  a^^^O,  z.B.  a,i+0,  ohne  aber  schon 
J.  =  0  anzunehmen,  so  folgt  nach  der  Transitormation  (37) 

(38)  fix, ,  X,,  X,)  =  f{x^,  0,  0)  -  2  ^"  V <, 

worin  das  letzte  Glied  als  Quadratsumme  dargestellt  werden  kann,  da 

(39)  4  <  x^  =  (rr/  +  x,y  -  {x^  -  x^)\ 

Ebenso  kann  in  (30)  die  binäre  Form  f(x{,  x^y  0)  nach  Art.  31 
stets  als  Quadratsumme  dargestellt  werden.  Führt  man  diese  Über- 
legungen durch,  so  ergibt  sich,  daß  Rang  und  Signatur  von  /*  oder 
Verschwindungsgrad  und  Signatur  von  A  genau  so  wie  aus 
der  charakteristischen  Reihe  stets  auch  aus  der  Reihe 


*itky 


(40)  A,    A,„ 

abgelesen  werden  können,  wo  A^^  irgend  eine  und  zwar,  wenn 
eine  solche  existiert,  nicht  verschwindende  Hauptunterdeter- 
minante von  A  ist  und  a^^  ebenso  aus  A^^  wie  dieses  aus  A 
gebildet  wird. 

136.  [Klassiflkatioii  der  Tangenten-  (Berflhmngspnnkte-) 
Paare  eines  KB  es.]  Im  vorigen  Kapitel  fanden  wir  als  Gleichung 
des  vom  Punkt  X'  getragenen  Tangentenpaares  der  Kurve  f{Xy  a;)  =  0 
(s.  Formel  (20)) 

(41)  f{x\x')f{x,x)-f{x\x)^=^^. 

Von  dieser  Gleichung,  die  selbst  wieder  eine  Kurve  ü.  Ordnimg  dar- 
stellt, erkannten  wir  damals  auf  geometrischem  Wege,  daß  sie  ein 
Geradenpaar  darstellen  müsse.  Als  Anwendung  der  inzwischen  ab- 
geleiteten Klassifikation  der  KSe  wollen  wir  das  jetzt  analytisch  be- 
stätigen und  zugleich  die  Tangentenpaare  weiter  klassifizieren. 

Ordnet  man  die  quadratische  Form  (41)  nach  x^^  x^,  x^  und  be- 
zeichnet dabei  zur  Abkürzung  f(XyX\  Ui^')  bezw.  durch  f,  /),  so 
lautet  Gleichung  (41) 

(42)  2{a,,f-mx,x,  =  0. 

I,* 

19* 
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Ihre  Determinante  ist  also 

(43)  D  = 
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^uf—fifi  «is/'— /i/s 
a«i/'~^/i  ^nf-fi^  (^nf-fift 
(^iif-hfi  (^9if-fzfi  «sa/'-A* 
Zerlegt  man  D  nach  den  in  den  Kolonnen  auftretenden  Differenzen 
in  die  Summe  von  acht  Determinanten,  so  ist  eine  von  diesen 
=  I  a^j  I  /^  =  J./^;  aus  drei  anderen  lassen  sich  bezw.  die  Faktoren 
—  f^fi,  —Pfi,  —Pfz  herausnehmen,  und  die  damit  multiplizierten 
Determinanten  reduzieren  sich  in  einfacher  Weise  auf  Ax^^  Ax^y 
Ax^\  die  vier  noch  übrigen  Determinanten  haben  den  Wert  NulL 
Also  ist 
(44)  D^Af-  Ar  «/i  +  V/i  +  </»)  ^  0; 

d.h.  t?(2))>0:    die   Kurve   (42)    entartet    mindestens    in   ein 
Oeradenpaar. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Hauptunterdeterminanten  von  D, 
so  ist 


(45) 


^»8 


Zerlegt  man  D^  in  vier  Determinanten ,    so  ist  eine  von   ihnen  er- 
sichtlich Null,  und  es  folgt 


(46) 


>^S8 


Ä^r-fu 


\<hi  fi 

\<hi  f% 


-//i 


Subtrahiert  man  in  der  ersten  Determinante  rechts  die  mit  x^  mul- 
tiplizierte erste  Kolonne  von  der  zweiten,  so  zerlegt  sich  die  Deter- 
minante nach  der  zweiten  Kolonne  in  A^^x^'  —  A^^x^\  Verfährt  man 
entsprechend  mit  der  anderen  Determinante  in  (46)  rechts,  setzt  auf 
der  ganzen  rechten  Seite  f  vor  die  Klammer,  ersetzt  das  in  der 
BUammer  bleibende  f  durch  x^  f^  +  x^'f^  -f  x^f^^  so  folgt 

(47)  i)„  ^  </-[/i^„  +  /i^,  +  hA„-\, 

und,  wenn  noch  für  /*i,  /*„  /i  ihre  Ausdrücke  eingesetzt  werden, 

(48)  D^^Af{x',x')x^\ 
allgemein  also 

(49)  D,,^Af{x\x')x:' 


(»  =  1.  2,  8). 


X, 


17 


x^'  sind  nicht  gleichzeitig  NuU.  A  ist  +0,  wenn 
f{Xf  x)  ^0  ein  nicht  entarteter  KS  ist,  was  zunächst  angenommen 
werde.  f{x\  x')  ist  dann  und  nur  dann  NuD,  wenn  X'  Kurvenpunkt 
ist.     Also  können  wir  v{D)  und  s{D)  bestimmen  und  sagen: 
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Bei  einem  nicht  entarteten  KS  f{Xj  a;)  =  0  besteht  das 
Tangentenpaar  eines  Punktes  X\  der  der  Kurye  nicht  an- 
gehört^ aus  zwei  yerschiedenen  Geraden^  die  reell  oder  ima- 
ginär sind^  je  nachdem 

(50a)  Äf{x\  x)  <  oder  >  0  ist 

Daß,  falls  X'  Eurvenpunkt  ist,  das  Tangentenpaar  in  die  reelle 
Doppelgerade  f{Xy  x*)  =  0,  aber  nicht  weiter  entartet,  haben  wir 
schon  in  Art.  111  gesehen.  Es  folgt  aber  auch  aus  (49)  und  (42). 
Entartet  der  KS  f{x,  rr)  =  0  selbst,  d.  h.  ist  -4  =  0,  so  zeigt 
(49),  daß  auch  das  Tangentenpaar  immer  entartet. 

Als  Übungsaufgabe  beweise  man  aus  (43),  daß  das  Tangenten- 
paar  irgend  eines  Punktes  X'  der  Ebene  dann  und  nur  dann  TÖllig 
unbestimmt  wird,  wenn  entweder  X'  ein  singularer  Punkt  der  Kurve 
(was  wir  aus  Art.  111  schon  wissen)  oder  diese  selbst  eine  Doppel- 
gerade ist. 

Übertragen  wir  noch  den  Satz  (50a)  dualistisch  auf  die  (mit 
f{x,  x)^0  identische)  adjungierte  Kui:ye  F(Uy  w)  =  0  (deren  Deter- 
minante A^  ist),  so  lautet  er: 

Bei  einem  nicht  entarteten  KS  f{x,x)^0  besteht  das 
Kurrenpunktepaar  auf  einer  Geraden  u,  die  ihn  nicht  be- 
rührt, aus  zwei  yerschiedenen  Punkten,  die  reell  oder  imagi- 
när sind,  je  nachdem 

(50b)  F(u,  «0  <  oder  >  0  ist. 

136.  [Bntartnng  der  a^jungierten  Kurve  eines  KB  es.] 
Nach  Art.  112  ist 

(51)  F (m,  u)  =  ^A^^ u^UJ^  =  0 

die  adjungierte  Strahlenkurve  der  Punktkurve 
(4)  f(x,  x)  ~  ^a^^  X,  x^  =  0. 

Auch  wissen  wir  bereits  aus  demselben  Artikel,  daß  die  Tangenten 
von  (4)  die  Strahlen  von  (51)  sind,  und  können  danach  geometrisch 
leicht  erkennen,  welchen  projektiven  Charakter  die  adjungierte 
Strahlenkurve  (51)  je  nach  dem  projektiven  Charakter  der  Punkt- 
kurve (4)  hat.  Dasselbe  ergibt  sich  auch  analytisch  sehr  einfach, 
wie  kurz  gezeigt  werden  soll. 

Ist  zunächst  v{Ä)  ==  0,  also  ^  +  0,  so  kann  F{xi^  u)  nach  Art. 
113  (31),  (32)  als  Resultat  einer  linearen  Substitution  (mit  nicht  ver- 
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schwindender  Determinante)  in  f{Xy  x)  angesehen  werden.  Nach  dem 
Trägheitsgesetz  sind  also  Rang  und  Signatur  bei  F{Uy  u)  und  f{x,  x) 
dieselben.  In  diesem  Falle  ist  ja  auch  schon  aus  Art.  112  bekannt, 
daß  F(u,  u)  =  0  und  f{x,  x)  ^  0  dieselbe  Kurve  darstellen. 

Ist  V  (Ä)  =  1,  d.  h.  J.  =  0,  aber  nicht  alle  A^^  =  0,  also  f{x,  a;)  =  0 
ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres  Geradenp^ar,  je  nachdem  s  (Ä)  =  0 
oder  2,  so  folgt  aus  der  charakteristischen  Reihe  von  F{Uy  u) 

(52)  Ä*,    ÄSa,„    SA,,,    l, 

daß  F(uy  ti)  =  0  ein  Doppelpunkt  ist.  Dieser  Doppelpunkt  wird  nach 
den  zu  Art.  124  dualistischen  Ergebnissen  durch  jede  der  Gleichungen 

(53)  J^x(«)  =  0,    FM-Q,    F,{u)^0, 

in  der  nicht  alle  Koeffizienten  Null  sind,  dargestellt.  Seine  Koordi- 
naten sind  also,  wenn  z.  B.  A^^  +  0  ist, 

d.  h.  er  ist  nach  Art.  123  mit  dem  Schnittpunkt  oder  Träger  des 
Geradenpaares  f{Xy  x)  ^Q  identisch. 

Ist  V  {A)  =  2  oder  3,  f{Xy  a:)  =  0  also  eine  Doppelgerade  oder  in 
•alle  Punkte  der  Ebene  entartet,  so  entartet  -F(w,  w)  =  0  nach  (52)  in 
alle  Geraden  der  Ebene.  Also  können  wir  die  Resultate  von  Art.  112 
dahin  er^nzen: 

Die  adjungierte  Kurve  eines  nicht  entarteten  KSes  ist 
mit  ihm  identisch.  Die  adjungierte  Kurve  eines  einfach 
entarteten  KSes,  d.  h.  eines  Elementepaares,  ist  dessen 
Träger  oder  singuläres  Element  (als  Doppelelement),  also 
zweifach  entartet.  Die  adjungierte  Kurve  eines  zweifach 
oder  dreifach  entarteten  KSes  ist  dreifach  entartet. 

137.  [Binteilnng  des  Pnnktfeldes  nnd  des  BtraJüenfeldes 
durch  einen  nicht  entarteten  reellen  KB.]  In  Art.  125  haben 
wir  bei  einem  nicht  entarteten  KS  ein  Kriterium  dafür  gefunden,  ob 
das  Tangentenpaar  eines  reellen  ihm  nicht  angehörenden  Punktes  X' 
imaginär  oder  reell  ist.  Aus  einem  später  ersichtlichen  Grunde 
wollen  wir  einen  Punkt,  je  nachdem  das  erstere  oder  das  letztere  für 
ihn  gilt,  elliptisch  oder  hyperbolisch  in  bezug  auf  den  KS 
nennen.     Dann  können  wir  also  sagen  (siehe  auch  Fig.  87  und  88): 

Ein  reeller  Punkt  X'  liegt  in  bezug  auf  den  nicht  ent- 
arteten KS  f{x,  x)  =  0  elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdem 

(50a)  Af{x,  x)  >  oder  <  0. 
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Da  die  Gleichung  eines  nicht  entarteten  imaginären;  bezw.  reellen 
KSes  immer  in  die  Form 

ii'  +  ^'  +  S3'  -  0,  bezw.  g,«  +  g,«  -  ^3^  -  0 

gebracht  werden  kann,  existieren  beim  imaginären  KS  nur 
elliptische;  beim  reellen  ES  sowohl  elliptische  wie  auch 
hyperbolische  Punkte,  und  die  ersteren  werden  von  den 
letzteren  durch  den  KS  selbst  getrennt;  denn  bildet  man  GL  (18) 
in  Artikel  110  für  einen  hyperbolischen  Punkt  X  und  einen  ellip- 
tischen X'y  SO  sind  die  beiden  Wurzeln  X  jener  Gleichung  reell  und 
haben  entgegengesetzte  Vorzeichen;  X  und  X'  werden  also 
durch  die  beiden  (reellen)  Kurvenpunkte  auf  der  Geraden  XX'  von- 
einander getrennt.  Wir  wollen  nun  beim  reellen  KS  die  Eigen- 
schaften der  elliptischen  und  hyperbolischen  Punkte  aufsuchen. 

Da  jede  reelle  Gerade  von  jeder  reellen  Tangente  eines  reellen 
KSes   geschnitten   wird,   muß   sie   immer  hyperbolische   Punkte 


AT^o 


Fig.  87.  Fig.  88. 


enthalten.    Keine  Gerade  kann  also  ganz  in  dem  elliptischen 
Gebiet  des  KSes  verlaufen.     D.  h.: 

Durch  einen  elliptisclien  Punkt  X  gehen  nur  Gerade, 
die  den  reellen  KS  reell  schneiden  (Fig.  87). 

Durch  einen  hyperbolischen  Punkt  X  dagegen  gehen  so- 
wohl Gerade,  die  den  reellen  KS  reell,  als  auch  solche,  die 
ihn  imaginär  schneiden  (Fig.  88). 

Verbindet  man  nämlich  X  mit  einem  beliebigen  elliptischen 
Punkte,  so  erhält  man  immer  eine  reell  schneidende  Gerade.  Ver- 
bindet man  aber  X'  mit  einem  hyperbolischen  Punkt  der  Geraden 
f(x,x')==0  (die  wir,  da  sie  die  Koordinaten  /i(ir'),  /^(a?'),  f^ix')  hat, 
auch  kurz  mit  f(x')  bezeichnen),  so  erhält  man  stets  eine  imaginär 
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schneidende  Gerade.  Denn  ist  X  ein  hyperbolischer  Punkt  von  f{x)y 
also  X'X^^u  die  betreffende  Gerade^  so  ist  nach  Art.  112  (29) 

(55)  A^F{u,  u)  =  Af{x,  x)  Af{x\  x')  -  Ä^f{x,  xj 

^Äf{x,x)Äf{x\x\ 

und  somit,  da  X  und  X'  hyperbolische  Punkte  sind,  nach  (50a) 
F{u,  u)  >  0,  d.  h.  die  Gerade  u  schneidet  nach  (50b)  den  KS 
imaginär. 

Weil  nach  diesen  Sätzen  eine  reelle  Gerade  niemals  ganz  im 
elliptischen,  wohl  aber  ganz  im  hyperbolischen  Gebiet  eines  reellen 
ES  es  liegen  kann,  bezeichnet  man  die  elliptischen  Punkte  auch  als 
innere,  die  hyperbolischen  auch  als  äußere  in  bezug  auf  den  ES. 
Eine  reelle  Gerade  kann  hiemach  ganz  außerhalb,  aber  niemals  ganz 
innerhalb  eines  reellen  ESes  liegen. 

Die  Begriffe  „innerer"  und  „äußerer  Punkf^  der  Ebene  in  bezug 
auf  einen  Eegelschnitt  gehören  also  der  projektiven  Geometrie  an, 
während  sie  in  der  Punktreihe  in  bezug  auf  ein  Punktepaar  erst  in 
der  affinen  Geometrie  auftraten  (siehe  Art.  28  S.  61  und  die  Übungs- 
aufgabe in  Art.  38).  Ebenso  war  beim  Büschel  eine  Unterscheidung  der 
beiden  Gebiete,  in  die  es  durch  ein  Strahlenpaar  (Ebenenpaar)  ein- 
geteilt wird,  erst  in  der  äqui formen  Geometrie  möglich  (s.  Art.  48, 
Übungsaufgabe  3). 

Wie  in  dem  Punktfeld  durch  die  reelle  nicht  entartete  Punkt- 
kurve f{XyX)^0  die  elliptischen  von  den  hyperbolischen  Punkten 
geschieden  werden,  so  werden  —  dualistisch  entsprechend  —  auch 
im  Strahlenfeld  durch  die  reelle  nicht  entartete  Strahlenkurve 
(p(UyU)  =  0  die  elliptischen  von  den  hyperbolischen  Strahlen 
(Geraden)  geschieden,  und  zwar  ist  (s.  auch  (50b))  eine  Gerade  u 
elliptisch  oder  hyperbolisch,  d.  h.  sie  schneidet  die  Eurve 
qp(w,  i*)==0  imaginär  oder  reell,  je  nachdem 

A  q>(u,  ii)  >  oder  <  0. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  die  Gerade  f{x,x)^0 
in  bezug  auf  den  ES  f(x,x)^0  stets  mit  dem  Punkt  X'  zu- 
gleich elliptisch,  bezw.  hyperbolisch  ist. 

2.  Die  folgenden  ESe  sind  in  gleichseitigen  orthogonalen  Cai*te- 
sischen  Eoordinaten  x,  y  gegeben.  Man  gehe  zu  Hesseschen  Eoor- 
dinaten  über  (die  ja  ein  Spezialfall  der  allgemeinen  projektiven  sind), 
klassifiziere  die  Eurven  und  stelle  im  Falle  der  Entartung  die  Glei- 
chungen der  einzelnen  Geraden  auf: 

^^      a*  ^  &•        ^- 
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b)   ^  _  y*  _  1 

c)  y*  -  2x. 

d)  x^  +  y^+1^0. 

e)  3a;«—  öxy  -  2y*  +  a;  +  5y  -  2  =  0. 

^)  a-«  +  y«  =  0. 

g)  x'  +  2xy  +  y^  +  2x  +  2y+l^  0. 

3.  Man  zeige  jetzt  durch  eine  einfache  Überlegung,  daß,  wenn 
zur  Bestimmung  einer  Kurre  II.  Ordnung  (Klasse)  fünf  Punkte  (Strahlen) 
gegeben  sind,  von  denen  vier  auf  einer  Geraden  liegen  (durch  einen 
Punkt  gehen),  die  Kurve  unbestimmt  sein  muß,  gleichviel  ob  die  fünf 
Elemente  sämtlich  reell  sind  oder  nicht. 

4.  Man  zeige,   daß  für  die  Kurve  ~t  —  fr  =  ^^  ^^r  Nullpunkt 

ein  äußerer  Punkt  ist,  und  gebe  die  Gleichungen  der  beiden  von  ihm 
getragenen  Tangenten  der  Kurve  nebst  deren  Berührungspunkten  ein- 
zeln an. 
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Achtes  Kapitel. 

Polarität  in  bezag  auf  einen  Kegelschnitt. 

128.   [Koi^Jugierte  Punkte  (Gerade)  in  besng  anf  einen 

I.]  Was  in  den  Gebilden  I.  Stufe  die  Involution  in  bezug  auf  ein 
festes  Elementepaar  war,  das  ist  in  der  Ebene  die  Polarität  in  bezug 
auf  einen  KS.  Diesen  wollen  wir  zunächst  als  nicht  entartet  (reell 
oder  imaginär)  voraussetzen.  Dann  kann  er  sowohl  in  Punkt-  wie  in 
Linienkoordinaten 

(la)    f{x,x)  =  2aikXi^k-^       1(1«)    F{u,u)^2A,^UiU^^0 

dargestellt  werden,  und  es  ist  ganz  gleichgültig,  ob  man  dabei  von 
(la)  ausgeht  und  unter  den  -4,.^  die  Adjunkten  der  a^j^  in  der  Deter- 
minante la^^l  versteht  oder  von  (la)  und  dann  die  a^^  als  Adjunkten 
der  A^j^  in  der  Determinante  |^;tl  auffaßt.  Wegen  der  Dualität  ge- 
nügt die  Durchführung  der  Betrachtungen  bei  der  ersteren  Auf- 
fassung. 

Sind  nun  X  und  X'  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene,  so  schneidet 
nach  Art.  110  die  Gerade  XX'  den  KS  (la)  in  den  Punkten  mit  den 
Koordinaten  x^  — Xx^  (i  =  i,  a.s),  deren  X  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(2)  fix,  x)  -  2  A  f{x,  x)  +  k^  f{x\  x')^0 

ist.  k  ist  dabei  nach  Art.  68  Koordinate  eines  Punktes  der  Punkt- 
reihe auf  XX'  in  dem  System,  dessen  0-  und  oo-Punkt  X  und  X', 
dessen  I-Punkt  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  —  x^  ist.  Machen 
wir  dieses  Koordinatensystem  homogen,  indem  wir  iL  =  A, :  ü^  setzen, 
so  sind  also  X  und  X'  die  Fundamentalpunkte  des  Systems,  und 
aus  Gleichung  (2)  wird 

(2a)  Ai  Y(^,  ^)  -  2  Ai  A,  f{x,  x')  +  A,^  f^x,  x')  =  0. 

Das  durch  (2)  oder  (2  a)  definierte  Punktepaar,  d.  h.  das  Schnitt- 
punktepaar von  f\x^  x)  =  0  mit  XX',  ruft  nun  auf  dieser  Geraden  eine 
Involution  hervor,  deren  Doppelpunkte  eben  jene  Schnittpunkte 
sind,  und  die  deshalb  dann  und  nur  dann  parabolisch  wird,  wenn 
XX'  Tangente  von  f{Xy  a?)  =  0  ist.    (Eine  noch  weitergehende  Ent- 
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artung  der  Inyolution  ist  ausgeschlossen^  da  es  bei  der  Voraussetznng^ 
daß  f{Xy  a?)  =  0  nicht  entartet  ist,  keine  Gerade  XX'  gibt,  die  dem 
KS  ganz  angehört.) 

Die  Involation  auf  XX'  wird  nach  Art.  33  durch  die  Gleichung 

(3)  f{x,  x)-{X  +  IL)  f{x,  x')  +  A/t  fix',  x')  =  0 
oder 

(38)      i:,i^J{x,  X)  -  (Xj^  +  A,/t.)  fix,  x')  +  A,^,  fix',  x')  =  0 

dargestellt.  Zwei  konjugierte  Punkte  dieser  Involution  wollen  wir 
zwei  in  bezug  auf  den  KS  f(x,x)^0  konjugierte  Punkte 
nennen  (eine  Bezeichnung,  die  auch  bei  entarteten  KSen  gelten  soll). 

um  nun  die  Bedingung  dafür,  daß  irgend  zwei  Punkte  in  bezug 
auf  den  ES  konjugiert  seien,  in  die  einfachste  Form  zu  setzen,  wählen 
wir  die  beiden  Punkte  X  und  X',  durch  die  die  Gerade  XX'  be- 
stimmt wurde,  selbst  als  konjugierte  Punkte  auf  dieser  Geraden.  Die 
Inyolutionsgleichung  (3  a)  muß  dann  durch  die  Koordinaten  dieser 
Punkte,  d.  h.  durch  Aj  =  0,  A^ «  1,  /t*i  =  1,  f*2  =  0  erfüllt  werden,  und 
umgekehi-t,  weim  dies  der  Fall  ist,  sind  X  und  X'  konjugierte  Punkte. 
61.  (3  a)  wird  aber  dann  und  nur  dann  durch  jene  erfüUt,  wenn 

(4)  fix,x)  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Polarform  von  f(x,  x)  für  die  Punkte  X  und  X' 
verschwindet. 

Wir  fassen  die  Resultate  dieses  Artikels  dahin  zusammen: 

Zwei  Punkte  X  und  X'  8ind|  Zwei  Gerade  u  und  w'  sind 
in  bezug  auf  den  KS  f(x,  x)^0  in  bezug  auf  den  KS  i^(w,w)  =  0 
dann  und  nur  dann  konjugiert,  dann  und  nur  dann  konjugiert, 
wenn  ihre  Koordinaten  die  wenn  ihre  Koordinaten  die 
Gleichung  !  Gleichung 

(4a)  f{x,  x)^0  I  (4a)  F(w,  li)  =  0 

erfüllen.  erfüllen. 

Jede  reelle  Gerade  derj  Jeder  reelle  Punkt  der 
Ebene  trägt  in  bezug  auf  einen  Ebene  trägt  in  bezug  auf  einen 
nicht  entarteten  KS  eine  aus  nicht  entarteten  KS  eine  aus 
konjugierten  Punkten  gebil-  konjugierten  Geraden  gebil- 
dete Punktinvolution.  Ihre  |  dete  Strahleninvolution.  Ihre 
Doppelpunkte  sind  die  auf  der  Doppelstrahlen  sind  die  durch 
Geraden     liegenden     Kurven-  den  Punkt  gehenden  Kurven 


punkte.      Die    Involution    ist 


strahlen.     Die  Involution  ist 


also   elliptisch,   hyperbolisch  also   elliptisch,   hyperbolisch 
oder  parabolisch,  je  nachdem  |  oder  parabolisch,  je  nachdem 


Digitized  by 


Google 


300  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  Vin.  [128.  129. 

die  Gerade  zwei  imaginäre/ der  Punkt  zwei  imaginäre, 
zwei  reelle  oder  nnr  einen  {zwei  reelle  oder  nnr  einen 
reellen  Punkt  mit  der  Kurve '  reellen  Strahl  mit  der  Kurve 
gemein  hat.  gemein  hat. 

Hieraus  ersieht  man  auch,  warum  wir  in  Art.  127  die  inneren 
und  die  äußeren  Punkte  des  KSes  (die  ihn  imaginär  und  die 
ihn  reell  schneidenden  Geraden)  als  elliptische  und'  hyper- 
bolische Punkte  (Gerade)  in  bezug  auf  ihn  bezeichnet  haben. 
Die  Berührungspunkte  und  Tangenten  aber  können  wir  hier- 
nach auch  als  parabolische  Elemente  in  bezug  auf  den  KS  be- 
zeichnen. 

129.  [Pol  nnd  Polare.]  Nach  dem  vorigen  Artikel  besitzt 
jeder  Punkt  X'  auf  jeder  durch  ihn  gehenden  reellen  Geraden  einen 
bestimmten  konjugierten  Punkt  X,  außer  wenn  X'  Kurvenpunkt  und 
die  Gerade  durch  X  Tangente  ist;  denn  dann  ist  die  Involution 
parabolisch,  X'  ihr  Doppelpunkt,  und  dieser  ist  jedem  Punkt  der 
Punktreihe  konjugiert.  Fragen  wir  nun  aber  nach  dem  geometri- 
schen Ort  aller  zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  X'  kon- 
jugierten Punkte  X,  so  wird  dieser  nach  (4)  durch  die  Gleichung 

(5)  fix,  x)  ^  xj.ix")  +  x.Uix')  +  x,fz{x)  =  0 

ausnahmslos  als  eine  bestimmte  Gerade  geliefert.  Denn  f^ipc'), 
/i  (^')^  /s  (^')  können  wegen  der  Voraussetzung,  daß  f{x,  rr)  =  0  nicht 
entartet  ist,  also  keinen  singulären  Punkt  enthält,  für  keinen  Punkt 
X'  gleichzeitig  verschwinden.  Diese  Gerade  (5)  nennen  wir  die  Polare 
des  Punktes  X'  in  bezug  auf  den  KS  f{x^  x)  =  0. 

Ist  X'  Kurvenpunkt,  so  erkennen  wir  aus  (5)  und  Art.  111  (21), 
daß  seine  Polare  seine  Tangente  ist. 

Nach  entsprechenden  dualistischen  Überlegungen  und  Definitionen 
können  wir  somit  sagen: 

la.  In  bezug  auf  einen  nicht  la.  In  bezug  auf  einen  nicht 
entarteten  KS  f{x,x)^0  hat  entarteten  KS  i^(«,  w)  =  0  hat 
jeder  Punkt  X'  der  Ebene  eine  jede  Gerade  u  der  Ebene  einen 


bestimmte  Polare  f{XyX)^Q 
mit  den  Koordinaten  /i  (a:'), 
/^(rr'),  /*s(a;').    Die  Polare  eines 


bestimmten  Pol  -F(w,  w')  =  0 
mit  den  Koordinaten  F^{u'\ 
F^{u\  F^(u).     Der   Pol   eines 


Kurvenpunktes  ist  seine  Tan-  Kurvenstrahles    ist    sein   Be- 
gente.  rührungspunkt. 

Setzt  man 
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d.  h.  bezeichnet  man  die  Polare  von  X'  mit  u^  so  hat  der  Pol  von  u' 
nach  la.  und  Art.  113  (32)  die  Koordinaten 

(7)  j;(u)  =  ^<,    F^(u^  =  Ax;,    F,(y:)^Ax;, 

d.h. 


IIa.  Der  Pol  der  Polaren 
eines  beliebigen  Punktes  X' 
ist  X'  selbst. 


IIa.  Die  Polare  des  Pols 
einer  beliebigen  Geraden  u 
ist  v!  selbst. 


Durch  diesen  wichtigen  Satz  erkennen  wir^  daß  ein  nicht  ent- 
arteter ES  eine  Paarung  aller  Punkte  der  Ebene  mit  allen  ihren 
Geraden  in  dem  Sinne  bewirkt,  daß  jeder  Punkt  der  Ebene  der  Pol 
einer  bestimmten  Geraden  und  diese  seine  Polare  ist.  Zwei  so  zu- 
sammengehörige Elemente  nennen  wir  polar  oder  Polarelemente 
in  bezug  auf  den  KS;  wir  sprechen  von  der  in  der  Ebene  durch 
den  ES  erzeugten  Polarität  zwischen  Punkten  und  Geraden 
oder  von  dem  durch  ihn  erzeugten  Polarfeld;  den  ES  nennt  man 
die  Ordnungskurve  (Eernkurve)  der  Polarität  oder  des  Polar- 
feldes. 

In  der  Tat  haben  wir  hier  dieselbe  Paarung,  die  schon  in  Art.  82 
mit  diesen  Namen  bezeichnet  wurde.  Um  dies  zu  erkennen,  brauchen 
wir  bloß  noch  den  Satz  zu  beweisen: 

III.  Wenn  zwei  Elemente  der  Ebene  inzidieren,  so  inzi- 
dieren  auch  ihre  Polarelemente. 

Ist  nämlich  X  irgend  ein  Punkt,  u  irgend  eine  Gerade,  so  sind 
fix)  und  F{u)  ihre  Polarelemente.     Da  nun 

(8)  ^/;(^)-p;(«)  =  ^Ä«o 

so  folgt  aus  der  Inzidenz  von  X  und  u  die  ihrer  Polarelemente. 

Die  Zuordnung  zwischen  allen  Punkten  und  Geraden  der  Ebene 
einerseits  und  ihren  Polarelementen  in  bezug  auf  den  ES  f{x^  x)  ^0 
andererseits  ist  also  in  der  Tat  der  schon  in  Art.  82  besprochene 
Spezialfall  der  Eorrelation  in  derselben  Ebene,  (was  sich  übrigens  auch 
durch  Vergleichung  der  Gleichungen  (7)  mit  den  dortigen  Glei- 
chungen (32)  direkt  ergibt.)  Wahrend  wir  aber  dort  von  der  Eorre- 
lation und  ihren  Eigenschaften  ausgehend  zuletzt  erst  zu  der  Ord- 
nungskurve gelangten,  sind  wir  hier  von  dieser  ausgehend  zu  den 
Eigenschaften  der  Polarität  gelangt.  Hiemach  folgt  nun  aus  Art.  80 
unmittelbar: 

Jedem  Grundgebilde  I.  Stufe  in  der  Ebene  entspricht 
polar  in  bezug  auf  den  ES  f(x,x)  =  0  ein  ihm  projektives 
ungleichartiges  Grundgebilde. 

Da  femer  die  Gleichungen  der  reziprok-polaren  Transformation  (6) 
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und  (7)  in  den  x^  bezw.  u  linear   sind,   also  den  Grad  einer  Glei- 
chung nicht  ändern,  so  folgt  weiter: 

Jeder  Punktkurve  wten  Grades  (Kurve  nter  Ordnung) 
entspricht  bei  der  Polarität  in  bezug  auf  einen  nicht  ent- 
arteten KS  eine  Strahlenkurve  nten  Grades  (Kurve  wter 
Klasse)  und  umgekehrt. 

Da  endlich  durch  eine  lineare  Transformation  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  Bang  und  Signatur  einer  quadratischen 
Form  nicht  geändert  werden,  so  gelten  insbesondere  f&r  Kurven  11.  Gra- 
des die  Sätze: 

Jeder  Punkt-,  bezw.  Strahlenkurve  II.  Grades  entspricht 
polar  in  bezug  auf  eine  nicht  entartete  Ordnungskurve  eine 
Strahlen-,  bezw.  Punktkurve  11.  Grades  von  gleicher  projek- 
tiver Beschaffenheit.  Wir  nennen  sie  die  Polarkurve  der  ersten 
in  bezug  auf  die  Ordnungskurve. 

Die  Ordnungskurve  als  Punktkurve  ist  sich  selbst  als 
Strahlenkurve  polar  und  umgekehrt.  (Dies  konnten  wir  in 
Art.  82  noch  nicht  beweisen.) 

Ist   der    nicht    entartete   KS   als   Punkt-   und   Strahlen- 
kurve 
(la)  f{x,  x)  =  0,  I  (la)  F(u,  u)  =  0 

Ordnungskurve  eines  Polarfeldes,  so  ist  dem  KS 

(9a)  g  {x,  x)  ==  0,     bezw.  (9a)     G  {u,  w)  =  0 

in  bezug  auf  jene  polar  der  KS 

(10a)      g(F{u),  F{u))  =  0,    bezw.  (10a)     G(f{x\  fix})  «  0. 

Genau  entsprechend  wie  bei  den  Involutionen  in  den  Grund- 
gebilden erster  Stufe  nennen  wir  ein  Polar feld  mit  nicht  ent- 
arteter Ordnungskurve  elliptisch  oder  hyperbolisch,  je 
nachdem  seine  Ordnungskurve  (sein  Kern)  imaginär  oder 
reell  ist. 

Übungsaufgaben:  1.  Ist  in  (9a)  g  {x,  a;)  =  0  ein  nicht  entarteter 
KS,  der  also  durch  (9a)  als  Strahlenkurve  dargestellt  wird,  so  zeige 
man,  daß  auch  (10a)  denselben  KS  darstellt  wie  (10a). 

2.  Man  zeige,  daß  von  den  vier  KSen 

—  a^x^^  +  Og  V  +  «8^8*  =  0 

a^x^^  —  a^x^^  +  fls^Cj^  =  0 

a^x^^  +  ajo;/  —  Og  V  =  ^ 
(^1;  %;  ^8  +  ^)    jöder   sich    selbst   in   bezug   auf  jeden   der   anderen 
polar  ist. 
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180.  [Oeometrisohe  Blgensohaften  von  Pol  und  Polare.] 

Sind  —  was  wir  ja  immer  annehmen  —  die  Koeffizienten  der  Glei- 
chung der  Ordnungskurve  /'(a:,a?)  =  0  oder  F{u,  w)  =  0  reell,  so  sind 
Pol  und  Polare  stets  gleichzeitig  reell  und  gleichzeitig  imaginär,  gleich- 
viel ob  die  Ordnungskurve  selbst  reell  ist  oder  nicht.  Bei  den  fol- 
genden Figuren  ist  der  ES  natürlich  reell  angenommen,  für  die 
zugehörigen  Sätze  aber  ist  dies  indifferent. 


Flg.  89  a. 

Die  Polare  eines  Punktes 
X'  in  bezug  auf  einen  ES  ist 
der  Ort  aller  Punkte,  die  von 
X'  durch  Eurvenpunkte  har- 
monisch getrennt  werden 
(s.  Fig.  89a). 


Fig.  89b. 

Der  Pol  einer  Geraden  u  in 
bezug  auf  einen  ES  ist  der 
Ort  aller  Geraden,  die  von  u' 
durch  Eurvenstrahlen  har- 
monisch getrennt  werden 
I  (s.  Fig.  89  b). 


X< 


Der  Beweis  geht  unmittelbar  daraus  hervor,  daß  konjugierte 
Elemente  einer  Involution  durch  die  Doppelelemente  harmonisch  ge- 
trennt werden. 

Die  Polare  eines  Punktes  X'!      Der    Pol    einer    Geraden  w' 
in  bezug  auf  einen  ES  ist  die  in    bezug    auf    einen   ES    ist 
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Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte (die  „BerüiL- 
rungssehne")  des  voti  X'  ge- 
tragenen Tangentenpaares 
(s.  Fig.  90a). 


der  Schnittpunkt  der  Tangen- 
ten («der  ^^Tangentenschnitt- 
punkt^*)  des  von  u  getragenen 
Berührungspunktepaares 
(s.  Fig.  90b). 


Unter  Berücksichtigung  von  Satz  U  des  yorigen  Artikels  besagen 
diese  beiden  Sätze  dasselbe^  wie  auch  die  Figuren  erkennen  lassen. 
Der  Beweis  erledigt  sich  wie  folgt: 

Die  Polare  von  X'  ist  f{x^  x)  =  0.  Das  von  X'  an  den  K8  zu 
legende  Tangentenpaar  ist  f{x,  x)  f{x\  x')  —  f{Xj  x'Y  =  0.  Für  seine 
Berührungspunkte  X  ist  f(Xy  x)  =  0,  also  f(x,  x')  =  0,  d.  h.  die  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  der  Polaren,  diese  ist  also  die  Berührungs- 
sehne des  Punktes  X'. 

Hieraus  folgt  direkt:  Die  Polare  eines  äußeren  (inneren) 
Punktes  schneidet  den  KS  reell  (imaginär).     Oder  auch:  Die 


Fig.  91a. 


Flg.  91b. 


Polare  eines  hyperbolischen  (elliptischen)  Punktes  ist  selbst 
hyperbolisch  (elliptisch).    (Siehe  auch  Übungsaufg.  1  in  Art.  127). 


Die  Polare  eines  Punktes  X' 
ist  der  Ort  der  Schnittpunkte 
«Her  Tangentenpaare^  deren 
Berührungssehnen  durch  X' 
gehen  (s.  Fig.  91a). 


Der  Pol  einer  Geraden  u 
ist  der  Ort  der  Verbindungs- 
linien aller  Berührungs- 
punktepaare, deren  Tangenten 
sich  auf  u' schneiden  (s.Fig.91b). 


Auch  diese  beiden  Sätze  sind  wieder  identisch^  sobald  man 
Satz  U  des  yorigen  Artikels  berücksichtigt.  Der  Beweis  des  Satzes 
links  ergibt  sich  so:  X'  hat  die  Polare  f(Xy  x')  =  0.  Die  Berührungs- 
«ehne   des   von   einem    beliebigen   Punkt  X"'   getragenen   Tangenten- 
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paares  ist  nach  dem  vorletzten  Satz  links  seine  Polare  f{x^  a;")  =  0. 
Diese  geht  also  dann  und  nur  dann  durch  X',  wenn  f{x\  x")  =  0  ist, 
d.  h.  wenn  X"  auf  der  Polaren  von  X'  liegt. 


181.  [Das  Polardroleok.] 

Sind  X  und  X'  irgend  zwei       Sind  u   und  u    irgend   zwei 

konjugierte  Gerade,  so  inzi- 
diert  jede  mit  dem  Pol  der 
anderen.  Inzidiert  u  mit  dem 
Pol  von  u\  so  sind  u  und  u 
konjugiert. 


konjugierte  Punkte,  so  inzi- 
diert jeder  mit  der  Polaren 
des  anderen.  Inzidiert  X  mit 
der  Polaren  von  X',  so  sind  X 
und  X'  konjugiert. 


Diese  Doppelsätze  sind  nach  dem  Begriff  der  konjugierten  Ele- 
mente und  der  Polarelemente  evident  (siehe  Art.  128.  129). 

Haben  wir  hier  eine  Figur,  die  aus  zwei  Punkten  und  zwei  Ge- 
raden besteht,  so  wollen  wir  nun 
eine  solche   aus  drei  Punkten  und 
drei  Geraden  betrachten. 

Ist  X  (Fig.  92)  ein  beliebiger, 
dem  KS  f(x,  a?)  =  0  nicht  an- 
gehörender Punkt,  so  ist  f{x)  (d.  h. 
die  Gerade  mit  den  Koordinaten 
/i  (^)  >  /i  (^)f  fz  ip))  söiiiß  Polare.  Ist 
X'  ein  beliebiger  dem  KS  fix,  a:)=0 
nicht  angehörender  Punkt  auf  der 
Geraden  f{x),  so  inzidiert  seine 
Polare  f{x)  mit  X.  Ist  X"  der 
Schnittpunkt  von  f{x)  und  f{x\ 
so  ist  seine  Polare  f(x")  die  Ge- 
rade XX'.  In  dem  Dreieck  XX'X" 
sind  also  je  zwei  gegenüber- 
liegende ungleichartige  Ele- 
mente polar,  je  zwei  gleichartige  Elemente  konjugiert.  Ein 
solches  Dreieck  heißt  ein  Poldreieck,  Polardreiseit  oder  auch 
Polardreieck  in  bezug  auf  den  KS. 

Hiernach  bilden  drei  Punkte  X,  X',  X"  immer  dann  und  nur 
dann  ein  Polardreieck  des  KSes  f(x,x)  =  0,  wenn  ihre  Koordinaten 
die  Gleichungen 

(11)  ax,x)==0,    f(x,x")^0,    f{x'\x)^0 

erfüllen. 

Als  Übungsaufgaben  beweise  man  folgende  Sätze: 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  I.  20 


Fig.  92. 
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1.  Ein  beliebig  gegebenes  reelles  Dreieck  ist  Polardreieck  in  be- 
zug  auf  cx)'  verscliiedene  KSe  (wenn  als  Koeffizienten  der  KS- Glei- 
chung, wie  bisher  immer,  nur  reelle  Größen  zugelassen  werden). 

2.  In  bezng  auf  einen  gegebenen  ES  gibt  es  immer  oo^  ver- 
schiedene reelle  Polardreiecke. 

3.  Bei  einem  imaginären  ES  sind  folgende  Fälle  eines 
Polardreiecks  möglich: 

a)  Alle  seine  Elemente  sind  reell.  Sie  sind  dann  alle 
elliptisch. 

b)  Nur  eine  Ecke  und  ihre  Gegenseite  ist  reell.  Diese 
Elemente  sind  dann  elliptisch,  die  beiden  imagi- 
nären Ecken  (und  Seiten)  aber  sind  einander  nicht 
aggregriert. 

c)  Alle  seine  Elemente  sind  imaginär. 

4.  Bei  einem  reellen  ES  sind  folgende  Fälle  eines  Polar- 
dreiecks möglich: 

a)  Alle  seine  Elemente  sind  reell.  Eine  Ecke  und 
ihre  Gegenseite  ist  dann  hyperbolisch,  die  beiden 
anderen  Ecken  und  Seiten  sind  elliptisch. 

b)  Nur  eine  Ecke  und  ihre  Gegenseite  ist  reell.  Diese 
Elemente  sind  dann  hyperbolisch,  die  beiden  ima- 
ginären Ecken  (und  Seiten)  aber  sind  einander 
aggregiert. 

c)  Alle  seine  Elemente  sind  imaginär. 

Hiemach  kann  man  aus  dem  elliptischen,  bezw.  hyperbolischen 
Charakter  der  reellen  Elemente  eines  beliebigen  Polardreiecks  immer 
erkennen,  ob  der  ES,  zu  dem  es  gehört,  imaginär  oder  reell  ist. 

Aus  den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierecks 
und  Vierseits  (s.  Art.  72)  ergibt  sich  unmittelbar: 

Das  Diagonaldreiseit  eines 
einem  KS  umschriebenen  voll- 
ständigen Vierseits,  das  auch 
paarweise  aggregiert  imagi- 
näre Seiten  enthalten  kann, 
ist  stets  ein  Polardreiseit  des 


Das  Diagonaldreieck  eines 
einem  ES  eingeschriebenen 
vollständigen  Vierecks,  das 
auch  paarweise  aggregiert 
imaginäre  Ecken  enthalten 
kann,  ist  stets  ein  Poldreieck 
des  ESes. 


ESes. 
Es  gilt  aber  auch  die  ümkehrung  dieser  Sätze: 


Es  gibt  immer  oo^  einem  ES 
eingeschriebene  Vierecke,  die 


Es  gibt  immer  oo^  einem  ES 
umschriebene    Vierseite,    die 
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ein  gegebenes  Poldreieck  des- 
selben mit  mindestens  einer 
reellen  und  nur  aggregiert 
imaginären  Ecken  als  Diago- 
naldreieck besitzen. 


ein  gegebenes  Polardreiseit 
desselben  mit  mindestens 
einer  reellen  und  nur  aggre- 
giert imaginären  Seiten  als 
Diagonaldreiseit  besitzen. 


Beweis  (für  den  links  stehenden  Satz):  Es  sei  in  bezug  auf 
einen  KS  ein  Polardreieck  der  angegebenen  Art  mit  den  Ecken  P, 
Q,  R  und  den  Seiten  jp,  q,  r  gegeben.  Dann  erhalten  wir  nach 
Art.  73  ein  bestimmtes  Viereck  ABCD,  dessen  Diagonaldreieck  das 
Polardreieck  ist,  wenn  wir  eine  beliebige  reelle  durch  die  reelle 
Ecke  P  gehende  Gerade  g  als  Seite  und  einen  beliebigen  der  beiden 
auf  g  liegenden  KS-Punkte  als  Ecke  A  des  Vierecks  wählen.  Ist  B 
die  andere  auf  g  liegende  Ecke  des  Vierecks,  so  muß  auch  sie  auf 
dem  KS  liegen;  deim  A  und  B  werden  auf  g  durch  P  und  p  har- 
monisch getrennt  (wegen  der  Viereckseigenschaften),  und  A  wird 
auch  von  dem  anderen  Kurvenpunkt  auf  g  durch  P  und  p  harmonisch 
getrennt  (weil  P  und  p  Pol  und  Polare  sind.)  Also  ist  B  dieser 
andere  Kurvenpunkt  auf  g.  Geht  femer  die  Vierecksseite  AC  etwa 
durch  Punkt  Q,  so  folgt  ebenso,  daß  auch  C  ein  Punkt  des  KSes  ist, 
und  entsprechend  schließlich  dasselbe  auch  für  den  Punkt  D. 

Da  das  Viereck  erst  nach  beliebiger  Wahl  einer  durch  P  gehen- 
den reellen  Geraden  bestimmt  ist,  so  gibt  es  also  in  der  Tat  oo^ 
solche  Vierecke. 

Übungsaufgabe:  Man  benutze  die  letzten  Sätze  zum  Beweis 
der  vorher  ausgesprochenen. 

132.  [Beleuchtung  firflherer  Resultate  durch  die  Polarit&t.] 

Durch  die  Polarität  finden  viele  unserer  früheren  Resultate  und  For- 
meln eine  geometrische  Deutung. 

Die  geraden  Linien  mit  den  Gleichungen 

(12a)  /•iW  =  0,    f,ix)  =  0,    f,{x)  =  0, 

deren  linke  Seit-en  so  oft  eine  Rolle  spielten,  sind  die  Polaren  der 
Ecken  des  Koordinatendreiecks  in  bezug  auf  den  KS /"(a:,  a:)  =  0. 
Ebenso  sind 

(12«)  i^i(w)  =  0,    P,(ü)==0,    Ps(u)=.0 

die  Pole  der  Seiten  des  Koordinatendreiecks,  also  die  Ecken 
des  von  den  drei  Geraden  (12a)  gebildeten  Dreiecks.  Die  Koordi- 
naten der  drei  Geraden  (12a)  sind  aber  a.j,  a^,,  a^j  (.  =  1,2,»),  die 
Koordinaten  der  drei  Punkte  (12a)  sind  A^j^y  -4^2,  A^^  (»  =  1,2,8),  (so  daß 
wir  jene  drei  Geraden,  bezw.  diese  drei  Punkte  unserm  Bezeichnungs- 
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System  gemäß  auch  kurz  durch  «i,  «2?  ^s  bezw.  A^fA^/A^  bezeichnen 
können)  (Fig.  93).     Also  kann  man  sagen: 

Die  Koeffizienten  a.^^  a^j,  a,.g  (1  =  1,2,8)  der  KS-61eichung 
f{XyX)-=0  sind  die  Koordinaten  der  Seiten,  die  Koeffizienten 
^iij  ^i^f  ^iz  (1  =  1,2,3)  der  KS-Gleichung  F{u,u)^Q  sind  die 
Koordinaten  der  Ecken  des  zum  Koordinatendreieck  in  be- 
zug  auf  den  KS  polaren  Dreiecks. 

Femer  sehen  wir,  daß  wir  schon  in  Art.  64  die  Polarität  in 
bezug  auf  den  imaginären  KS 

V  +  V  +  V  =  0     oder    V  +  V  +  V  =  0 

zum  Beweise  des  Dualitätsgesetzes  benutzt  haben. 

Daß  die  Tangente  eines  Kurvenpunktes,  bezw.  der  Berührungs- 
punkt eines  Kurvenstrahles  als  Polare  jenes  Punktes,  bezw.  Pol  dieses 

Strahles  aufzufassen  ist,  haben  wir 
schon  in  Art.  129  gesehen. 

Nach  Art.  118  endlich  ist  dafür, 
daß  f{Xy  x)  durch  die  Transforma- 
tion (6)  (a.  a.  0.)  in  eine  Summe 
von  Quadraten  übergeht,  notwendig 
und  hinreichend,  daß 

ist,  d.  h.  aber  nach  (11),   daß  die 
Fig.  93.  Fundamentalpunkte  des  neuen  Ko- 

ordinatensystems, deren  Koordina- 
ten ja  «1,  «2,  Oj-,  /?!,  ^2,  /Sj;  ^1,  ^2,  ys  sind,  ein  Polardreieck  bilden. 
Also  kann  man  sagen: 

Die  Gleichung  f(oCyX)  ^0,  bezw.  F(u,u)^0  eines  KSes 
enthält  dann  und  nur  dann  bloß  die  Quadrate  der  Koordi- 
naten, wenn  das  Koordinatendreieck  ein  Polardreieck  für 
den  KS  ist.  Bei  der  projektiven  Normalform  der  KS-Gleichung  ist 
also  das  Koordinatendreieck  stets  ein  Polardreieck  des  KSes. 

Übungsaufgabe:  Man  beweise,  daß  jedes  Dreieck  zu  dem 
ihm  in  bezug  auf  einen  KS  polaren  Dreieck  perspektiy 
liegt,  d.  h.  daß  die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  durch 
denselben  Punkt  gehen  und  (was  übrigens  dann  auch  aus  dem  Des- 
arguesschen  Satz  in  Art.  67  folgt)  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Seiten  auf  derselben  Geraden  liegen. 

133.  [Polarlt&t  in  being  auf  einen  entarteten  K8.]    Wir 

betrachten  jetzt  den  Fall,  daß  der  vorgelegte  KS  entartet  ist,  be- 
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schränken    uns   aber   auf  Kurven  11.  Ordnung  f(x,x)=^0,   da   sich 
alles  dualistisch  übertragen  läßt. 

Es  sei  zunächst  v{Ä)  =  l,  der  KS  f{XyX)  =  0  also  einfach  ent- 
artet, d.h.  ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres  Geradenpaar,  dessen 
Träger,  wie  wir  wissen,  stets  reell  ist.  Nach  Art.  123  (30)  können 
wir  annehmen,  daß  dieser  Träger  eine  Ecke  0,  0,  1  des  Koordinaten- 
dreiecks ist,  und  haben  dann  die  Gleichung 

(13)  fix,  x)^  fix,,  x„  0)^0 
für  das  Gei-adenpaar.     Die  Polargleichung  ist  also 

(14)  fix,  x')  ^  X,  f,ix,\  x,\  0)  +  x,f,(x,\  x,\  0) 

=  a,i  x^  x^  +  a„  (x^  x^  +  x^  x^)  +  a^^  x^  x^  =  0. 

Hiernach  hat  außer  dem  Träger  des  Geradenpaares  jeder 
Punkt  X  der  Ebene  eine  bestimmte  Polare,  und  alle  diese 
Polaren  gehen  durch  den  Träger  des  Paares.  Alle  Punkte 
einer  durch  den  Träger  gehenden  Geraden  haben  dieselbe 
Polare.  Denn  die  Gleichung  der  Polaren  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  x^  ändert,  x^  :  x^  aber  ungeändert  läßt. 

Die  Polare  des  Trägers  oder  singulären  Punktes  selbst  ist  nach 
(14)  völlig  unbestimmt.  Jede  Gerade  der  Ebene  kann  also 
als  Polare  des  Trägers  angesehen  werden. 

Will  man  hier  überhaupt  von  dem  „Pol"  irgend  einer  Geraden 
als  von  einem  Punkt,  dessen  Polare  sie  ist,  reden,  so  muß  man  nach 
den  vorangehenden  Feststellungen  sagen: 

Jede  nicht  durch  den  Träger  gehende  Gerade  besitzt  den 
Träger  als  Pol. 

Jede  durch  den  Träger  gehende  Gerade  hat  alle  Punkte 
einer  durch  den  Träger  gehenden  Geraden  als  Pole;  sie  be- 
sitzt eine  „Polgerade"  in  bezug  auf  das  Geradenpaar. 

Der  Träger  ist  nach  (14)  jedem  Punkt  der  Ebene  kon- 
jugiert, er  bildet  also  mit  je  zwei  einander  konjugierten  Punkten  ein 
Polardreieck.  Alle  Polardreiecke  in  bezug  auf  ein  Geraden- 
paar haben  in  dem  Träger  eine  Ecke  gemein. 

Die  Polarität  reduziert  sich  also,  soweit  nur  gegenseitig  ein- 
deutige Zuordnung  zwischen  Elementen  in  Betracht  gezogen  wird, 
darauf,  daß  je  zwei  Gerade  des  Strahlbüschels,  das  durch  das  Ge- 
radenpaar bestimmt  wird,  gepaart  sind.  In  der  Tat  ist  Gl.  (14), 
wenn  wir  Xj,  x^  als  Strahlenkoordinaten  in  diesem  Büschel  auf- 
fassen, die  Gleichung  einer  Involution  von  Strahlenpaaren 
(s.  Art.  33).     Also  müssen  wir  sagen: 
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Die  Polarität  in  bezug  auf  eine  einfach  entartete  Punkt- 
kurve, d.  h.  in  bezug  auf  ein  Geradenpaar,  ist  im  wesent- 
lichen identisch  mit  der  durch  das  Geradenpaar  in  seinem 
Träger  hervorgerufenen  Strahleninvolution. 

Man  nennt  ein  Polarfeld  mit  einfach  entarteter  Ordnungs- 
kurve (in  konsequenter  Ausdehnung  der  entsprechenden  Bezeichnung 
für  die  Involution)  ein  parabolisches  Polarfeld  und  zwar  ein 
solches  „erster^'  oder  „zweiter  Spezies",  je  nachdem  die  Ordnungs- 
kurve ein  Geraden-  oder  ein  Punktepaar  ist. 

Ist  V  (A)  ==  2,  entartet  also  der  KS  weiter  in  eine  (reelle)  Doppel- 
gerade, so  entartet  auch  die  Polarität  noch  weiter;  denn  dann  ist, 
wie  man  direkt  sieht,  die  Polare  jedes  nicht  auf  der  Doppelgeraden 
liegenden  Punktes  diese  selbst,  während  die  Polaren  der  singulären 
Punkte  wieder  völlig  unbestimmt  werden. 

134.  [Übungsan^aben.] 

1.  Man  stelle  bei  der  in  gleichseitigen  orthogonalen  Cartesischen 
Koordinaten  gegebenen  Kurve 

|;-  +  |^  =  l     ia>h) 

die  Strahleninvolution  in  den  Punkten  a;  =  ±  ]/a*  —  6^   y  =  0   analy- 
tisch dar. 

2.  Man  suche  bei  der  Kurve 


«)    ^i  +  ^«  =  1    die  Polaren  der  Punkte  x  -=  ±>V  —  &^,  y  ==  0, 

y)      tf  =^2px  den  Pol  der  Geraden  x  =^  —^^ 

3.  Man  beweise  den  Satz:  Wenn  die  drei  reellen  Geraden  a,  6,  c 
ein  Dreieck  bilden,  das  mit  dem  Koordinatendreieck  weder  eine  Ecke 
noch  eine  Seite  gemein  hat,  und  ihre  Koordinaten  der  Bedingung 

q  0^  63  ==  Og  6i  Cg 

genügen,  so  ist  ein  KS  dadurch   eindeutig   bestimmt,  daß  das  Drei- 
eck ahc  in  bezug  auf  ihn  zum  Fundamentaldreieck  polar  ist. 

4.  Man  beweise  den  Satz:  Sind  -4,  JB,  C,  D  vier  verschiedene 
Punkte  eines  nicht  entarteten  KSes,  a,  6,  c,  d  die  Tangenten 
des  KSes  in  diesen  Punkten,  so  ist  das  Diagonaldreieck  des 
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eingeschriebenen  Vierecks  ABCD  mit  dem  Diagonaldreiseit 
des  umschriebenen  Yierseits  abcd  identisch. 

Hieraus  folgt:  Die  beiden  Diagonalen  des  einfachen  um- 
schriebenen Yierseits  abcd  und  die  beiden  Diagonalen  des 
zu  ihm  gehörigen  einfachen  eingeschriebenen  Vierecks  ABCD 
schneiden  sich  in  demselben  Punkt  und  trennen  einander 
harmonisch. 

5.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt,  p  seine  Polare  in  bezug 
auf  einen  nicht  entarteten  ES,  t^y  ^  das  Ton  P  getragene 
Tangentenpaar,  t  eine  beliebige  Tangente  mit  dem  Berüh- 
rungspunkt T,  so  trennen  die  beiden  Punktepaare  T,  tp  und 
ti^y  tt^  auf  t  einander  harmonisch. 
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Neuntes  KapiteL 

Projektive  Eigenschaften  des  KegelschnittbOschels 
und  der  Kegelsehnittscliar. 

13B.  [Kegelsclmittbfischel  nnd  Kegelsclmitttehar.  Das 
identisohe  Bfisohel.  Die  identische  Schar.]  Sind  dorch  die 
Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten 

zwei  ESe  als  Punktkurven  dargestellt^  so  nennen  wir  die  Gesamtheit 
der  durch  die  Gleichung 

(2)  f(x,x)-Xg(x,x)^0 

für  jeden  reellen  und  imaginären  Wert  von  A  dargestellten 
Punktreihen  IL  Grades  ein  Kegelschnittbüschel  (mit  den  Basis- 
kegelschnitten f^O  und  (7  =  0).  —  Das  zu  diesem  dualistische 
Gebilde^  d.  h.  die  Gesamtheit  der  durch  die  Gleichung  11.  Grades  in 
Linienkoordinaten 

(2a)  9?(m,  w)  -  A^(w,  m)  =  ^«.iW^Wjt-  A^ftjtUiti^«  0 

für  jeden  reellen  und  imaginären  Wert  von  X  dargestellten 
Strahlbüschel  11.  Grades  nennen  wir  eine  Kegelschnittschar. 

Da  wir  in  diesem  Kapitel  nur  die  projektiven  Eigenschaften  des 
KS-Büschels  und  der  KS-Schar  aufsuchen,  kann  jedes  für  das  Büschel 
erhaltene  Resultat  nach  dem  Dualitätsgesetz  direkt  auf  die  Schar 
übertragen  werden.  Wir  beschränken  uns  deshalb  bei  allen  Beweisen 
auf  die  Betrachtung  des  KS-Büschels.  Alle  Formeln,  die  wir 
beim  Büschel  erhalten,  gelten  dann  auch  für  die  Schar,  wenn  wir 
nur,  statt  die  x^  als  Punkt-  und  die  u^  als  Linienkoordinaten  zu  inter- 
pretieren, die  umgekehrte  Interpretation  eintreten  lassen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  stellt  also  die  Gleichung  (2)  so- 
wohl ein  KS-Büschel  als  auch  eine  KS-Schar  dar. —  Da  A  in 
ihr  auch  imaginäre  Werte  annehmen  darf,  ziehen  wir  von  jetzt  an  auch 
Gleichungen  zweiten  Grades  mit  imaginären  Koeffizienten  in 
den  Kreis  unserer  Betrachtungen  und  wollen  nun  auch  auf  die  durch 
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sie  definierten  Punktreihen  (Strahlbüschel)  den  Namen  ^^Kegel  schnitt'^ 
ausdehnen.  Zwei  KSe,  die  zu  konjugiert  imaginären  Werten  von  X 
gehören^  nennen  wir  aggregiert  imaginäre  ESe. 

Wir  suchen  zunächst  über  die  projektiv  verschiedenen  Arten  des 
ES  "Büschels  Elarheit  zu  gewinnen. 

Ist  bei  konstantem  v  für  jedes  Wertsjstem  der  x^ 

(3)  f{^,oo)~vg{x,x), 
d.h. 

(4)  (^ik=^hk  (',*=1.2,») 

oder  in  anderer  Form 

sind  also  die  beiden  Basis-ESe  identisch,  so  haben  wir  in  (2)  das 
identische  ES-Büschel,  dessen  (die  identische  ES-Schar, 
deren)  sämtliche  ESe  für  X^v  mit  dem  Basis-ES  zusammenfallen, 
während  für  A  =  v  der  ES  (2)  in  sämtliche  Punkte  (Gerade)  der 
Ebene  entartet. 

Fortan  wollen  wir  stets  annehmen,  daß  f=^0  und  gr  =  0  nicht 
miteinander  identisch,  also  f  und  g  linear  unabhängig  sind.  Dann 
entsprechen  je  zwei  verschiedeneu  Werten  von  l  zwei  ver- 
schiedene ESe;   denn  aus 

f-Xg^c{f-k'g) 
folgt 

(l-c)/--(A-cA')i7^0; 

also  müssen  nach  der  soeben  über  f  und  g  geraachten  Annahme  die 
Eoeffizienten  von  f  und  g  in  der  letzten  Gleichung  gleich  Null,  d.  h. 
c=l,  k' =  X  sein.  Die  Zuordnung  zwischen  allen  ESen  des 
nicht  identischen  Büschels  (2)  einerseits  und  allen  Werten 
von  X  andererseits  ist  also  ein-eindeutig. 

Der  „Parameter"  X  des  ESes  f—Xg  =  0  oder  (X),  wie  wir  diesen 
ES  auch  kurz  bezeichnen  wollen,  kann  daher  geradezu  als  Eoordinate 
dieses  ESes  aufgefaßt  werden  in  einem  System,  das  den  Basis -ESen 
die  Eoordiuaten  X  =  0,  bezw.  A  =  oo  zuordnet.  Die  Gesamtheit  der 
ESe  eines  Büschels  bildet  also  dieselbe  Mannigfaltigkeit  wie  z.  B.  die 
Strahlen  eines  Strahlbüschels  I  Ordnung.  Die  den  reellen  Werten 
von  X  entsprechenden  ESe  (A)  bilden  eine  einfach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  ESen;  ihre  Ajizahl  muß  mit  oo*  bezeichnet  werden. 

Sind  nun  (A^)  und  (Aj)  zwei  beliebige  verschiedene  ESe  des 
Büschels,  also  A^+Aj,  und  setzt  man 

(5)  l<P^f-h9 
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flo  gehört  jeder  KS  des  Büschels  (p  —  ^t  =  0  dem  Büschel  (2)  an, 
und  da  nach  (5)  auch  f  und  g  dmrch  ^  und  if  linear  ausdrückbar 
sind,  so  ist  auch  jeder  KS  des  Büschels  (2)  in  dem  Büschel  9?— -ft^  =  0 
enthalten;  (5)  und  (2)  stellen  also  dasselbe  Büschel  dar,  d.  h.: 

Ein  KS-Büschel  (Eine  KS-Schar)  ist  durch  zwei  belie- 
bige seiner  (ihrer)  ESe  eindeutig  bestimmt.  Irgend  zwei 
solche  können  als  Basis-KSe  genommen  werden. 

Hieraus  folgt:  Jeder  Punkt  (Strahl)  der  Ebene,  der  zwei 
KSen  des  Büschels  (der  Schar)  zugleich  angehört,  gehört 
allen  seinen  (ihren)  KSen  an.  Er  heißt  deshalb  ein  Gmndpunkt 
des  Büschels  (Grundstrahl  der  Schar.) 


136.  [Das  entartete  BB-Bflschel.  Die  entartete  KEkSohar.] 

Als    charakteristische    Gleichung   des  Büschels  (der  Schar) 
f—Xg^O  oder  des  Formenpaares  f,  g  bezeichnen  wir  die  Gleichung 

(6)  C(A)^!c,,(A)|^|o,,-A6,,| 

r,  k  i,  k 

Sie   liefert   die  Werte   von   A,   denen  entartete  KSe  des  Büschels 
entsprechen. 

Ist  (6)  für  jeden  Wert  von  l  erfüllt,  also  C(A)  =  0,  d.h. 


(7) 


^  =  0,    :Sb,,Ä,,^0,     2aaBik-0,    J5  =  0, 


/,* 


so  enthält  das  Büschel  (die  Schar)  nur  entartete  KSe  und  heiße  selbst 
ein    entartetes    KS-Büschel    (eine   entartete   KS-Schar).     Ein 
entartetes  Büschel  besitzt  also  stets  entartete  Basis-KSe  (während  um- 
gekehrt zwei  solche  i.  a.   keineswegs  ein 
entartetes  KS-Büschel  bestimmen). 

Ist  nun  sowohl  f=0  wie  g  =  0  eine 
Doppelgerade  (Fig.  94),  also  v(Ä)=^2, 
v{E)^2y  so  sind  die  Gleichungen  (7) 
stets  erfüllt,  also  ist  das  KS-Büschel  dann 
stets  ein  entartetes.  Legt  man  eine  Ecke 
des  Koordinatensystems  in  den  Schnitt- 
punkt S  der  beiden  Doppelgeraden,  so 
sieht  man  nach  Art.  37,  daß  das  KS-Büschel 
mit  der  durch  die  beiden  Doppelgeraden 
bestimmten  Strahleninvolution  identisch  ist.  Es  besitzt  also  nur 
einen  Grundpunkt  S  und  zwei  Doppelgerade  f^O  und  g^O 


Fig.  M. 
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Ist  f=0  eine  Doppelgerade,  g^O^in  Geradenpaar  (Fig.  95), 
also  v{Ä)  =  2,  v{B)  -  1,  so  ist  das  KS-Büschel  (2)  nach  (7)  dann 
und  nur  dann  entartet,  wenn  noch  die  Gleichung 

(8)  ^«a-B«=0 

erfüllt  ist.     Ist  nun  etwa  -B^;,4=0,   so  folgt  aus  (8)  durch  Multipli- 
kation mit  B^j^  unter  Benutzung  der  wegen 
V  (B)  =  1     gültigen    Determinantenrela- 
tionen  Bf^j^Bij^-==- Bf^^B/^j^   die  Gleichung 

(8a)  2a,,B,,B,,^0, 

J5^i,  B^^,  B^s  sind  aber  nach  Art.  123(32) 
die  Koordinaten  des  Trägers  B^^  von 
g  =  0]  also  besagt  (8a)  oder  (8),  daß 
der  Trager  des  Geradenpaares  ^f  =  0  auf  '  Fig.  95. 

der  Doppelgeraden  f=0  liegt.     Macht 

man  diesen  Trager  wieder  zu  einer  Ecke  des  Eoordinatendreiecks,  so 
folgt  wie  oben,  daß  das  KS-Büschel  eine  Strahleninvolution  ist.  Es 
enthält  also  wieder  nur  einen  Grundpunkt  und  zwei  im  allge- 
meinen verschiedene  Doppelgerade,  deren  eine  f=0  ist.  —  Ent- 
sprechendes gilt,  wenn  f^O  ein  Geradenpaar,  g^O  eine  Doppel- 
gerade ist. 

Ist  endlich  sowohl  /"=0  wie  g  =  0  ein  Geradenpaar,  also 
v{Ä)  =  v{B)-='l,  so  ist  das  KS-Büschel  f—Xg-^0  nach  (7)  dann 
und  nur  dann  entartet,  wenn  die  Gleichungen 

(9)  Ä*^«  =  0,      ^a„5,»=>0 

I ,  *  /,  k 

erfüllt  sind.  Da  nun  v  {Ä)  =  v  (B)  =  1 ,  also  etwa  A^^  +  0,  B^^  +  0 
ist,  kann  mit  den  Gleichungen  (9)  dieselbe  Umformung  wie  mit  (8) 
vorgenommen  werden;  sie  besagen  demnach,  daß  der  Träger  Ä^  von 
f=^0  auf  5f  =  0  und  der  Träger  B^  von  ^  =  0  auf  f^O  liegt. 

Die  Träger  von  /*  =  0  und  jr  =  0  fallen  nach  Art.  126  dann  und 
nur  dann  zusammen,  wenn  bei  konstantem  v 

F{u,  u)  =  vG(ti,  w), 
d.  h.  wenn 

(10)  Atj^^^vB^^  (.•,*=!,  2, 8) 

oder 

(10a)  A,,B,^-A,^B,,=^0.  (;.*,^m  =  i,2,.s) 

Sind  nun  die  Träger  A^  und  B^  voneinander  verschieden  (Fig.  96), 
also  die  Gleichungen  (10)  oder  (10a)  nicht  erfüllt,  so  müssen  f^O 
und  ^  «=  0  eine  ihrer  Geraden  —  sie  heiße  m  —  gemein  h^ben,    Außer- 
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dem  haben  sie,  wenn  u\  bezw.  u"  die  andere  Gerade  von  /"«=  0,  bezw. 
^^«Oist,  noch  den  Schnittpunkt  «m"  gemein,  der  nicht  auf  w  liegt, 
da  Bonst  die  beiden  Träger  zusammenfallen  müßten.  Jeder  Punkt 
der  Geraden  u  und  der  Punkt  uu"  sind  also  Grundpunkte  des 
entarteten  ES-Büschels.  Dieses  kann  demnach  keine  Doppelgerade 
enthalten.  Jedes  Geradenpaar  besteht  aus  u  und  einer  durch 
M  li"  gehenden  Geraden. 

Fallen  dagegen  die  Träger  A^  und  B^  von  /*  =  0  und  (/  =  0  zu- 
sammen (Fig.  97),  d.  h.  ist  (10)  oder  (10a)  erfüllt,  so  folgt  wieder 
wie  oben,  daß  das  ES-Büschel  eine  Strahleninvolution  ist,  also 


Kig.  96. 


Fig.  97. 


nur    einen    Grundpunkt    und    zwei    (eventuell   zusammenfallende) 

Doppelgerade  besitzt. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  dahin  zusammenfassen: 

Als  äquivalente  Bedingungen  dafür,  daß  das  ES-Büschel 

(die  ES-Schar)  f  —  Xg  =  0  entartet  ist,  ergeben  sich: 

a)  analytisch: 

(7)  ^  =  0,    2KA,  =  0,    ^aa^«=-0,    B-0, 

t\  k  I,  k 

b)  geometrisch: 

/*=0  und  5^  =  0  sind   beide  entartet,  und  ein  singu- 
lärer  Punkt  (Strahl)  von  f=0  ist  zugleich  ein  Punkt 
(Strahl)  von  ^  =  0  und  umgekehrt. 
Das  entartete  ES-Büschel  (Die  entartete  ES-Schar)  be- 
steht  im    allgemeinen   aus   lauter   Strahlenpaaren   (Punkte- 
paaren), die  einen  Strahl  (Punkt)  und  einen  nicht  mit  ihm 
inzidierenden  Punkt  (Strahl)   gemein  haben.     Nur  wenn  die 
Gleichungen    (10a)    erfüllt    sind,   d.  h.   wenn   ein  singulärer 
Punkt  (Strahl)  von  /"=  0  mit  einem  singulären  Punkt  (Strahl) 
von   5^  =  0    zusammenfällt,    entartet    das    ES-Büschel    (die 
KS-Schar)  in   eine  Strahleninvolution  (Punktinvolution). 
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137.  [Nicht  entartete  KE^Bflschel  und  -Scharen:  1.  All- 
gemeine KS-Bflschel  und  -Gk>haren.]  Falls  C(A)  ^|e  0  ist,  ent- 
sprechen nur  den  Wurzeln  A^,  Ag,  A3  der  charakteristischen  Gleichung 

(6)  C(X)  =  |c,»(A)|  =  |a„-A&,,|  =  0 

entartete  KSe  im  Büschel  /'—  Agf  =  0;  wir  nennen  es  dann  ein  nicht 
entartetes  KS-Büschel.  Ist  zufällig  J5  =  0,  also  51  =  0  ein  Ge- 
radenpaar, so  ist  (6)  von  niedrigerem  als  drittem  Grade;  wir  können 
dann  aber  an  Stelle  von  g=0  irgend  einen  andern  nicht  entarteten  KS 
h^f—l'g^O  als  Basis-KS  einführen,  dürfen  also  die  Gleichung  (6) 
wirklich  als  kubische  Gleichung  voraussetzen. 

Ersetzt  man  in  (6)  A  durch  A^  +  /tt  (ä  =  1,2,8) ,  so  hat  die  Gleichung 

(11)  C(A,  +  /i)^|c,,(A,)-^fc,J 

=  G{K)  -  l^2haCa{K)  +  ^*^5«^.*W-  ^'5  =  0 

ebenso  oft  die  Wurzel  (t  =  0  wie  (6)  die  Wurzel  A;^.  Gleichung  (6) 
hat  also  A^^  als  einfache  —  doppelte  —  dreifache  Wurzel,  je 
nachdem  in  der  Reihe 

(12)  C{X),    2KC,,{X),     ^BaCaW 

für  A  =  A^  das  erste  Glied,  aber  nicht  das  zweite  —  die  beiden 
ersten  Glieder,  aber  nicht  das  dritte  —  alle  drei  Glieder 
verschwinden. 

Wir  verfolgen  zunächst  den  allgemeinen  Fall,  daß  die  charakte- 
ristische Gleichung  (6)  des  Büschels  drei  einfache  Wurzeln 
A|,  Ag,  A3  besitzt,  und  nennen  das  Büschel  in  diesem  Fall  ein  all- 
gemeines (nicht  entartetes)  KS-Büschel,  bezw.  die  Schar  eine  all- 
gemeine KS-Schar.  Jeder  Wurzel  A^  entspricht  dann  ein  Geraden- 
paar (AJ;  denn  wäre  (Aj  eine  Doppelgerade,  so  wären  alle  C'ii(Aj  =  0 
und  somit  nach  (12)  A^^   mindestens  Doppelwurzel   von    (6).     Also: 

Ein  allgemeines  KS-Büschel  (eine  allgemeine  KS-Schar) 
enthält  drei  und  nur  drei  voneinander  verschiedene  entartete 
KSe,  deren  jeder  ein  Elementepaar  ist. 

Die  Geradenpaare  (A^),  (A^)  schneiden  sich  dann  in  vier  vonein- 
ander verschiedenen  Punkten  Ä,  B,  C,  D;  denn  läge  etwa  der  Träger 
von  (Ai)  auf  (A,),  so  müßte  das  Büschel  nach  den  Kriterien  des 
vorigen  Artikels  ein  entartetes  sein.  Da  die  Punkte  Ä,  B,  C,  D  zwei 
KSen  des  Büschels  gemeinsam  sind,  sind  sie  Grundpunkte,  und  da 
(Ai),  (Ag)  keine  weiteren  Schnittpunkte  besitzen,  sämtliche  Grund- 
punkte des  Büschels.  Auch  das  Geradenpaar  (A3)  geht  durch  diese 
vier   Grundpunkte.     Die   drei   Geradenpaare   (Aj,  (Aj),  (Ag)   sind 
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also  die  drei  Gegenseitenpaare  des  vollständigen  Vierecks 
ÄBCD  der  Grundpunkte  des  KS-Büschels  (s.  Fig.  98). 

Umgekehrt  gehört 
jeder  durch  die  vier 
Grundpunkte  gehende 
KS  dem  Büschel  an. 
Denn  da  von  jenen  vier 
•Punkten  nicht  drei  auf 
einer  Geraden  liegen^  so 
ist  jeder  durch  sie  ge- 
hende KS  nach  Art.  114 
durch  einen  beliebigen 
fünften  auf  ihm  Hegen- 
den Punkt  X'  eindeu- 
tig bestimmt  und  wird 
daher  durch  Gleichung 
(2),  wenn  darin 

X  =  fix',x'):9(x',x') 


Fig.  98. 


gesetzt  wird,  dargestellt.     Also  können  wir  sagen: 


Jedes  allgemeine  KS-Bü- 
schel  besteht  aus  der  Gesamt- 
heit der  KSe,  die  vier  ein  voll- 
ständiges Viereck  bildende 
Grundpunkte  gemein  haben. 
Die  drei  Geradenpaare  des 
Büschels  sind  die  Gegenseiten- 
paare dieses  ,,das  Büschel  tra- 
genden" Vierecks. 


Jede  allgemeine  KS-Schar 
besteht  aus  der  Gesamtheit 
der  KSe,  die  vier  ein  voll- 
ständiges Vierseit  bildende 
Grundstrahlen  gemein  haben. 
Die  drei  Punktepaare  der  Schar 
sind  die  Gegeneckenpaare  die- 
ses „die  Schar  tragenden"  Vier- 
seits. 


Die  Koordinaten  der  Grundpunkte  sind  die  gemeinsamen  Lösungs- 
systeme der  Gleichungen  f=0  und  g^O,  deren  Koeffizienten  reell 
sind;  sie  können  )also  nur  reelle  oder  paarweise  konjugierte  imaginäre 
Werte  haben.  Das  Viereck  der  Grundpunkte  des  Büschels  (Das 
Vierseit  der  Grundstrahlen  der  Schar)  ist  somit  ein  Viereck 
(Vierseit)  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  (s.  Art.  71).  Dem- 
entsprechend nennen  wir  auch  die  von  einem  solchen  Viereck  (Vier- 
seit) getragenen  KS-Büschel  (KS-Scharen)  erster,  zweiter  oder  dritter 
Art  und  unterscheiden  also  bei  den  allgemeineil  KS-Büscheln  und 
Scharen : 

1.  Das  KS-Büschel  ersterj  1.  Die  KS-Schar  erster  Art 
Art  mit  vier  reellen  Grund- 1  mit vierreellenGrundstrahlen. 
punkten.  Es  enthält  drei  re-' Sie  enthält  drei  reelle  Punkte- 
elle Geradenpaare.  {paare. 
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2.  Das  KS-Büschel  zweiter 
Art  mitzweiPaarenaggregiert 
imaginärer  Grundpunkte.  Es 
enthält  ein  reelles  Geraden- 
paar nnd  zwei  Paare  aggre- 
giert imaginärer  Geraden. 

3.  Das  KS-Büschel  dritter 
Art  mit  zwei  reellen  und  zwei 
aggregiert  imaginären  Grund- 
punkten. Es  enthält  ein  re- 
elles und  zwei  zueinander  ag- 
gregiert imaginäre  Geraden- 
paare. 


2.  Die  KS-Schar  zweiter  Art 
mit  zwei  Paaren  aggregiert 
imaginärer  Grundstrahlen.  Sie 
enthält  ein  reelles  Punktepaar 
und  zwei  Paare  aggregiert 
imaginärer  Punkte. 

3.  Die  KS-Schar  dritter  Art 
mit  zwei  reellen  und  zwei 
aggregiert  imaginären  Grund- 
strahlen. Sie  enthält  ein  re- 
elles und  zwei  zueinander  ag- 
gregiert imaginäre  Punkte- 
paare. 


Da  hei  dem  allgemeinen  ES-Büschel  (der  allgemeinen  ES- 
Schar)  jeder  Strahl  (Punkt),  der  einem  entarteten  ES  angehört,  Seite  des 
tragenden  Vierecks  (Ecke  des  tragenden  Vierseits)  ist,  wollen  wir 
jeden  solchen  auch  als  eine  Seite  des  ES-Büschels  (Ecke  der 
ES- Schar)  bezeichnen  und  diese  Bezeichnung,  da  sich  dies  als 
zweckmäßig  erweisen  wird,  auch  dann  beibehalten,  wenn  das  nicht 
entartete  ES-Büschel  kein  allgemeines  (die  nicht  entartete  ES-Schar 
keine  allgemeine)  ist. 

Aus  dem  Vorangehenden  und  aus  Art.  122  ergeben  sich  für  die 
projektive  Einteilung  des  allgemeinen  ES-Büschels  (der 
allgemeinen  ES-Schar)  folgende  Eriterien: 

a)  Alle  A^   (*«  1,2,8)   reell  und  voneinander  verschieden: 

a)  Alle  ^'C^,(AJ<0:  ES-Büschel  (ES-Schar)    erster 
Art. 

ß)  Nicht  alle  ^C^^{Xf)<CO  (d.h.  zwei  dieser  Summen  >0, 
eine  <0):  ES-Büschel  (ES-Schar)  zweiter  Art.^) 

b)  Nur  ein  A^  reell:  ES-Büschel  (ES-Schar)  dritter  Art. 

Übungsaufgabe:  Man  beweise:  Jedes  ES-Büschel  zweiter 
Art  enthält  nicht  entartete  imaginSre  ESe,  deren  Parameter 
A  reell  ist,  deren  Gleichungen  also  reelle  Eoeffizienten  besitzen. 
(Daß  umgekehrt  ein  ES-Büschel,  das  solche  ESe  enthält,  nur  von 
der  zweiten  Art  sein  kann,  ist  direkt  ersichtlich.) 

1)  Um  zu  erkennen,  ob  a)  oder  p>)  vorliegt,  hat  man  also  nur  von  zweien 
der  drei  Summen  festzustellen,  ob  beide  oder  nicht  beide  negativ  sind. 
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138.  [Nicht  entartete  KE^Büsohel  und  -Scharen:  2.  Spe- 
slelle  KE^Bfischel  und  -Scharen.]  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall, 
daß  die  charakteristische  Gleichung  C(A)  •«  0  eine  mehrfache 
Wurzel  (also  lauter  reelle  Wurzeln)  besitzt,  so  können  die  drei  im 
Büschel  enthaltenen  entarteten  ESe  nicht  mehr  sämtlich  voneinander 
verschieden  sein,  und  ein  Geradenpaar  kann  dann  auch  weiter  in  eine 
Doppelgerade  entarten.  Auch  die  Gnmdpunkte  können  dann  nicht 
mehr  sämtlich  voneinander  verschieden  sein.  Umgekehrt:  Sind  weniger 
als  vier  verschiedene  Grundpunkte  vorhanden,  so  kann  das  nicht  ent- 
artete KS-Büschel  nicht  drei  verschiedene  Geradenpaare  enthalten, 
C(;t)  =  0  muß  also  eine  mehrfache  Wurzel  besitzen.  Wir  nennen 
das  Büschel  in  diesem  Fall  ein  spezielles  (nicht  entartetes)  KS- 
Büschel,  bezw.  die  Schar  eine  spezielle  ES-Schar. 

Ein  spezielles  ES-Büschel  (Eine  spezielle  ES-Schar) 
enthält  also  weniger  als  drei  entartete  ESe. 

Es  sei  zunächst 

a)  Aj  +  Ag  =  A, .     Der  einfachen  Wurzel  X^  entspricht  ein  reelles 

oder  ein  aggi-egiert  imaginäres  Geradenpaar  (Aj).     Der  Doppel wurzel  A, 

entspricht  ein  Geradenpaar  oder  eine  Doppelgerade  (Ag),  je  nachdem 

-^C^«(^«)  +  0  oder  -0. 
«• 

a)  ^C^<(Aj)  +  0,  d.  h.  (Aj)  ist  ein  (reelles  oder  aggregiert  imagi- 
näres) Geradenpaar.  Der  Träger  von  (A,)  ist  ein  Grundpunkt; 
denn  A,  ist  Doppelwurzel,  also  nach  (12)  ^h^j^C^j^{X^  =  0,  also  auch, 
wenn  etwa  C^^{X^)  +  0  ist,  ^6,jfcCa(^2)Cx.i(A2)  =  0,  d.  h.  der  Träger 
von  (Aj)  liegt  auf  dem  nicht  entarteten  ES  </  =»  0,  also  auf  zwei  und  somit 
auf  allen  ESen  des  Büschels.  Da  aber  der  Träger  als  singulärer  Punkt 
von  (Ag)  doppelt  zu  zählen  ist,  so  wollen  wir  ihn  einen  doppelten 
Grundpunkt  nennen.  —  Er  liegt  als  Grundpunkt  auch  auf  dem  Ge- 
radenpaar (AJ,  ist  aber  von  dessen  Träger  verschieden;  denn  sonst 
läge  dieser  als  Grundpunkt  auch  auf  gr  =  0,  d.  h.  es  wäre  ^bußniX^  =  0, 
also  A,  DoppelwurzeL  Hieraus  folgt  auch,  daß  das  Geradenpaar  (AJ 
reell  ist,  da  seine  eine  Gerade  die  beiden  reellen  Träger  von  (A^) 
imd  (Ag)  verbindet. 

Die  Schnittpunkte  des  Geradenpaares  (A^)  mit  der  anderen  Ge- 
raden von  (Ai)  sind  ebenfalls  Grundpunkte,  die  aber  nur  einfach 
zählen.  Sie  sind  reell  oder  aggregiert  imaginär,  je  nachdem  das  Ge- 
radenpaar (Aj)  reell  oder  aggregiert  imaginär  ist,  d.  h.  je  nachdem 
^C^^(Aj)  ^  0  ist.  Andere  Schnittpunkte  der  beiden  Geradenpaare 
(Aj,  (Aj),  d.  h.  andere  Grundpunkte  gibt  es  nicht. 

Also  haben  wir  im  Falle  a)  a)  ein  spezielles  ES-Büschel 
(eine  spezielle  ES-Schar)  mit  einem  doppelten  reellen  und 
zwei  einfachen  reellen  oder  aggregiert  imaginären  Grund- 
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punkten  (Grundstrahlen).  Das  Büschel  (Die  Schar)  enthält 
zwei  Geradenpaare  (Punktepaare),  von  denen  das  von  dem 
doppelten  Grundpunkt  (Grundstrahl)  getragene  auch  aggre- 
giert imaginär  sein  kann.     (Fig.  99  a  und  b.) 


Fig.  99  a. 

ß)  ^Cii{X^)^0,  d.h.  (A,)  ist  eine  Doppelgerade.  Dann  schließt 
man  genau  wie  oben,  daß  der  Träger  von  (A^)  nicht  auf  (Aj)  liegen 
kann.  Wir  haben  also  in  den  Schnittpunkten  von  (A,)  mit  den 
beiden  Geraden  von  (A^)  zwei  und  nur  zwei  Grundpunkte,  von 
denen  jeder  doppelt  zählt,  weil  (A,)  eine  Doppelgerade  ist.  Sie 
sind  reell   oder   aggregiert    imaginär,  je  nachdem  das  Geraden- 


Fig.  100  a. 


Pig.  100  b. 


paar  (Aj)  reell  oder  aggregiert  imaginär,  d.  h.  je  nachdem  ^Q/A^) 
<  oder  >  0  ist. 

Also  haben  wir  im  Falle  a) /3)  ein  spezielles  ES-Büschel 
(eine  spezielle  KS-Schar)  mit  zwei  doppelten  reellen  oder 
aggregiert  imaginären  Grundpunkten  (Grundstrahlen).  Das 
Büschel  (Die  Schar)  enthält  eine  Doppelgerade  (einen  Doppel- 
punkt) und  ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres  Geraden- 
paar (Punktepaar).     (Fig.  100a  imd  b.) 

Es  sei  jetzt 


Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrioi  I. 
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b)  Ai»A,=  ;i,.  Dann  ist  der  einzige  entartete  KS  (AJ  des 
Büschels  ein  Gerädenpaar  oder  eine  Doppelgerade,  je  nachdem 
^0^^{k^)  +  0  oder  «  0  ist. 

a)  ^C'.iCAj  +  O.  Da  nach  (12)  jetzt  ^ha^^iki^)^^  ^^t,  so 
liegt  der  Träger  des  Geradenpaares  (AJ  auf  g  ^0,  ist  also  ein  Grund- 
punkt und  zahlt  als  solcher  mindestens  doppelt.  Nun  gilt  aber 
nach  (12)  jetzt  auch  die  Gleichung 

(13)  2BaC,,{i^)-0, 

in  der  man,  da  (X^)  aus  zwei  Geraden  u,  «'  besteht, 

(14)  c»(Ai)-«,«; 
setzen  kann.     Aus  (13)  folgt  dann 

(15)  J'5««,«*'=G^(«."')  =  0, 

d.  h.  die  beiden  Geraden  u,  u  von  (A^)  sind  konjugiert  in  bezug  auf 
den  KS  g  =  0.  Da  ihr  Schnittpunkt  als  Grundpunkt  dem  KS  ^  =  0 
angehört,  tragt  er  in  bezug  auf  diesen  KS  eine  parabolische 
Strahleninvolution;  also  muß  entweder  u  oder  u  Tangente  von  ^^  =  0 
sein.  Von  den  beiden  Punkten,  in  denen  ein  beliebiges  Geraden- 
paar, dessen  Träger  auf  dem  KS  ^f  =  0  liegt,  diesen  KS  i.  a.  noch 
triflft,  fäUt  somit  bei  dem  Paare  (A^)  noch  einer  mit  dem  Träger  zu- 


sammen; dieser  muß  daher  als  Grundpunkt  dreifach  gezahlt 
werden.  Außer  ihm  existiert  dann  noch  ein  einfacher  Grund- 
punkt: der  Schnittpunkt  derjenigen  Geraden  des  Paares  (A^)  mit  dem 
KS  g  =  0,  die  diesen  KS  nicht  berührt.  Weil  der  dreifache  Grund- 
punkt reell  ist,  muß  ^  »  0,  also  auch  das  Geradenpaar  (A^),  dessen 
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eine  Gerade  den  KS  ^»0  in  diesem  Gmndpunkt  berührt^  reell  sein; 
der  einfache  Grnndpunkt  ist  somit  ebenfalls  reell. 

Im  Falle  b)  a)  haben  wir  also  ein  spezielles  ES-Büschel 
(eine  spezielle  KS-Schar)  mit  einem  dreifachen  und  einem 
einfachen  reellen  Gmndpunkt  (Grundstrahl).  Das  Büschel 
(Die  Schar)  enthält  ein  einziges  reelles  Geradenpaar  (Punkte- 
paar).    (Fig.  101  a  und  b.) 

ß)  2(^ii{K)  "^  0-  ^*  i^säm  (Aj)  eine  Doppelgerade  ist,  kann 
man  in  (13)  c^|^{i^  =  u^UJ^  setzen  und  erhält 


(16) 


2B,^u^u^=G{u,u)^Q, 


d.  h.  die  Doppelgerade  u  oder  (Aj)  ist  Tangente  von  ^  =»  0.  Ihr 
reeller  Berührungspunkt  muß  daher  als  Grundpunkt  vierfach 
gezählt  werden. 

Im  Falle  b) /3)  haben  wir  also  ein  spezielles  ES-Büschel 
(eine  spezielle  KS-Schar)  mit  einem  vierfachen  reellen 
Grundpunkt  (Grundstrahl).      Der   einzige   entartete  ES   des 


Fig.  102  a. 


Fig.  lOab. 


Büschels   (der   Schar)    ist    eine   Doppelgerade   (ein   Doppel- 
punkt).    (Fig.  102a  und  b). 

Wenn  wir  einen  n- fachen  Grundpunkt  als  n  einfache  Grund- 
punkte zählen,  so  können  wir  jetzt  sagen:  Ein  nicht  entartetes  ES- 
Büschel  besitzt  immer  vier  Grundpunkte.  Wir  haben  also  durch  die 
Entwicklungen  dieses  und  des  vorigen  Artikels  auch  den  Satz  (von 
Bezout)  bewiesen: 

Zwei  ESe,  die  nicht  alle  Punkte  einer  Geraden  gemein 
haben,  schneiden  sich  stets  in  vier  Punkten. 

Aus  den  bisherigen  Betrachtungen  ergibt  sich  noch  der  Satz: 

Jeder  mehrfache  Grundpunkt  eines  ES-Büschels  (Grund- 
strahl einer  ES-Schar)  ist  singulärer  Punkt  (Strahl)  eines 
dem  Büschel  (der  Schar)  angehörigen  entarteten  ESes. 

2l« 
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Übungsaufgab 


en: 


1.  Eine  ES-Schar  ist  dann 
und  nur  dann  auch  ein  KS- 
Büschel,  wenn  sie  einen  Dop- 
pelpunkt enthält. 


1.  Ein  KS-Büschel  ist  dann 
und  nur  dann  auch  eine  ES- 
Schar,  wenn  es  eine  Doppel- 
gerade enthält. 

(Die  in  X  quadratische  Gleichung 

durch  die  ein  ES-Büschel  in  Linienkoordinaten  dargestellt  wird^  muß 
nämlich  dann  in  zwei  (in  X)  lineare  Faktoren  zerfallen,  deren  einer 
Yon  den  u^  unabhängig  ist;  d.  h.  alle  C^l^{X)  müssen  denselben 
Linearfaktor  enthalten  u.  s.  w.) 

2.  Man  beweise  zur  Ergänzung  des  Satzes  in  Art.  114:  Wenn 
fünf  Punkte,  ob  reell  oder  nicht,  gegeben  sind  und  die  Glei- 
chung des  im  allgemeinen  durch  sie  bestimmten  ESes  illu- 
sorisch wird,  so  liegen  mindestens  vier  der  fünf  Punkte 
auf  einer  Geraden.     (Entsprechend  dualistisch.) 

(Da  nämlich  die  fünf  Gleichungen  für  die  Eoeffizienten  a,.^  linear 
abhängig  sind,  so  zeigt  sich,  daß  jeder  ES  eines  Büschels  durch  die 
fünf  Punkte  hindurchgeht.  Ein  Büschel  mit  mehr  als  vier  ver- 
schiedenen Grundpunkten  muß  aber  nach  Art.  136 — 138  ein  ent- 
artetes Büschel  sein,  das  aUe  Punkte  einer  Geraden  und  nur  einen 
außerhalb  der  Geraden  liegenden  Punkt  als  Grundpunkte  enthält.) 

139.  [ZnBammenstelliing  der  Kriterien  fttr  die  projektive 
Binteilnng'  des  KE^Bflschels  (der  KS-Gkdiar).]  Aus  den  vier 
vorangehenden  Artikeln  und  Eap.  VII  dieses  Abschnitts  ergeben  sich 
folgende  Eriterien  für  die 

projektive  Einteilung  des  ES-Büschels  (der  ES-Schar) 

f-Xg  =  ^{a^j,-  i^*)^Ä=  0- 

A.  Alle  a^^  &,^  —  a,^  6,.;t  =  0   (/,  *,  /,  m  =  i,  2,  s) : 

Das  identische  ES-Büschel  (Die  identische  ES-Schar). 

B.  Nicht  aUe  a,.*6,^  ~  a,^»,^  =  0: 

Das  nicht  identische  ES-Büschel  (Die  nicht  identische 
ES-Schar). 

L   C{X)  ^  0  (d.h.^  =  0,  2KÄ,,  =  0,  2aaB,,  «  0,  B^O): 

Das  entartete  —  d.h.  nur  aus  Geradenpaaren  bestehende  — 

ES-Büschel. 

(Die  entartete  —  d.h.  nur  aus  Punktepaaren  bestehende  — 

ES-Schar.) 
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1.  Alle  Aii^Bf^—  Aj^Bi^  =  0  (/,*,i.m  =  1,2,8): 

Die  Involution  von  Strahlenpaaren  (Punktepaaren). 

2.  Nicht  alle  ^,,5,„-4„£,,  =  0: 

Das  Büschel  mit  einer  allen  Geradenpaaren  gemeinsamen 
Geraden  und  einem  nicht  auf  dieser  liegenden  Grund- 
punkt. 

(Die  Schar  mit  einem  allen  Punktepaaren  gemeinsamen 
Punkt  und  einem  nicht  durch  diesen  gehenden  Qrund- 
strahl.) 

n.  C{1)  -}z  0: 

Das  nicht  entartete  KS-Büschel  (Die  nicht  entartete 
KS- Schar). 

1.  Alle  Aj^(A  =  i,  2, 8)  voneinander  verschieden: 

Das  allgemeine  —  d.h.  von  einem  Viereck  getragene  — 
KS-Büschel. 

(Die  allgemeine  —  d.  h.  von  eiuem  Vierseit  getragene  — 
KS- Schar.) 

a)  Alle  A^  reell: 

«)  Alle  ^C,,(A,)<0: 

Das  KS-Bü8chel  (Die  KS-Schar)  erster  Art. 
/})  Nicht  aUe  ^O,..(AJ<0: 

i 

Das  KS-Büschel  (Die  KS-Schar)  zweiter  Art. 

b)  Nur  ein  X^  reell: 

Das  KS-Büschel  (Die  KS-Schar)  dritter  Art. 

2.  Nicht  alle  Xj^  voneinander  verschieden: 

Das  spezielle  —  d.  h.  weniger  als  vier  voneinander 
verschiedene  Grundpunkte  besitzende  —  KS-Büschel. 

(Die  spezielle  —  d.  h.  weniger  als  vier  voneinander 
verschiedene  Grundstrahlen  besitzende  —  KS-Schar.) 

aj  AjL  **f»  A2  =  Ajj: 

Das  KS-Büschel  (Die  KS-Schar)  mit  einem  doppelten 
und  zwei  einfachen  für 
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«i)  ^Cii(k^)  <  0  reellen, 

Ojj)  ^C^i{^)  >  0  aggregriert  imaginären 
Grundpunkten  (Grundßtrahlen). 

Das  KS-BüBchel  (Die  KS-Schar)  mit  zwei  doppelten 
für 

ßi)  ^C;i(^i)<0  reeUen, 

ß^)  ^Ci<(^i)>0  *^ggregiert  imaginären 
Grundpunkten  (Grundstrahlen). 

b)  Ai  =  A,  =  X,: 
«)^C,,(A0  +  O: 

Das  ES-Büschel  (Die  KS-Schar)  mit  einem  drei- 
fachen und  einem  einfachen  reellen  Grundpunkt 
(Grundstrahl). 

Das  KS -Büschel  (Die  KS-Schar)  mit  einem  vier- 
fachen reellen  Grundpunkt  (Grundstrahl).^) 

Übungsaufgaben:  1.  Der  KS  ^(0^+ i6,t)iP<i^*=  0,  dessen 
Gleichung  imaginäre  Koeffizienten  hat,  besitzt  als  reelle  Punkte  nur 
die  reellen  Grundpunkte  des  KS-Büschels  ^a^^ x^ Xj^—  X^ h^^ x^ Xj^  =  0, 
also  überhaupt  keine  solchen,  wenn  das  Büschel  von  der  zweiten 
Art  ist. 

2.  Man  stelle  die  Kriterien  für  die  projektive  Art  des  KS-Büschels 
f—Xg  =  0  auf,  wenn  f^^^nX^^,  5^  =  ^^«^o  also  beide  Formen 
als  Quadratsummen  gegeben  sind. 

3.  Man  überlege,  daß  unter  den  speziellen  KS-Büscheln  das- 
jenige mit  einer  Doppelgeraden  und  einem  imaginären  Geradenpaar 
das  einzige  ist,  das  nicht  entartete  imaginäre  KSe  enthalten  kann, 
und  zeige,  daß  es  immer  solche  enthalten  muß. 


1)  Wollten  wir  die  Theorie  der  Element arteiler  heranziehen,  so  würden 
Rieh  im  Falle  B.  II.  2.  die  Arten  des  ES-BüechelB  (der  KS-Schar)  dadurch  charak- 
terisieren lassen,  daß  die  Elementarteiler  yon  C{X)  im  Falle 
a)  a)    X-X,,    a-Z.)«, 

ß)    X-^X,,    X-X^,    Z-i,, 
b)a)    (X-i,)', 

ß)  {X^X,)\    x-x, 
sind.    Vgl.  0.  Staude,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  3*«  Reihe  Bd.  8  (1904),  S.  61 
und  P.  Muth,  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  128  (1906),  S.  302  ff. 
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140.  [Konjugierte  Punkte  In  berag  anf  das  KS-Bflsohel. 
Konjugierte  Gerade  in  besag  anf  die  KS-Schar.]  Der  Punkt 
X  besitzt  in  bezug  auf  den  KS  (jl)  des  Büschels  die  Polare 


(17) 


f{x,x')-Xg{x,x')  =  0. 


Seine  Polaren  in  bezug  auf  alle  KSe  des  Büschels  bilden  also  ein 
Strahlbüschel.  Der  Mittelpunkt  dieses  Strahlbüschels  der  Polaren 
von  X'  ist  der  Schnittpunkt  von  f{Xy  x')  =  0  und  g  (x,  x')  ==*  0  und 
hat  also  die  Gleichung 


/i(*')     fA^')     /.(a:') 
gi(x')    9t{x')    g,(x') 


^{u,nx),g(x'))  =  0 


(18) 


oder 

(18a)    t*i^(a^&Ji<Ä:;  +  W2^K^*)2<<+  W3^(aifeA^/<  =  0- 

Er  ist  dem  Punkte  X'  in  bezug  auf  alle  KSe  des  Büschels  konju- 
giert. Zwei  solche  in  bezug  auf  alle  KSe  des  Büschels  konjugierte 
Punkte  nennen  wir  konjugiert  in  bezug  auf  das  KS  Büschel. 

Der  zu  X'  konjugierte  Punkt  wird  nur  dann  unbestimmt^  wenn 
der  Verschwindungsgrad  der  Matrix 

fii^i  /;(^o  fsi^i 

ffii^l    9Ä^l    ff 3(^1 
Dann  ist  aber  für  jedes  x 

f{x,x')  =  Xf^g{x,x\ 

wo  A^  eine  Konstante.  Ein  solcher  Punkt  X'  hat  also  in  bezug  auf 
alle  KSe  des  Büschels,  für  die  >L  +  A^  ist,  dieselbe  Polare 

(20)  fix,x)^X,g{x,x')  =  0, 

während  seine  Polare  in  bezug  auf  den  KS  {kj)  völlig  unbestimmt 
wird;  er  ist  somit  allen  Punkten  von  (20)  in  bezug  auf  das  Büschel 
konjugiert.  Die  Identität  (19)  ist  aber  dann  und  nur  dann  möglich, 
wenn  die  Koordinaten  von  X'  den  Gleichungen 


größer  als  Null  ist. 
(19) 


(21) 


fi  W  -  h  9i  (^)  =  «n  (K)  «1  +  Cn  (.h)  ^t  +  Ci3  ih)  ^3  =  0 


genügen.    Daher  muß  C  (A J  =  0,  also  X^  eine  Wurzel  der  charakte- 
ristischen Qleichung  C{3i)  =  0,  der  ES  (AJ  folglich  ein  entarteter  und 
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X!  ein  singulärer  Punkt  desselben  sein  (was  übrigens  auch  direkt 
daraus  folgt,  daß  X'  in  bezug  auf  (Aj  keine  bestimmte  Polare  hat). 
Die  durch  die  Gleichungen  (21)  bestimmten  Pimkte,  d.  h.  die  sin- 
gulären  Punkte  der  entarteten  ES e  des  Büschels,  nennen  wir  knrz  die 
singulären  Punkte  des  ES-Büschels  und  können  also  sagen: 

Die  singulären  Punkte 
eines  ES-Büschels  besitzen 
in  bezug  auf  jeden  seiner  ESe 


Die  singulären  Strahlen 
einer  ES-Schar  besitzen  in 
bezug  auf  jeden  ihrer  ESe 
denselben  Pol,  also  in  dessen 
Geraden  unendlich  viele  ihnen 
in  bezug  auf  die  Schar  kon- 
jugierte Gerade.  Jede  an- 
dere Gerade  der  Ebene  be- 
sitzt eine  Punktreihe  Ton  Po- 
len und  ist  in  bezug  auf  die 
ES-Schar  nur  dem  Träger 
dieser  Punktreihe  konjugiert. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  einige  Folgerungen: 

Jeder  Grundpunkt  und  nur  ein  solcher  ist  sich  selbst 
konjugiert.  Denn  seine  Polaren  inzidieren  mit  ihm,  da  er  jedem  ES 
des  Büschels  als  Punkt  angehört,  —  und  umgekehrt. 

Jeder  mehrfache  Grundpunkt  ist  nach  Art.  138  ein  singulärer 
Punkt  des  ES-Büschels;  seine  gemeinsame  Polare  in  bezug  auf  alle 
ESe  des  Büschels  ist  also  eine  gemeinsame  Tangente  derselben;  d.h.: 

Alle  ESe  eines  ES-Büschels  '      Alle  ESe  einer  ES-Schar  be- 
sitzen auf  einem  mehrfachen 


dieselbe  Polare,  also  in  deren 
Punkten  unendlich  viele  ihnen 
in  bezug  auf  das  Büschel  kon- 
jugierte Punkte.  Jeder  andere 
Punkt  der  Ebene  besitzt  ein 
Strahlbüschel  von  Polaren 
und  ist  in  bezug  auf  das  ES- 
Büschel  nur  demTräger  dieses 
Strahlbüschels  konjugiert. 


besitzen  in  einem  mehrfachen 
Grundpunkt  dieselbe  Tan- 
gente, sie  berühren  sich  also 


Grundstrahl     denselben     Be- 
rührungspunkt,  sie  berühren 


in  diesem  Punkte.  sich  also  auf  diesem  Strahl. 

Nun  nennt  man  eine  Berührung  zweier  Punktkurven  (Strahlen- 
kurven) in  einem  Punkt  (Strahl)  einfach,  zweifach  usw.,  je  nach- 
dem in  ihm  je  zwei,  je  drei  usw.  Punkte  (Strahlen)  der  beiden 
Eurven  zusammenfallen.  Man  sagt  daher,  da  nach  Ari  138  in  einem 
mehrfachen  Grundpunkt  (Grundstrahl)  zwei,  drei  oder  vier  Punkte 
(Strahlen)  jedes  ES  es  des  Büschels  (der  Schar)  mit  ebenso  vielen 
Punkten  (Strahlen)  jedes  anderen  zusammenfallen  (s.  Fig.  99 — 102), 
das  Büschel  habe  in  dem  Grundpunkt  (die  Schar  habe  auf  dem 
Grundstrahl)  einen  einfachen,  zweifachen  oder  dreifachen 
Eontakt. 

Hiemach  können  wir  jetzt  das  allgemeine  ES-Büschel  (die 
allgemeine    ES-Schar)    auch    als   ES-Büschel   (-Schar)    ohne 
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Kontakt  bezeichnen^  beiden  speziellen  ES-Büscheln  (-Scharen) 
aber  nach  Art.  139  solche  mit  einem  einfachen  —  mit  zwei  ein- 
fachen —  mit  einem  zweifachen  —  mit  einem  dreifachen 
Eontakt  unterscheiden. 

Nach  Art.  138  (Übungsaufgabe)  ist  das  KS -Büschel  mit  zwei 
einfachen ;  bezw.  einem  dreifachen  Eontakt  zugleich  eine  ES -Schar 
mit  zwei  einfachen^  bezw.  einem  dreifachen  Eontakt  und  umgekehrt. 

Übungsaufgabe:  Ein  ES-Büschel  ohne  Eontakt  ist  durch 
seine  Grundpunkte  eindeutig  bestimmt;  bei  einem  ES- 
Büschel  mit  nur  einfachen  Eontakten  müssen  außer  den 
ßrundpunktendiegemeinsamen  Tangenten, bei  einemBüschel 
mit  mehrfachem  Eontakt  muß  außer  den  Grundpunkten  noch 
ein  ES  des  Büschels  gegeben  sein.  (Denn  erst  dann  sind  in  je- 
dem Falle  zwei  ESe  des  Büschels  gegeben.)  —  Entsprechend  dua- 
listisch. Man  prüfe  noch,  welchen  Bedingungen  die  willkürliche 
Annahme  jener  Bestimmungselemente  zu  unterwerfen  ist.  —  Hieraus 
folgt  eine  Ergänzung  des  Satzes  in  Art.  114: 

Ein  ES  ist  im  allgemeinen  bestimmt  durch 


fünf    Punkte,     —    oder    vier 
Punkte   und   die  Tangente   in 


fünf    Strahlen,   —    oder    vier 
Strahlen  und  den  Berührungs- 


einem     von     ihnen,     —     oder  punkt  auf  einem  von  ihnen, 


drei  Punkte  und  die  Tangen- 
ten in  zweien  von  ihnen. 


oder  drei  Strahlen  und  die 
Berührungspunkte  auf  zweien 
von  ihnen. 

Man  stelle  mit  Hilfe  des  vorletzten  Satzes  fest,  welche  spezi- 
ellen Lagen  der  gegebenen  Elemente  bei  dem  letzten  Satze  auszu- 
schließen sind. 

141.  [Oemeinsames  Polardreieck  des  KS-Bftschels  (der 
KS- Schar).]  Gehören  die  singulären  Punkte  X'  und  X"  zu  zwei 
verschiedenen  Wurzeln  l^  und  X^  der  charakteristischen  Gleichung 
C(A)  =  0,  so  ist  nach  (19) 

f(x,  x')  =  X^g {x,  x'\    f{xy  X)  ^X^g(x,  x'), 
also  für  X  ==  x'\  bezw.  x^  x' 

fix",  X')  ^  X,9{^\  X'),    fix',  X")  ^  l,ffix,  X"), 
und  folglich 

(Ai  -  X,)g{x',  x")  ^  0,    d.  h.    g(x\  x')  ^  0. 

Nach   (20)   besagt   dies:   Die   Polare   (Der  Pol)   eines   zu   einer 
Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  gehörigen  singu^ 
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lären  Punktes  (Strahles)  inzidiert  mit  allen  nicht  zu  dieser 
Wurzel  gehörigen  singulären  Punkten  (Strahlen). 

Das  ES-Büschel  ohne  Eontakt  mit  den  Grundpunkten 
Ä,  B,  Gj  D  (Fig.  103)  besitzt  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
singulare  Punkte^  deren  Polaren  je  durch  die  beiden  anderen  hindurch- 
gehen. Sie  bilden  also  ein  allen  KSen  des  Büschels  gemein- 
sames Polardreieck  EFG,     D.  h.: 


Das  Polardreieck  der  KS- 
Schar  ohne  Eontakt  ist  das 
Diagonaldreiseit  des  voll- 
ständigen Vierseits  derGrund- 
strahlen. 


Das  Polardreieck  des  KS- 
Büschels  ohne  Eontakt  ist 
das  Diagonaldreieck  des  voll- 
ständigen  Vierecks  der  Grund- 
punkte. 

Dieses  Polardreieck  ist  also  reell  bei  dem  Büschel  (der  Schar) 
erster  und  zweiter  Art,  es  hat  nur  eine  reelle  Ecke  und  Seite 

bei  dem  Büschel  (der  Schar) 
dritter  Art  (s.  Art.  71).  Oder 
auch: 

Die  ES-Büschel  (-Scha- 
ren) erster  und  zweiter  Art 
besitzen  drei  reelle^  die- 
jenigen dritter  Art  einen 
reellen  und  zwei  aggre- 
giert imaginäre  singulare 
Punkte  (Strahlen). 

Das  Büschel  mit  einem 
doppelten  Grundpunkt 
(s.  Fig.  99  a)  besitzt  zwei  sin- 
gulare Punkte.  Die  Polare  des 
einen,  des  doppelten  Grund- 
pig.  103.  punktes  Ä  =  B,  der  das  Paar 

(A^)  trägt,  ist  nach  dem  vorigen 
Artikel  gemeinsame  Tangente  des  Büschels  in  diesem  Punkt;  es  ist 
die  durch  den  Träger  des  Paares  (A,)  gehende  Gerade  des  Paares  (A|). 
Die  Polare  des  anderen  singulären  Punktes,  des  Trägers  von  (Aj),  ist 
diejenige  Gerade  durch  den  doppelten  Grundpunkt,  die  von  jener 
Tangente  durch  das  Geradenpaar  (Aj)  harmonisch  getrennt  wird.  Das 
Büschel  (die  Schar)  mit  einem  einfachen  Eontakt  besitzt 
also  kein  gemeinsames  Polardreieck. 

Das  Büschel  mit  zwei  doppelten  Grundpunkten  (s.  Fig.  100a) 
besitzt  eine  von  singulären  Punkten  erfüllte  Gerade  (X^)  und  einen 
nicht  mit  ihr  inzidierenden  singulären  Punkt,  den  Träger  von  (A^). 
Das  Büschel  (Die  Schar)  mit  zwei  doppelten  Grundpunkten 
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besitzt  also  unendlich  yiele  gemeinsame  Polardreiecke^  die 
alle  eine  Seite  und  die  gegenüberliegende  Ecke  gemein 
haben.  Sind  die  beiden  Gnmdpnnkte  imaginär^  so  sind  diese  Polar- 
dreiecke alle  reell  (weil  konjugierte  Elemente  einer  elliptischen  Invo- 
lution nie  aggregiert  imaginär  sind);  sind  dagegen  die  beiden  Grund- 
punkte reell  ^  so  existieren  auch  unendlich  yiele  Polardreiecke  mit 
zwei  aggregiert  imi^inären  Ecken  und  Seiten.  Die  Geraden  des  Paares 
(k^)  sind  die  beiden  gemeinsamen  Tangenten  sämtlicher  ESe  des 
Büschels. 

DasBüBchel  mit  einem  dreifachenGrundpunkt  (s.Fig.lOla) 
hat  nur  einen  singulären  Punkt,  nämlich  eben  den  dreifachen  Grund- 
punkt; seine  Polare  ist  gemeinsame  Tangente  aller  ESe  in  diesem 
Punkt;  sie  föllt  mit  einer  der  beiden  Geraden  des  einzigen  noch  vor- 
handenen Geradenpaares  zusammen. 

Das  Büschel  mit  einem  vierfachen  Grundpunkt  (s.  Fig.  102a) 
besitzt  alle  Punkte  der  Doppelgeraden  (Xj  als  singulare  Punkte.  Die 
Polaren  dieser  Punkte  bilden  das  Strahlbüschel  im  Grundpunkt;  denn 
die  Doppelgerade  ist   gemeinsame  Tangente  aller  ESe  des  Büschels. 

Bei  den  ES-Büscheln  (-Scharen)  mit  einem  zweifachen 
oder  dreifachen  Eontakt  existiert  also  kein  gemeinsames 
Polardreieck. 

Wenn  das  ES-Büschel  ein  reelles  gemeinsames  Polardreieck 
besitzt,  so  können  wir  dieses  als  neues  Eoordinatendreieck  wählen. 
Da  danm  und  nur  dann  jede  der  beiden  quadratischen  Formen  f,  g 
in  eine  Quadratsumme  übergeht,  so  erhält  die  Gleichung  des  ES- 
Büschels  die  einfache  Gestalt 

(22)  (a,  -  X  \) x;^  -I-  (a,  -  A 6,) a;/»  +  (o«  -  A  63)  x^^  0, 

wo  die  a^  und  &,.  u  =  i,2,s)  reeU  sind.  Da  man  durch  die  Auflösung 
der  charakteristischen  Gleichung  C  (A)  =  0  alle  singulären  Punkte, 
also  die  Ecken  der  gemeinsamen  Polardreiecke  des  Büschels  erhält, 
ist  die  Transformation  der  Gleichung  (2)  in  die  Gestalt  (22)  somit 
dann  und  nur  dann  durchführbar,  wenn  (7(A)  =  0  drei  einfache 
reelle  Wurzeln  oder  eine  doppelte  Wurzel  A^,  für  die  2^C;^(Aj)  =  0 
ist,  besitzt.  Algebraisch  ist  also  hierdurch  die  gleichzeitige  Um- 
wandlung zweier  quadratischen  Formen  in  Quadratsummen  mit  reellen 
Eoefflzienten  durch  eine  reelle  Transformation  geleistet,  sobald  eine  der- 
artige Umwandlung  überhaupt  möglich  ist. 

142.  [Die  auf  einer  reellen  Geraden  vom  BS-Bftschel  (in 
einem  reellen  Punkt  von  der  KS-Schar)  enengfte  Involution.] 

Um  das  ES-Büschel,  dessen  Gleichung  (2)  wir  jetzt  auch  in  der  Form 

(23)  f{x^,  x^,  x^)  -  kg{x^,  x^,  x^)  -  0 


Digitized  by 


Google 


332 


Zweiter  Abgchnitt.    A.  Ebene.     Kapitel  IX. 


[142 


schreiben,  durch  eine  beliebige  reelle  Gerade  zu  schneiden^  wollen  wir 
diese  zunächst  als  Seite  x^^O  des  Koordinatendreiecks  gewählt 
denken.  Dann  hat  das  Punktepaar,  das  der  KS  (A)  auf  der  Geraden 
0^3  =  0  ausschneidet,  die  Gleichung 


(24) 


f{x„x,,0)^Xg(x,,x,,0)^0, 


wobei  x^,  x^  jetzt  Koordinaten  der  Punkte  auf  x^=^0  sind.  Die  von 
allen  KSen  des  Büschels  ausgeschnittenen  Punktepaare  bilden  also 
selbst  ein  Büschel  und  somit  nach  Art.  37  eine  Involution  von 
Punktepaaren. 

Diese  Involution  ist  dann  und  nur  dann  identisch,  wenn  die 
Gerade  x^=^0  mit  einer  Seite  des  Büschels  (s.  Art.  137)  zusammen- 
fallt. Sie  ist  dann  und  nur  dann  parabolisch,  wenn  a;,  =  0 
ohne  Seite  des  Büschels  zu  sein,  mit  einem  Grundpunkt  desselben 
(der  dann,  da  die  Gerade  reell  ist,  selbst  reeU  sein  muß)  inzidiert. 
Sie  ist  also  elliptisch  oder  hyperbolisch,  wenn  x^  =  0  mit  keinem 
Grundpunkt  des  Büschels  inzidiert.  Wenn  das  letztere  der  Fall  ist, 
sind  die  Wurzeln  A',  k"  der  Gleichung 


(25) 


CmW-O, 


die  nach  Art.  37  die  Parameter  für  die  Doppelpunkte  der  Involution 
liefert,  voneinander  verschieden;  es  giebt  also  zwei  und  nur  zweiKSe 
(A')  und  (A"),  die  die  Gerade  a^s  ==  0  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden,  d.  h.  berühren.    Somit  können  wir  die  Sätze  aussprechen: 


Auf  jeder  reellen  Geraden, 
die  mit  keinem  Grundpunkt 
des  Büschels  inzidiert,  wird 
vondemKS-Büschel  eine  ellip- 
tische oder  hyperbolische  In- 
volution erzeugt.  Jede  solche 
Gerade  ist  Tangente  von  zwei 
reellen  oder  von  zwei  aggre- 
giert imaginären  KSen  des 
Büschels. 

Durch  vier  Punkte,  unter 
denen  imaginäre  nur  paar- 
weise aggregiert  auftreten, 
und  eine  reelle  Tangente,  die 
mit  keinem  jener  Punkte  in- 
zidiert, sind  immer  zwei  KSe 
(als  Punktkurven)  bestimmt. 


In  jedem  reellen  Punkte, 
der  mit  keinem  Grundstrahl 
der  Schar  inzidiert,  wird  von 
der  KS-Schar  eine  elliptische 
oder  hyperbolische  Involution 
erzeugt.  Jeder  solche  Punkt 
ist  Berührungspunkt  (d.  h. 
Kurvenpunkt)  von  zwei  reellen 
oder  von  zwei  aggregiert  ima- 
ginären KSen  der  Schar. 

Durch  vier  Strahlen,  unter 
denen  imaginäre  nur  paar- 
weise aggregiert  auftreten, 
und  einen  reellen  Berührungs- 
punkt, der  mit  keinem  jener 
Strahlen  inzidiert,  sind  immer 
zwei  KSe  (als  Strahlenkurven) 
bestimmt. 
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Da  eine  elliptische  Involution  nie,  eine  hyperbolische  stets  auch 
aggregiert  imaginäre  Punktepaare  enthält,  so  wird  unsere  Gerade  im 
ersten  Falle  von  allen  KSen  (A),  deren  X  reell  ist,  reell  geschnitten, 
während  im  zweiten  Falle  auch  KSe  (A)  mit  reellem  k  existieren,  die 
sie  imaginär  schneiden.  Sobald  also  eine  einzige  Gerade  von  dem 
ES -Büschel  in  einer  elliptischen  Involution  geschnitten  wird,  kann 
das  Büschel  keinen  imaginären  ES,  dessen  k  reell  ist,  enthalten. 

Zu  den  Punktepaaren  der  auf  einer  reellen  Geraden  durch  das 
ES-Büschel  erzeugten  Involution  gehören  beim  ES-Büschel  ohne 
Eontakt  auch  die  Schnittpunkte  mit  den  Gegenseitenpaaren  des  Vier- 
ecks der  Grundpunkte.  Bei  ihm  ist  also  jene  Involution  mit  der  durch 
das  Viereck  der  Grundpunkte  (nach  Art.  74)  bestimmten  identisch. 
Sie  ist  daher,  wenn  die  Gerade  mit  keinem  Grundpunkt  inzidiert, 
elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdem  die  Gerade  in  bezug 
auf  das  Viereck  der  Grundpunkte  elliptisch  oder  hyperbo- 
lisch liegt. 

Hieraus  folgt:  Die  beiden  durch  vier  ein  Viereck  erster, 
zweiter  oder  dritter  Art  bildende  Punkte  und  eine  reelle 
Tangente  bestimmten  ESe  sind  dann  und  nur  dann  reell; 
wenn  die  Tangente  in  bezug  auf  dieses  Viereck  hyperbolisch 
liegt.     (Beim  Viereck  zweiter  Art  ist  dies  immer  der  FaU.) 

143.  [Fortsetsiing.  Oleichnug  der  Gnmdpankte  (Gnmd- 
straJilen).]  Schneiden  wir  jetzt  das  ES-Büschel  durch  eine  beliebige 
reelle  Gerade  u\  so  ist  die  Gleichung  ihres  Schnittpunktepaares  mit 
dem  beliebigen  ES  (X)  nach  Art.  110  (19) 

(26)  f{{uu\,  (uu\,  {uu\)^Xg({uu\,  {uu\,  {uu\) 

=/'((Mw'),  {uu))-Xg({uu'),  {uu))  =  2c,,{k)(uu'\{uu\^0, 

die  wir  wie  dort  auch  in  Determinantenform  schreiben  könnten. 
Diese  Gleichung  gibt  also  bei  variablem  X  alle  Punktepaare  der  In- 
volution, die  das  ES-Büschel  auf  u'  ausschneidet. 

Um  die  Parameter  ihrer  Doppelpunkte  zu  erhalten,  stellen  wir 
(was  sich  auch  abgesehen  von  diesem  Zweck  als  nützlich  erweisen 
wird)  den  ES  (A)  des  Büschels  durch  die  zu  ^c^^{X)x^x^^O  adjun- 
gierte  Gleichui^  in  Linienkoordinaten  dar: 

(27)  ^C,,(i)«,«,=  0. 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nach  Potenzen  von  X  ordnen.  Wir 
bezeichnen  die  Summe  der  beiden  Determinanten,  die  aus  A^j^  und  B^/^ 
hervorgehen,  wenn  deren  zweite  Zeilen  (oder  Eolonnen)  miteinander 
vertauscht  werden,  mit  {AB\j^^i  {AB\^j  d.h.  wir  setzen 
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(28) 


(^^)u- 


^»       *S8 

+ 

} 

(AB),,^ 

6«l 

«»1 
6« 

+ 

UBW.     Dann  ist 

(29)  C<;t(X)  =  ^a -  A (^B)<t  +  I* -B^  <•' *=^'' *•  *>■ 
Setzt  man  also  noch 

(30)  2iÄB\,u,u,^  2H^^(u,  u), 

80  wird  nach  (27)  die  Gleichung  des  KSes  (A)  in  Linienkoordi- 
naten 

(31)  F(u,  u)  -  2XHy^{u,  u)  +  X^G{u,  u)  -  0. 

Für  w  =  m'  (d.  h.  für  eine  beliebig  gegebene  Gerade),  liefert  diese 
Gleichung  zwei  Werte  von  A,  denen  die  beiden  KSe  (A)  entsprechen, 
die  diese  Gerade  u  berührt.  Setzt  man  also  einen  dieser  Werte  in 
(26)  ein,  so  muß  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  Quadrat  einer 
linearen  Form  der  u^  werden  und  die  Gleichung  selbst  jedesmal  einen 
Doppelpunkt  der  Involution  auf  u  darstellen.  Gleichung  (31)  liefert 
also  für  u«w'  die  Parameter  A  der  Doppelpunkte,  Gleichung 
(26)  —  für  diese  Werte  von  A  gebildet  —  die  Doppelpunkte 
derauf  u  vom  KS-Büschel  ausgeschnittenen  Involution 
selbst. 

Wenn  die  Gleichung 

(32)  F{u,  u)  G  (u,  u)  -  Hfl  (m,  w)  =  0 

für  m=*m'  nicht  erfüUt  ist,  so  hat  (31)  für  u  =  w'  zwei  verschiedene 
Wurzeln  A,  d.  h.  die  Involution  auf  u'  besitzt  zwei  verschiedene 
Doppelpunkte,  sie  ist  also  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Dies  ist  aber 
nach  Art.  142  der  Fall  für  alle  und  nur  für  die  mit  keinem  Grund- 
punkt inzidierenden  Geraden  u,  Gleichung  (32)  ist  demnach  erfällt 
für  alle  und  nur  für  die  mit  einem  Grundpunkt  inzidierenden  Ge- 
raden, d.  h.: 

Gleichung  (32)  ist  die  Gleichung  der  Grundpunkte  des 
KS-Büschels  (der  Grundstrahlen  der  KS-Schar). 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt  noch: 

Die  auf  einer  reellen,  mit  keinem  Grundp'unkt  inzidie- 
renden Geraden  u'  durch  das  ES-Büschel  erzeugte  Involution 
ist  elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdem 

(32a)  F(u\  u')  G  (w ,  u)  -  H/, {u\  vT)  ^  0. 

(Entsprechend  dualistisch.) 
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Übungsaufgaben:  1.  Man  bilde  die  Gleichung  der  Grundpunkte 
des  KS-BüBchels 

«11^1*+  Osa^*— ^^2^8=^0 

und  zeige  aus  ihr^  daß  in  einer  Ecke  des  Koordinatendreiecks  zwei 
Grundpunkte  zusammenfallen^  die  beiden  andern  auf  der  gegen- 
überliegenden Seite  des  Eoordinatendreiecks  liegen^  ferner^  daß  die 
Seite  x^^O  des  Koordinatendreiecks  eine  Tangente  des  Büschels  ist. 

2.  Man  suche  die  yier  Schnittpunkte  der  ESe 

?F*  +  ?r'-V=0    und    ?V  +  5.'-V-0. 

144.  [Der  xn  iwel  Kegelschnitten  harmonische  Kegel- 
schnitt.]    Durch  die  Gleichung 

(33)  2H,,(u,  u)  ^  2{äS),,u,u,=  0 

ist^  sobald  die  KSe  f=^0  und  ^  —  0  gegeben  sind^  ebenfalls  ein  KS 
bestimmt  und  zwar  als  Strahlenkurve  oder  als  Punktkurve,  je  nach- 
dem /*  =-  0  und  g  ^0  Punkt-  oder  Strahlenkurven  darstellen.  Wir 
wollen  eine  charakteristische  Eigenschaft  dieses  KSes  (33)  aufsuchen. 

Sind  l^,  und  X^„  die  Parameter,  die  zu  den  Doppelpunkten  D' 
undD"  der  auf  einer  beliebigen  Geraden  u  von  dem  KS- Büschel  (2) 
ausgeschnittenen  Involution  gehören,  so  ist  nach  (26) 

/•((Mu'),  (uw'))  -  A^,  g  ((tt  u\  {u u'))  =  (rf/  u,  +  rf,X  +  d/  u^y  =  [d'ti]« 

also 

(A,,.  -  A,,)  f({u  u ),  (u  w'))  ^  A,.  [d'  uY  -  l,.  [r  uY 


^^^^  l  (A,.-A,0^((wu%(wu'))^       [d'wP-      Ku]l 

Die  beiden  durch  /"((ww'),  (uw'))  =»  0  und  ^((mw');  (ww))  =  0  darge- 
stellten Punktepaare 

(35)    I  V^'^^'^3  +y"A;[rf"i.]  =  0,     VJa..\d'u]-yi::.[cru]  =  O 

l  [d'u]+  Kw]«0,  [d'tt]-         Ktt]  =  0 

trennen  einander  (nach  Art.  68  Gl.  (31))  somit  dann  und  nur  dann 
harmonisch,  wenn  A^„  =  —  X^,  ist,  d.  h.  wenn  Gleichung  (31)  für  u  =  ti 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  A  hat.  Dies  ist  aber  dann  und 
nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Koordinaten  von  u'  die  Gleichung  (33) 
erfüllen,  d.  h.: 

Alle  und  nur  die  Geraden  (Punkte),  welche  mit  denKSen 
f=^0  und  ^«0  zwei  einander  harmonisch  trennende  Punkte- 
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paare  (Strahlenpaare)  gemein  haben,  werden  von  dem  KS 

(33)  H,^{u,u)^0 

getragen.     Dieser  KS   heißt   deshalb    der   zu /*=  0  und  </ =«  0 
harmonische  £8. 

Zu  den  Strahlen  des  harmonischen  ES  es  gehören  die  Tangenten 
Ton  f=0  und  die  Tangenten  von  g  ^  0  in  den  Grundpunkten  des 
Büschels.  Dies  ist  geometrisch  evident.  Analytisch  folgt  es  daraus, 
daß  jede  solche  Tangente  von  f=  0  oder  ^r  =  0  die  Gleichung  F(nj  m)  =  0 
oder  G(iiy  u)  =  0,  außerdem  aber  die  Gleichung  (32)  der  Grundpunkte 
erfüllt,  also  auch  die  Gleichung  (33)  erfüllen  muß. 

145.  [Polkegelschnitt  einer  Oeraden  (Polarkegelschnitt 
eines  Punktes)  in  berag  anf  das  KS-Bftschel  (die  KS-Sohar).] 
Gleichung  (18),  in  der  X'  einen  festen  Punkt,  u  eine  variable  Gerade 
bedeuten,  stellt  den  zu  X'  in  bezug  auf  das  ES -Büschel  konjugierten 
Punkt  dar  (siehe  Art.  140).  Wir  können  (18)  aber  auch  noch  anders 
interpretieren.  Gleichung  (18)  ist  nämlich  dann  und  nur  dann  erfüllt^ 
wenn  der  zu  X'  konjugierte  Punkt  mit  der  Geraden  u  inzidiert. 
Halten  wir  also  jetzt  umgekehrt  die  Gerade  fest,  während  der  Punkt 
variabel  sei,  und  schreiben  deshalb  ti  statt  w,  x  statt  x',  so  wird  die 
Gleichung 

/iW     /.W     /i(^)    =0, 
oder,  nach  den  x  geordnet  (siehe  Gl.  (18  a)), 


(36)  (u\f{x),  g{x))  = 


(36a)      ^[{aiW  w/ +(«< 64)2 <+(«< &*)»<] a:.. a:^  =  0  (/,*=i,2,8) 

durch  alle  und  nur  die  Punkte  erfüllt,  die  den  Punkten  der  Geraden 
u   in  Bezug  auf  das  Büschel  konjugiert  sind;  d.  h. 

Die  sämtlichen  den  Punkten  einer  Geraden  (Strahlen 
eines  Punktes)  u'  in  bezug  auf  das  ES-Büschel  (die  ES- 
Schar)  konjugierten  Punkte  (Geraden)  bilden  den  durch  (36) 
dargestellten  ES  (w',  f{x),  g(x))  =  0. 

Ist  X  ein  Punkt  dieses  ES  es,  so  liegt  der  Mittelpunkt  seines 
Polarenbttschels  auf  u\  u  muß  also  die  Polare  von  X  in  bezug  auf 
einen  ES  des  Büschels  sein.  Ist  umgekehrt  iX)  ein  beliebiger  ES 
des  Büschels,  X  der  Pol  von  u  in  bezug  auf  (A),  so  ist  X  einem 
Punkte  von  u'  in  bezug  auf  das  Büschel  konjugiert  und  liegt  daher 
auf  dem  ES  (w',  f(x),  g(x))  =  0.     D.  h.: 
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Der  KS  (w',  f{x)y  g{x))  =  0  ist  auch  der  geometrische 
Ort  der  Pole  (Polaren)  von  u  in  bezug  auf  alle  KSe  des  KS- 
Büschels  (der  KS-Schar)  f-^Xg^O  und  heißt  deshalb  der 
Polkegelschnitt  der  Geraden  (Polarkegelsehnitt  des  Punktes) 
u   in  bezug  auf  das  KS-Büschel  (die  KS-Schar). 

Da  der  Pol  einer  reellen  Geraden  in  bezug  auf  einen  ES  (X) 
mit  reellem  Parameter  k  selbst  reell  ist^  muß  ihr  Pol-KS  immer 
reelle  Punkte  enthalten.  Nun  besitzt  Gleichung  (36)  reelle  Koeffi- 
zienten; ein  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellter  nicht  ent* 
arteter  KS  ist  aber  entweder  reell,  oder  er  enthält  keinen  reellen 
Punkt.     D.  h.: 

DerPol-KS  einer  reellen  Geraden  muß,  so  lange  er  nicht 
entartet,  immer  reell  sein. 

Di^egen  ist  es  logisch  und,  wie  wir  im  nächsten  Artikel  sehen 
werden,  tatsächlich  wohl  möglich,  daß  der  Pol-KS  einer  reellen  Ge- 
raden in  ein  aggregiert  imaginäres  Geradenpaar  entartet,  das  ja 
auch  einen  reellen  Pimkt  enthält. 

Bei  einem  allgemeinen  KS-Büschel  kann  man  i.  a.  elf  Punkte 
angeben,  durch  die  der  Pol-KS  einer  Geraden  v!  gehen  muß;  man 
nennt  ihn  deshalb  auch  den  Elf-Punkte-Kegelschnitt  der  Geraden 
in  bezug  auf  das  KS-Büschel.^) 

Zunächst  ist  geometrisch  evident  und  analytisch  aus  Gleichung 
(36)  zu  ersehen  (weil  für  jeden  singulären  Punkt  die  Gleichungen  (21) 
erfüllt  sind),  daß  der  Pol-KS  jeder  Geraden  der  Ebene  alle 
singulären  Punkte  des  KS-Büschels  enthält.  Beim  allgemeinen 
KS-Büschel  sind  dies  drei  Punkte  (E,  F,  G  in  Fig.  104).  (Beim 
speziellen  KS-Büschel  ist  jeder  mehrfache  Grundpunkt  zugleich 
Singular  er  Punkt  (siehe  Art.  138);  bei  ihm  geht  also  der  Pol-KS 
jeder  Geraden  durch  jeden  mehrfachen  Grundpunkt.) 

Für  eine  bestimmte  Gerade  u  lassen  sich  aber  noch  andere 
Punkte  ihres  Pol-KS  es  angeben.  Schneidet  u  die  Seite  der  beiden 
Grundpunkte  A  und  B  in  P,  so  ist  der  von  P  durch  Ä  und  B 
harmonisch  getrennte  Punkt  Q  in  bezug  auf  das  Büschel  zu  P  kon- 
jugiert und  folglich  ein  Punkt  des  Pol-KSes  von  u']  d.h.: 

Der  Pol-KS  einer  Geraden  u'  in  bezug  auf  ein  KS-Büschel 
geht  durch  jeden  Punkt,  der  von  u'  durch  ein  Grundpunkte- 
paar harmonisch  getrennt  wird. 

Wenn   das   Büschel   ein   allgemeines   ist   und   u    mit   keinem 


1)   Salmon-Fiedler,    Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte  U.    6.  Aufl. 
(1908),  Art  373. 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  L  22 
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Grundpnnkt  inzidiert,  sind  hierdurch  sechs  weitere  Punkte  desPol-KSes 
von  u   bestimmt  (§,  jB,  S,  T, .  .  .  in  Fig.  104). 

Unter  alleiniger  Zählung  der  bis  jetzt  (im  allgemeinen  Fall)  ge- 
fundenen neun  Punkte  wird  der  Pol-KS  wohl  auch  als  „Neun- 
Punkte -KS"  bezeichnet.^)  Da  er  aber  endlich  auch  noch  durch  die 
beiden  Doppelpunkte  der  auf  der  Geraden  u  vom  ES -Büschel  aus- 
geschnittenen Involution  gehen  muß  (2)',  D"  in  Fig.  104),  weil  diese  die 
Pole  der  Geraden  u  in  bezug  auf  die  beiden  sie  berührenden  ESe 
des  Büschels  sind,  ist  die  Bezeichnung  ,^lf-Punkte-ES^^  zutreffender. 


Fig.  104. 

(Als  Übungsaufgabe  bestimme  der  Leser  die  elf  Strahlen,  die 
der  Polar -ES  eines  Punktes  in  bezug  auf  eine  ES -Schar  i.  a.  ent- 
halten muß.) 

Da  der  Pol -ES  die  Gerade  u'  in  den  beiden  zuletzt  genannten 
Punkten  IX,  D"  schneidet,  sind  diese  auch  die  Doppelpunkte  der  von 
u    in  bezug  auf  den  Pol-ES  getragenen  Involution,  d.  h.: 

Jede  Gerade  u'  der  Ebene,  die  nicht  Seite  des  Büschels 
ist,  trägt  in  bezug  auf  ihren  Pol-ES  dieselbe  Involution, 
wie  in  bezug  auf  das  ES-Büschel  seihst. 

Inzidiert  u  mit  keinem  Grundpunkt  des  Büschels,  so  sind  D' 
und  ZX'  voneinander  verschieden,  da  die  Involution  auf  u  elliptisch 


1)  Salmon-Fiedler,  a.  a.  0. 
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oder  hyperbolisch  ist  (s.  Art  142).  D'  und  D"  sind  dann  einander 
konjugiert  in  bezug  auf  das  KS-BüscheL  Denn  der  zu  ZX  iü 
bezug  auf  das  Büschel  konjugierte  Punkt  muß  einerseits  auf  dem 
Pol-KS  von  w',  andererseits,  weil  w'  die  Polare  von  2/  in  bezug  auf 
den  KS  (A^,)  ist,  auf  v!  selbst  liegen,  also  D'  oder  D"  sein;  IX  kann 
aber  nicht  sich  selbst  konjugiert  sein,  da  D'  sonst  Grundpunkt  wäre 
(s.  Art.  140).  Also  sind  die  Punkte  2)'  und  D"  einander  konjugiert 
in  bezug  auf  das  KS-Büschel  (dagegen  sich  selbst  konjugiert 
in  bezug  auf  den  Pol-KS!)  und  zwar  das  einzige  Paar  solcher 
Punkte  auf  m',  wie  unmittelbar  zu  sehen  ist. 

Inzidiert  u',  ohne  Seite  des  Büschels  zu  sein,  mit  einem  Grund- 
punkt, 80  fällt  D'  =  D"  in  diesen  Grundpunkt,  da  die  Involution  auf 
u'  parabolisch  ist  (s.  Art.  142);  u  ist  also  Tangente  des  Pol- 
KS  es  in  dem  Grundpunkte  If^iy\  und  es  gibt  außer  If^Tf' 
wieder  kein  anderes  Paar  in  bezug  auf  das  KS- Büschel  konjugierter 
Punkte  auf  w'. 

Ist  endlich  vi  Seite  des  Büschels,  so  ist  die  Involution,  die  v! 
in  bezug  auf  das  Büschel  trägt,  nach  Art.  142  identisch,  (während 
diejenige,  die  v!  in  bezug  auf  seinen  Pol-KS  trägt,  nur  dann  iden- 
tisch wird,  wenn  letzterer  in  alle  Punkte  der  Ebene  entartet^)).  Dann 
ist  aber  jeder  Punkt  auf  v!  einem  anderen  solchen  in  bezug  auf  das 
KS-Büschel  konjugiert,  nämlich  dem  von  ihm  durch  die  beiden  Grund- 
punkte harmonisch  getrennten  Punkte. 

Diese  Überlegungen  fassen  wir  dahin  zusammen: 

Jeder  Strahl  (Punkt)  w',  der  keine  Seite  des  KS-Büschels 
(Ecke  der  KS-Schar)  ist,  trägt  zwei  und  nur  zwei  —  falls  v! 
mit  einem  Grundpunkt  (Grundstrahl)  inzidiert,  zusammen- 
fallende —  in  bezug  auf  das  Büschel  (die  Schar)  konjugierte 
Punkte  (Strahlen).  Sie  sind  die  Doppelpunkte  (Doppel- 
strahlen) der  auf  w' durch  das  Büschel  (in  w' durch  die  Schar) 
erzeugten  Involution  und  zugleich  die  Punkte  (Strahlen), 
die  v!  mit  seinem  Pol-KS  (Polar-KS)  gemein  hat  Jede  Seite 
des  Büschels  (Ecke  der  Schar)  trägt  dagegen  unendlich  viele 
Paare  von  einander  in  bezug  auf  das  Büschel  (die  Schar) 
konjugierten  Punkten  (Strahlen). 

Hiemach  können  wir  endlich  die  Doppelpunkte  IX,  D"  der  In- 
volution auf  w'  einfacher  als  in  Art.  143  bestimmen,  nämlich  als 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  ihrem  Pol-KS  (36),  also  nach 
Art.  110  (19)  durch  die  in  tij,  m,,  w,  quadratische  Gleichung 


1)  Dies  tritt,  wie  Art.  146  zeigen  wird,  nur  ein,  wenn  w  mit  einer  Doppel* 
geraden  des  Büschels  zusammenfällt. 

22* 
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(37)      {u\muu%  g{{uu'))  = 


Wi  Ws  Mj 

^1  ((«««*'))     <7i((t*w'))     (7a((ww')) 


=  0. 


Für  das  KS-Büschel  (die  KS-Schar)  erster  Art  gelten  noch  die  bei- 
den Sätze: 


Der  Polar-KS  eines  Punktes 
u'  berührt  die  sechszehn  KSe^ 
welche  die  beiden  durch  u 
gehenden  Tangenten  mit  ihm 
gemein  haben  und  zugleich 
zu  je  vieren  einem  der  vier 
von  den  Grundstrahlen  der 
Schar  gebildeten  Dreiseite 
umschrieben  sind. 


Der  Pol-KS  einer  Geraden 
u  berührt  die  sechszehn  KSe^ 
welche  die  beiden  auf  u'  lie- 
gendenKurvenpunkte  mit  ihm 
gemein  haben  und  zugleich 
zu  je  vieren  einem  der  vier 
von  den  Grundpunkten  des 
Büschels  gebildeten  Dreiecke 
eingeschrieben  sind. 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  wird  sich  später  als  der  projektive 
Ursprung  eines  affinen  Satzes^  sowie  der  der  äquiformen  Geometrie 
angehörigen  Sätze  über  den  Feuerbachschen  Ereis  erweisen.  Um 
ihn  zu  beweisen,  wählen  wir  (s.  Fig.  104)  das  Polardreieck  EFG 
des  Büschels  als  Fundamentaldreieck  und  einen  der  vier  Grund- 
punkte (etwa  A)  als  Einheitspunkt  des  Koordinatensystems.  Dann 
haben  die  drei  sich  mEjF^G  schneidenden  Geradenpaare  des  Büschels 
bezw.  die  Gleichungen 

(38)  -       V-V  =  0,    V-^i*  =  0,    a?!«  -  a?,«  ==  0. 
Das  Büschel  kann  also  durch  die  Gleichung 

(39)  /'-A^  =  V-V-^(V-V)==0 

dargestellt   werden,   und   die   Gleichung   des  Pol-ESes   der   Geraden 
u'  ist  nach  (36) 

(40)  u^  x^x^  +  Wj'  x^x^  +u^x^x^^O 
oder  in  Linienkoordinaten 

(41)  u^^u,^  +  u^'W  +  <W  -  2«u,u,  -  2«ti,u, 

—  2ui'u^'u^i^  =  0. 
Die  Gleichung 

(42)  w/rCjiCj  +  w,'a?8a?i  +  u^'x^x^  +  [u'x]  \lx] 

=  u^\x^^  +  u^l^x^^  +  V^a  V  +  «  +  ^'h  +  <y  ^^8  +  •  •  •  -  0, 

in  der  l^j  Z,,  1^  drei  beliebige  Zahlen  sind,  stellt  demnach  einen  ES 
dar,  der  durch  die  beiden  Punkte  D'  und  tf'  geht,  die  der  Pol -ES 
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von  v!  mit  vC  gemein  hat,  nnd  zwar^  da  die  Gleichtmg  noch  die  drei 
willkürlichen  Gtroßen  \  enthSlt^  jeden  solchen  KS. 

Da  die  beiden  KSe  (40)  nnd  (42)  Yon  der  Geraden  [!rr]  —  0  in 
denselben  Pnnkten  geschnitten  werden^  so  berühren  sie  einander^ 
wenn  diese  Gerade  den  KS  (40)  berührt,  d.  h.  nach  (41),  wenn  die 
Gleichung 

(43)       u;n^  +  u,'*z,>  +  <*v  -  2«z,Z3  -  ^uiu;\\ 

-  2u/<iiZj  =  0 
erfallt  ist 

Die  Gleichung 

(44)    \^  {X,  +  x,y  +  k,'  (rc,  +  x,y  +  Tc^  {x,  +  x^f 

—  2*,*,  (x^  +  x^  {x^  +  x^)  —  2*5^1  {x^  +  x^)  (a:,  +  x^) 

—  2\k^  (ar,  +  x^  {x^  +  x^ 

stellt  nun  bei  beliebigen  konstanten  Werten  yon  \y  Jc^,  k^  einen 
KS  dar,  der  dem  Dreieck  BCD  der  Grundpunkte  mit  den  Seiten 
Ä?2  +  i*^  =  0,  a?8  +  iTi  —  0,  x^  +  x^^O  eingeschrieben  ist,  da  z.  B.  für 
iCi  +  o;,  —  0  ihre  linke  Seite  ein  Quadrat  wird,  der  KS  also  die  Ge- 
rade BC  berührt,  und  sie  stellt,  weil  k^ik^:  fc,  noch  willkürlich  ist, 
jeden  solchen  KS  dar.  Soll  nun  dieser  KS  (44)  noch  durch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen,  so  erhalt  man  zur  Bestimmung  Ton  \:k^:k^ 
zwei  quadratische  Gleichungen.  Durch  (44)  sind  also  auch  die 
vier  KSe  dargestellt,  welche  dem  Dreieck  BCD  eingeschrieben  sind 
und  zugleich  durch  die  Punkte  D'  und  ZX'  gehen.  Andererseits 
müssen  sich  diese  vier  KSe  aber  auch  unter  den  durch  Gleichung  (42) 
dargestellten  befinden;  es  muß  somit 

(45)  <z, -=,.(*,-*,)»,  u;h-i^(h-Ky,  <k-i^ih-Ky 

sein,  woraus  folgt,  daß  für  sie  die  Bedingung  (43)  erfüllt  ist,  d.  h. 
daß  sie  den  Pol-KS  von  w'  berühren,  w.  z.  b.  w. 

Genau  ebenso  yerläuft  der  Beweis,  wenn  statt  des  Dreiecks  BCD 
eines  der  Dreiecke  ABC,  ABD,  ACD  genommen  wird. 

Übungsaufgabe:  Man  leite  die  Gleichung  (36)  des  Pol-KSes 
yon  u'  dadurch  direkt  her,  daß  man  aus  den  Gleichungen 

9^^h{x)-kg^{x),    (><-/i(a:)-I(78(a;),    QU^' -- f^{x)  -  Xg^{x) , 

die  den  Pol  yon  u'  in  bezug  auf  (A)  bestimmen,  k  und  q  eliminiert. 

146.  [HntartnngaflUle  dM  Pol-BSes.    ÜbnngBAufiBfaben.] 

Wir  beschränken  uns  in  diesem  Artikel  nicht  nur,  wie  bisher,  bei 
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den  Beweisen  auf  den  Fall  des  ES-BGsclielB,  sondern  überlassen 
es  dem  Leser  auch^  die  Ergebnisse  der  zu  f&hrenden  üntersachong 
dualistisch  zu  übertragen,  d.  h.  die  Entartungsfälle  des  Polar- 
KSes  bei  einer  ES-Scfaar  anzugeben. 

Der  Pol-ES  einer  Geraden  vi  entartet  dann  und  nur 
dann^  wenn  v!  mit  einem  singnlären  Punkt  des  KS-Büscbels 
inzidiert. 

Zum  Beweis  dürfen  wir  annehmen ,  daß  das  ES -Büschel  keine 
Doppelgerade,  also  ein  reelles  Geradenpaar  enthält  und  daß  u 
nicht  mit  dem  Träger  des  letzteren  inzidiert,  da  in  den  beiden  aus- 
geschlossenen Fällen  der  Satz  evident  ist.  Das  reelle  Geradenpaar  bildet 
dann  mit  u  ein  Dreieck,  das  wir  uns  als  Eoordinatendreieck  gewählt 
denken.  Nehmen  wir  das  Geradenpaar  noch  als  Basis-ES  5^  =  0,  so 
ist  die  Gleichung  des  ES -Büschels 

(46)  ^^ik^i^k  ■"  2Aa;ia?,  =-  0, 
die  des  Pol-ESes  von  u'  (0,  0,  1)  nach  (36) 

(47)  x^  fi(x)  —  x^  fi(x)  =  a^a?!*  —  o^^a?,*  +  a^^x^x^  —  a^^x^x^  =  0. 
Der  Pol-ES  entartet  also  dann  und  nur  dann,  wenn 

(48)  «22^13  -«11  «28  «0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  auch  die  äquivalente  Bedingung  dafür, 
daß  u  oder  ^3  -»  0  mit  einem  singulären  Punkt  inzidiert.  Denn  hier- 
für ist  nach  (21)  zunächst  notwendig  und  hinreichend  die  Existenz 
einer  Zahl  X,  für  die  die  drei  Gleichungen 

^18 (^)  =  («12  -  ^)  «28  -  «22«18  -  0 

(49)  C„(A)  ^  -  a,,a,,  +  (o,,  -  A)a,,  =  0 
^C,8(I)^a,,a„-(a,,~A)«-0 

gleichzeitig  erfüllt  sind.  Ist  nun  a^,  ^  (hs'^^y  ^^  ^^^^  ^^^  beiden 
ersten  dieser  Gleichungen  für  jedes  A,  also  auch  für  die  beiden  Wur- 
zeln der  dritten  Gleichung  erfüllt,  während  andererseits  Gleichung  (48) 
erfüllt  ist.  Ist  aber  nicht  zugleich  a^,  »  0  und  0,5  »  0,  so  ist  für 
jedes  A,  das  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (49)  befriedigt,  auch 
die  dritte  Gleichung  befriedigt.  Die  beiden  ersten  haben  aber  dann 
und  nur  dann  dieselbe  Wurzel,  wenn  die  aus  den  Eoefüzienten  von 
A^  und  A^  gebildete  Determinante  verschwindet,  d.  h.  wenn  Gleichung 
(48)  besteht,  w.  z.  b.  w. 

Nach  dem  hiermit  bewiesenen  Satze  entartet  der  Pol-ES 
jeder  Geraden  u'  bei  dem  Büschel  mit  zwei  einfachen  oder 
einem  dreifachen  Eontakt,  da  jede  Gerade  u   die  Doppelgerade 
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des  Büschels  schneidet,  also  mit  einem  singoHren  Ponkt  inzidiert. 
(Dies  folgt  auch  daraus,  daß  der  Pol-ES  jeder  Geraden  nach  Art.  145 
alle  singularen  Punkte  des  Büschels  enthalten  muß.) 

Sobald  v!  einen  singularen  Punkt  S  enthält,  besteht  der 
PoI-ES  dieser  Geraden  aus  der  Polaren  s  von  S  in  bezug  auf 
das  Büschel  und  aus  der  „Polgeraden"  (dem  Ort  der  Pole)  w/ 
Yon  v!  in  bezug  auf  den  entarteten  ES  (Xj,  dem  S  als  singu- 
lärer  Punkt  angehört. 

Der  entartete  Pol-ES  einer  reellen  Geraden  v!  ist  hiemach  dann 
und  nur  dann  imaginär,  wenn  5  ein  imaginärer  singulärer  Punkt, 
das  ES-Büschel  also  ein  Büschel  dritter  Art  ist  (s.  Art.  141).  In 
der  Tat  muß  Gleichung  (36)  dann  ein  aggregiert  imaginäres  Ge- 
radenpaar darstellen.  Denn  die  reelle  Gerade  v!  muß  auch  den  zu  S 
aggregiert  imaginären  singularen  Punkt  S  enthalten,  der  dritte  re- 
elle singulare  Punkt  8'  also  der  Pol  von  v!  in  bezug  auf  alle  nicht  ent- 
arteten ESe  und  auf  das  reelle  Geradenpaar  des  Büschels  sein,  wäh- 
rend die  beiden  Polgeraden  yon  v!  in  bezug  auf  die  zueinander 
aggregiert  imaginären  Geradenpaare  (Xj  und  {X^  aggregiert  ima- 
ginär sind  und  durch  S'  gehen  müssen.  Hieraus  und  aus  Art.  145 
folgt  der  Satz: 

Der  Pol-ES  irgend  einer  reellen  Geraden  vi  in  bezug  auf 
ein  ES-Büschel  ist  nur  dann  nicht  reell,  sondern  ein  aggre- 
giert imaginäres  Geradenpaar,  wenn  das  Büschel  ein  ES- 
Büschel  dritter  Art  ist  und  u  seine  beiden  imaginären  sin- 
gularen Punkte  trägt. 

Aus  dem  oben  Festgestellten  folgt  weiter: 

Die  Gerade  vl  gehört  dann  und  nur  dann  ihrem  eigenen 
Pol-ES  an,  wenn  sie  eine  Seite  des  Büschels  ist. 

Da  die  Polare  s  yon  8  in  bezug  auf  das  Büschel  immer  eine 
bestimmte  Gerade  ist,  so  wird  der  Pol-ES  yon  u' dann  und  nur 
dann  unbestimmt,  wenn  die  Polgerade  w/  von  v!  in  bezug  auf  den 
ES  (AJ  unbestimmt  wird,  wenn  also  das  Büschel  eine  Doppelgerade 
(A,)  enthält  und  vi  mit  ihr  zusammenfallt. 

Wir  fragen  noch,  wann  der  Pol-ES  yon  w'  in  eine  Doppel- 
gerade entartet,  d.  h.  wann  s  mit  t^/  zusammenföUt.  Da  m/  (so- 
lange diese  Gerade  bestimmt  ist)  immer  durch  8  geht,  muß  dann 
also  s  durch  S  gehen  und  daher  ^  =  u/  Tangente  des  Büschels 
im  Grundpunkt  8  und  zugleich  Polgerade  yon  v!  in  bezug  auf  (ilj 
sein.  Dieser  Fall  kann  also  nur  beim  Büschel  mit  Eontakt,  d.  h. 
beim  speziellen  ES-Büschel  eintreten: 
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1.  Enthält  das  Büschel  noch  zwei  Geradenpaare,  so  ist  diejenige 
Gerade  u",  die  das  Paar  (A,)  von  der  Tangente  s  des  Büschels  har- 
monisch  trennt ,  die  einzige,  deren  Pol-ES  in  eine  Doppelgerade  (die 
Tangente  s)  entartet. 

2.  Enthält  das  Büschel  ein  Geradenpaar  und  eine  Doppelgerade 
(A,),  so  muß  u  mit  der  letzteren  zusammenfallen;  der  Pol-KS  Ton  u 
wird  aber  dann  unbestimmt. 

3.  Enthält  das  Büschel  ein  einziges  Geradenpaar,  so  muß  s  ^  u/ 
Polgerade  Ton  u  in  bezug  auf  (AJ  sein,  also  auch  u  mit  s  zusammen- 
fallen. Die  Tangente  s  eines  solchen  Büschels  ist  also,  als  Doppel- 
gerade aufgefaßt,  ihr  eigener  Pol-ES. 

4.  Enthält  das  Büschel  endlich  nur  eine  Doppelgerade  als  ein- 
zigen entarteten  ES,  so  ist  für  jede  durch  den  Grundpunkt  S  gehende 
Gerade  u  die  Büscheltangente  $  die  Polgerade;  für  jede  solche  ent- 
artet also  der  Pol-ES  in  eine  Doppelgerade,  außer  für  u  =s,  in 
welchem  Falle  er  gänzlich  unbestimmt  wird,  weil  s  eine  Doppelgerade 
des  Büschels  ist 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  beim  Büschel  mit  zwei 
doppelten  oder  einem  vierfachen  Grundpunkt  sämtliche  Gerade  der 
Ebene  sich  in  <x>^  Strahlbüschel  so  einteilen  lassen,  daß  alle  Strahlen 
«ines  Büschels  stets  denselben  Pol-ES  besitzen. 

2.  Man  zeige  direkt,  daß  der  Pol-ES  der  die  Punkte  X'  und  X" 
verbindenden  Geraden  die  Gleichung 

g{x,x^    gixyx'") 

hat,  und  erweise  dann  die  Identität  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
mit  derjenigen  von  (36),  wenn  X'X"=m'  ist. 

3.  Man  bestimme  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  in  Art.  145  hun- 
dertundsechzig ESe,  welche  einen  durch  fünf  reelle  Punkte  ge- 
gebenen nicht  entarteten  ES  berühren.^) 

(Andeutung  der  Auflosung:  Der  gegebene  ES  kann  aufgefaßt 
werden  als  Pol-ES  einer  Geraden  in  zehn  verschiedenen  ES-Büscheln, 
für  deren  jedes  sich  das  Viereck  der  Grundpunkte  nach  Übungsauf- 
gabe 3  in  Art.  74  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  eindeutig  be- 
stimmen läßt.) 

4.  Gleichung  (37)  stellt,  wenn  man  die  Gerade  u'  als  variabel 
und  u  als  fest  betrachtet,  eine  Eurve  dritter  Elasse  C  dar.  Man 
zeige,    daß  jeder  Strahl   dieser  Eurve   einen  Punkt  von  u  mit  dem 

1)  Vgl.  W.  Fr.  Meyer,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  UI.  Folge,  Bd.  3  (1902),  S.  77. 
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ihm  in  bezug  auf  das  Büschel  konjugierten  Punkt  verbindet^  und  daß 
die  Gerade  u  selbst  die  Kurve  (?  in  den  beiden  auf  ihr  liegenden 
konjugierten  Punkten  berührt^  also  ein  Doppelstrahl  Yon  C  ist. 

Die  Kurve  C  kann  auch  als  Inbegriff  aller  Geraden  u  definiert 
werden,  deren  vom  Büschel  hervorgerufene  Involution  einen  Doppel- 
punkt auf  der  gegebenen  Geraden  u  hat. 

Die  sechs  Seiten  des  Büschels  sind  Strahlen  der  C\  Der  dritte 
mit  dem  Schnittpunkt  8  zweier  Seiten  inzidierende  Kurvenstrahl  geht 
durch  den  Schnittpunkt  von  u  mit  der  S  gegenüberliegenden  Seite  des 
gemeinsamen  Polardreiecks  des  Büschels. 

Geht  u  durch  eine  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks,  so  be- 
steht die  C  aus  dieser  Ecke  und  einem  KS. 

Fällt  u  mit  einer  Seite  des  Polardreiecks  zusammen,  so  besteht 
die  C®  aus  den  drei  Ecken  desselben. 

(Obwohl  diese  Aufgabe  über  die  Theorie  der  Kurven  II.  Klasse 
hinausgreift,  ist  sie  doch  mit  den  gegebenen  Mitteln  einfach  zu  lösen.) 
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Affine  Klassifikation  nnd  parallelmetrisehe  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  als  Pnnkt-  ud  als  Strahlenknrven. 

147.  [Parallelmetrliohe  Bi^r&iiiimg  der  projektiven  Bin- 
teliung  der  Kurven  H.  Ordnnng.]^)  Wenn  wir  uns  jetzt  zur 
affinen  Geometrie  der  KSe  wenden^  so  haben  wir  deren  bisher  allein 
behandelten  projektiven  Eigenschaften  nur  die  parallelmetrischen 
hinzuzufügen.  Da  in  der  afßnen  Geometrie  die  Dualität  nicht  mehr 
unbeschränkt  gilt,  so  werden  wir  die  KSe  als  Pnnktkurven  und  als 
Strahlenkurven  oder  die  Kurven  II.  Ordnung  und  die  Kurven  11.  Klasse 
getrennt  behandeln  müssen.  In  der  affinen  Geometrie  sind  neben  den 
allgemeinsten  Hesseschen  Koordinaten  x^,  x^,  t]  u^,  ii^y  $  (s.  Art.  86) 
auch  Cartesische  x^,  x^,  (t^  1),  bezw.  Plückersche  u^,  w^,  (5=  1) 
naturgemäß.  Jede  im  folgenden  nur  in  Hesse  sehen  Koordinaten  ge- 
schriebene Gleichung  kann^  indem  man  sich  in  ihr  t^l,  bezw. 
s^l  gesetzt  denkt,  zugleich  als  Gleichung  in  Cartesischen,  bezw. 
PI  ück  er  sehen  Koordinaten  betrachtet  werden. 

Wir  befassen  uns  nun  zuerst  mit  der  durch  die  Gleichung 

(1)  f{x^yX^,t)  =  (hi^i^+2ai^XiX^+a„x^^+2aiiX^t+2ai^x^i+aj^^t^^O 

dargestellten  Kurve  U.  Ordnung  und  wollen  ihre  projektive  Ein- 
teilung parallelmetrisch  ergänzen.  Da  alle  parallelmetrischen  Be- 
ziehungen aus  projektiven  durch  die  Auszeichnung  der  uneigentUchen 
Punktreihe  hervorgehen;  so  bietet  sich  als  naturgemäßes  Einteilungs- 
prinzip die  projektive  Beschaffenheit  des  Punktepaares  dar,  das 
der  KS  (1)  mit  der  uneigentlichen  Geraden  g^  (f^O)  gemein 
hat.     Dieses  Punktepaar  wird  durch  die  Gleichung 

(2)  f{x^,  x^,  0)  =  a,^x^^  +  2  a^^x^x^  +  a^x^^  =  0 

dargestellt;  wo  nun  Xj^,  x^  als  homogene  Koordinaten  der  Punkte  auf  der 
uneigentlichen  Punktreihe  aufzufassen  sind.  Nach  dem  ersten  Ab- 
schnitt (E[ap.  n.  Art.  32)  können  wir   aus  Yerschwindungsgrad  und 

1)  Vgl.  zu  Art.  147  —  150,  Archiv  d.  Math.  u.  Phya.  m.  Reihe  Bd.  3  (1902), 
S.  21  ff.  und  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  126  (1903),  S.  88  ff. 
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Signatur  der  Determinante  ^33  der  biimren  quadratischen  Form  (2) 
erkennen,  ob  dieses  Pnnktepaar  imi^inar  oder  reell  nicht  entartet,  in 
einen  Doppelpunkt  oder  in  aUe  Punkte  der  uneigentlichen  Geraden 
entartet  ist. 

Beim  imaginären  nicht  entarteten  ES  muß  das  uneigentliche 
Punktepaar  stets  imaginär  sein;  hier  haben  wir  also  auch  parallel- 
metrisch  keine  weitere  Einteilung. 

Beim  reellen  nicht  entarteten  ES  kann  jenes  Punktepaar  ima- 
ginär oder  reell  nicht  entartet  oder  ein  Doppelpunkt  sein:  je 


Fig.  106. 


Tig.  106. 


nachdem  das  erste,  zweite  oder  dritte  der  Fall  ist,  bezeichnen  wir 
den  reellen  ES  parallelmetrisch  als  Ellipse  (Fig.  105),  Hyperbel 
(Fig.  106)  oder  Parabel  (Fig.  107).*)  Da  der  imaginäre  nicht  ent- 
artete ES  sich  also  zur  nneigentlichen  Geraden  ebenso  yerhält  wie 
die  Ellipse,  wird  auch  er  häufig  als  Ellipse  bezeichnet,  wobei  man 
dann  zwischen  reeller  und  imaginärer 
Ellipse  unterscheiden  muß.  Die  Parabel  ist 
nach  der  Definition  der  einzige  nicht  ent- 
artete ES,  der  von  der  uneigentlichen  Ge- 
raden berührt  wird. 

Bei  dem  reellen  und  bei  dem  imaginären 
Geradenpaar  haben  wir  auf  g^  ein  Punkte- 
paar oder  einen  Doppelpunkt,  je  nachdem  es 
nicht  parallel  oder  parallel  ist.  Beim 
reellen  Geradenpaar  kann  außerdem  eine 
Gerade  mit  g^  zusammenfallen,  das  Punktepaar  (2)  also  in  alle  Punkte 
von  g^  entarten;  in  diesem  Fall  nennen  wir  das  Geradenpaar  eigent- 
lich-uneigentlich. 

Bei  der  Doppelgeraden  haben  wir  auf  g^  einen  Doppelpunkt  oder 


Fig.  107. 


1)  Daß  diese  Figuren  tatsächlich  die  Gestalt  der  drei  Eorvenarten  dar- 
stellen, ist  vorläufig  noch  nicht  einzusehen;  sie  sollen  zunächst  nur  das  Ver- 
halten der  Karren  in  bezug  auf  die  uneigentliche  Gferade  yeranschaulichen. 
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alle  Punkte^  je  nachdem  die  Doppelgerade  eigentlich  oder  un- 
eigentlich ist. 

148.  [AfBne  OtosamtelnteUung  der  Kurven  II.  Ordnung.] 

Fügen  wir  die  Yorstehend  angegebenen  parallelmeirischen  Unter- 
scheidungen der  projektiyen  Einteilung  der  ESe  als  Punktkurven  hin- 
zu, so  erhalten  wir  unter  Benutzung  der  Kriterien  aus  Art.  122  und 
Art.  32  folgende  Tabelle  für  die 

affine  Einteilung  der  Kurven  11.  Ordnung 
f{x^,  x^y  t)  ^  Oll  V+  2a^^x^x^  +  •  •  •  +  038^*=  0 


(^,*  =  l,Ä,S)                 (i,i 

=  1,2) 

\   Die  Kurve 
^         ist 

rt^(^)= 

0 
nicht  entartet 

1 

Geradenpaar 

2 

Doppel- 
gerade 

8 

in  aUe 

Punkte  dar 

Ebene 

enUrtet 

(0) 

besitzt  auf  \^ 
9u^        \ 

^s(Ä)^ 

S 
imagin&r 

1 
reell 

2 

imaginär 

0 
reell 

(1) 
(reell) 

II                 1 

0 
ein 

2 
imagin&r 

Imaginäre 
Ellipse 

Reelle 
ElUpse 

Imaginär. ; 
nicht     ; 
paralleles 
Geraden- 
paar     i 

Pnnkte- 
paar 

0 
reell 

Hyperbel 

Reelles 
eigentl. 
nicht 
paralleles 
Geraden- 
paar 

1 
einen 
Doppel- 
punkt 

(1) 
(reell) 

Parabel 

Imaginär. 

Paral- 
lelenpaar 

Reellea 
eigentl. 
Paral- 
lelenpaar 

Eigent- 
liche 
Doppel- 

2            i 

alle        1         (0) 
Punkte               ^  ^ 
von  g^      , 

Eigentl.- 
uneigent- 

liches 
Geraden- 
paar 

üneigent- 

liche 
Doppel- 
gerade 

in  alle 
Punkte 

der 
Ebene 
entartet 

Diese  Tabelle  ist  theoretisch  besonders  wichtig,  weil  sie  zeigt, 
daß  die  gesamte  affine  Einteilung  der  Kurven  II.  Ordnung /*(Xi,  x^y  f)  »  0 
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durch  die  Einteilung  der  beiden  quadratischen  Formen  f{x^y  x^^  t)  und 
fi^u  ^ti  ^)  gegeben  ist,  und  weil  sie  immer  in  einer  Kolonne  die  pro- 
jektiv zusammengehörigen;  in  einer  Zeile  aber  die  parallelmetrisch 
zusammengehörigen  Eurvenformen  vereinigt. 

Für  den  praktischen  Zweck,  möglichst  schnell  die  affine  Art 
eines  durch  die  quadratische  Gleichung  in  Hesseschen  oder  Garte- 
sischen  Punktkoordinaten  gegebenen  ESes  zu  bestimmen,  ist  die 
folgende  Anordnung  der  Eriterien  vorteilhafter,  die  sich  aus  jener 
durch  Eingehen  auf  die  Bedeutung  von  v{A)y  s{A),  v(A^^)y  s(Ä^) 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Determinantensätze  in  Art.  119  (man 
vergl.  auch  die  Büterien  in  Art.  124)  leicht  ergibt: 


^  +  0 


^M> 


"1 


Ä  (Oii  +  Ofi)  >  0:  imaginäre  Ellipse, 


A„<0: 


M<ht+<ht)<0: 
Hyperbel, 


reelle  Ellipse, 


Ä^ 


A^^  ^  0:  Parabel, 

J.35  >  0:  imaginäres  nicht  paralleles  Geradenpaar, 

^S8  '^  ^*  reelles  eigentliches  nicht  paralleles  Geraden- 
paar, 

-^u  +  -^M  >  0*  imaginäres  Parallelenpaar, 

(^i  +  ^'^^*  reelles  eigentliches 
Parallelenpaar, 

%i  +  ^«  ~  0:  (reelles)  eigentlich- 
uneigentliches  Ge- 
radenpaar, 

^11  +  0^22  +  0:  eigentliche  Doppel- 
gerade, 
o^  +  O:  uneig.    Dop- 

0 


^88" 


'0{ 


Ai  +  ^<o 


A,,  +  Ä^^  0 


«11  +  »M 


^88" 


.0: 


pelgerade, 

alle    Punkte 
der  Ebene. 


Übungsaufgabe:  Man  klassifiziere  affin  die  folgenden  in  Gar- 
tesischen  (zum  Teil  auch  in  Hesseschen)  Punktkoordinaten  gegebenen 
Eurven  IL  Ordnung: 

a)  V  +  V+1  =  0, 

b)  Xi*  +  :z:g*— 1  =0, 


c) 


1  =  0, 


2x,-0, 
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e) 

V  +  V-0, 

f) 

ariic,  =  0, 

g) 

V  +  i  =  o, 

h) 

a;,»-l-0, 

i) 

x,t^O, 

k) 

x,'  =  0, 

1) 

<»  =  0. 

149.  [Parallelmetrisohe  Ergftniimg  der  projektiven  Bln- 
tellung  der  Kurven  H.  Klasse.]  Die  Kurven  U.  Klasse  denken 
wir  uns  in  der  affinen  Geometrie  in  Hesse  sehen  Linienkoordinaten 
Uj,  u^y  s  (nicht  homogen  also  in  Plückerschen  Koordinaten  u^^,  u^, 
(ß  =  1))  gegeben: 

Wo  im  folgenden  neben  den  Hesseschen  Linienkoordinaten  anch 
Punktkoordinaten  x^,  x^,  t  auftreten,  sollen  es  natürlich  die  mit 
jenen  zusammengehörigen  sein. 

Zur  parallelmetrischen  Einteilung  der  einzelnen  projektiven 
Kuryenarten  benutzen  wir  hier  die  projektive  Einteilung  des  Punkte- 
paares, das  aus  den  auf  der  uneigentlichen  Geraden  liegen- 
den Berührungspunkten  der  Kurve  besteht.  Wir  wollen  es 
kurz  das  auf  g^  von  der  Kurve  bestimmte  Punktepaar  nennen. 
Sämtliche  Berührungspunkte  einer  Kurve  U.  Klasse  werden  aber  nach 
Art.  112  durch  die  Punkte  der  adjungierten  Kurve  H.  Ordnung  ge- 
liefert Also  haben  wir  in  der  Gleichung  der  letzteren  <>{x^,x^yt)=-Q 
nur  ^  "=  0  zu  setzen,  um  den  analytischen  Ausdruck 

(4)  ^{x^y  x^y  0)  =  Aii^Tj*  +  2k^^x^x^  +  Ajg^r,*  =  0 

jenes  Punktepaares  zu  erhalten,  wobei  x^y  x^  jetzt  wieder  als  Koordi- 
naten der  Punkte  in  der  uneigentlichen  Punkiä-eihe  aufzufassen  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  Determinante  von  (4)  zur  Abkürzung  mit  ^3,  setzen 
wir  also 

^1  ^12 ; 

so  können  wir  aus  ^(ü,)  und  s{^^  die  projektive  Art  des  Punkte- 
paares (4)  ablesen. 

Der  nicht  entartete  KS  ist  mit  seiner  adjungierten  Kurve  iden- 
tisch; also  ist  für  einen  solchen  das  Punktepaar  (4)  mit  dem  für  die 
parallelmetrische  Klassifikation  der  Kurven  H.  Ordnung  benutzten 
identisch,  und  wir  erhalten  wie  dort  als  parallelmetrische  Unterarten 


«.- 
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der  reellen  nicht  entarteten  Eurre  U.  Klasse:  die  Ellipse^  die  Hy- 
perbel^ die  Parabel. 

Die  adjungierte  Kurve  eines  reellen  oder  imaginären  Punkte- 
paares  ist  dessen  Verbindungslinie  (singulare  Oerade)  als  Doppel- 
gerade. Ihr  Schnitt  mit  der  uneigentlichen  Geraden  ist  also  ein 
Doppelpunkt^  oder  er  besteht  aus  allen  uneigentlichen  Punkten^  je 
nachdem  jene  Yerbindungsgerade  eigentlich  oder  uneigentlich 
isi^  d.  h.  je  nachdem  das  Paar  mindestens  einen  oder  keinen  eigent- 
lichen Punkt  enthält. 

Die  adjungierte  Kurve  eines  Doppelpunktes  ist  in  alle  Punkte 
der  Ebene  entartet,  ihr  Schnitt  mit  der  uneigentlichen  Geraden  be- 
steht also  aus  deren  sämtlichen  Punkten. 

üngetrennt  bleiben  somit  hierbei  nur  die  beiden  parallelmetrisch 
verschiedenen  Fälle  des  reellen  Punktepaares  mit  eigentlichem  Träger 
(das  eigentliche  und  das  eigentlich-uneigentliche  reelle  Punkte- 
paar) und  die  beiden  Fälle  des  Doppelpunktes  (der  eigentliche  und 
der  uneigentliche  Doppelpunkt).  Beidemal  können  wir  aber  diese 
Spaltung  dadurch  leicht  vollziehen,  daß  beim  eigentlichen  Punkte- 
paar  und  eigentlichen  Doppelpunkt  die  uneigentliche  Gerade  nicht 
zu  den  Strahlen  der  Kurve  (p{u^yU^fS)^0  gehört,  wohl  aber  in  den 
beiden  anderen  Fällen,  daß  also  in  den  erst  genannten  Fällen  die 
Gleichung  (3)  durch  w^  =  t«^  =•  0  nicht  erföllt  wird,  d.  h.  daß  «33  +  0 
ist,  während  in  den  Fällen  des  eigentlich-uneigentlichen  Punktepaares 
und  des  uneigentlichen  Doppelpunktes  «33  —  0  sein  muß. 

160.  [AfBne  Otosamtelntellang  der  Kurven  II.  Kbusse.] 
Fügen  wir  nun  diese  parallelmetrischen  Unterscheidungen  der  pro- 
jektiven Einteilung  der  Kurven  IL  Blasse  hinzu,  so  erhalten  wir 
unter  Benutzung  der  Kriterien  fttr  die  Klassifikation  der  beiden 
quadratischen  Formen  9(^1;  t*a;^)  ^^^  ^(^1*;  ^2?  0)  folgende  Tabelle: 


Digitized  by 


Google 


352  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.  Kapitel  X. 

Affine  Klassifikation  der  Kursen  II.  Klasse 
9(Mu  ^>s)  =  «11 V  +  2ai,WiUa  +  •  •  •  +  «M«*  -  0 


[160. 


(*,*»  1.8,8) 


(•,*=1,2) 


\     Die  Kurve 

\       ist 
Die  \ 
Kurve  \    ^ 

rr(A)  = 

0 
nicht  entartet 

1 
Punktepaar 

2 

Doppel- 
punkt 

8 

In  »Ua  G». 

nidan  der 

Bbeae 

entartet 

bestimmt   \^ 
auf  ^^  für      \^ 

a(A)- 

8 

imaginftr 

1 
reeU 

2 

0 
reell 

(1) 

(weU) 

(0) 

v{^)      «(«,) 

0 

ein 
Punkte- 
paar 

2 
imaginär 

1 

Imaginäre 
Ellipse 

ReeUe 
Ellipse 

1 

i 

1 

• 



0 
reeU 

Hyperbel 

1 
einen 
Doppel- 
punkt 

(1) 
(reeU) 

Parabel 

Imaginär. 

eigent- 
liches 

Punkte- 
paar 

• 

ReeUes 
Punkte- 
paar auf 

eigentl. 
Geraden 

2 

aUe 

Punkte 

(0) 

Imaginär, 
uneigent- 

Punkte- 
paar 

ReeUes 
uneigent- 
liches 
Punkte- 
paar 

Doppel- 
punkt 

in  alle 

Geraden 

der 

Ebene 
entartet 

* 

•  • 

«..  +  0 

Eigentliches 
Punktepaar 

Eigentlicher 
Doppelpunkt 

«8.=0 

Eigentlich- 
uneigent- 
liches 
Punktepaar 

Un- 
eigentlicher 
Doppelpunkt 
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Für  den  praktischen  Gebrauch  lassen  wir  auch  hier  wieder  eine 
andere  Anordnung  der  Kriterien  folgen^  die  sich  aus  vorstehender 
Tabelle  leicht  ergibt: 


A  +  0 


Aa83> 


o{ 


All  +  Ajj  >  0:  imaginäre  Ellipse^ 
Aii  +  A2,<0:  reelle  Ellipse, 


A  =  0 


^cc^z<0:  Hyperbel, 
(A)a„  =  0:  Parabel, 

Aji  +  Aj2  >  0:  imaginäres  eigentliches  Punktepaar, 

«33  4"  ()•  reelles  eigentliches  Punktepaar, 

^1  +  Ajt  <  0    «33  =  0:  (reelles)     eigentlich-uneigent- 
liches Punktepaar, 
cc^'^O:  eigentlicher  Doppelpunkt, 

A33  >  0:  imaginäres     uneigentli- 
ches Punktepaar, 

A33  <  0:  reelles    uneigentliches 


All  +  ^.  =■  0  { 


a„  =  0 


A„  =  0 


Punktepaar, 

aii+ajj+O:  uneigentli- 
cherDoppel- 
punkt, 

^11  +  ^22  ^  ö*  *l^ö  Geraden 
der  Ebene. 


Übungsaufgabe:  Man  klassifiziere  affin  die  folgenden  in  Plücker- 
sehen  (zum  Teil  auch  in  Hess  eschen)  Linienkoordinaten  gegebenen 
Kuryen  H.  Klasse: 

a)  V+V  +  1=0,  b)  V  +  V-1-0,  c)  Wi«-V-1==0, 
d)V-2w,  =  0;  e)V+l  =  0,  f)  V-1  =  0,  g)  u,s^O, 
h)  s««0,    i)  Wi«  +  V  =  0,    k)  v-v  =  ^,    1)  V=-o. 

161.  [Mittelpunkt  des  nloht  entarteten  KSes.]  Nachdem 
wir  die  affin  yerschiedenen  Arten  der  KSe  kennen  gelernt  haben, 
finden  wir  weitere  paralleLmetrische  Eigenschaften  von  ihnen,  wenn 
wir  in  der  Polarentheorie  (s.  Kap.  VlII)  die  uneigentliche  Gerade  be- 
Torzugen. 

Der  Torgelegte  KS  sei  zunächst  ein  nicht  entarteter,  so  daß 
er  sowohl  in  Punkt-,  wie  in  Linienkoordinaten  analytisch  dargestellt 
werden  kann: 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  I.  23 
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(5)  f{x„  x„  t) 

=  «11 V  +  2ai,a;iX,  +  a„a:,»  +  ^a^^Xit  +  2a^^x^t-\-  Oj,«*  =  0, 

(6)  F{u^,  M„  s) 

=  ^11 M,*  +  2^,jMiM,  +  ^,M,*  +  2^1,1*1«  +  2  J„u,s  +  ^„s*  —  0, 

wo  entweder  die  Of^  oder  die  A^^  als  gegeben  aa&nfassen  sind  nnd 
dementsprechend  entweder  Ä^  die  Adjunkte  Ton  a,-;^  in  \  a^^^  |  (=  A) 
oder  a,;i  die  Adjunkte  von  Ä,^  in   ^^^    ist.   Setzt  man  wie  in  Art  107 

o„a:,  +  o„x,  +  a„<  s  /i  (a?!,  a;„  t)  =  if'{x^) 

(7)  a„a;,  +  a^x^  +  a„<  s  f^  (x^,  x^,  t)  =  ^f'{x,) 

(8)  ^„«1  +  ^«,  +  A^s  =  F,(u„  «,,  s)  =  ^F'(u,) 

so  ist 

(9)  f(xi,  x^,  t)  =  xj^  (ar„  a-„  <)  +  ar,/",  (x,,  ar„  /)  +  tf^  {x^,  a;„  <) , 

(10)  F{ui,  «j,  s)  =  M,Fi(tti,  «„  s)  +  «,F,(u„  «j,  s)  +  sF,(m„  M,,  s). 

Die  uneigentliclie  Gerade  hat  die  Koordinaten  u,  =  0,  u^^-O^ 
«  -=  1,  die  Koordinaten  ihres  Poles  sind  also 

(11)  ^-,(0, 0,  1)  =  A,„    F,(0, 0, 1)  ^  A„  F,(0, 0, 1)  =  4,,, 

und  sie  liefern  einen  bestimmten  Punkt,  weil  A^O  ist.  Diesen 
Punkt  nennt  man  den  Mittelpunkt  (M)  des  ESes: 

Jeder  nicht  entartete  KS  besitzt  einen  bestimmten  re- 
ellen Mittelpunkt  M  mit  den  Koordinaten  A^^y  A^^y  A^^  oder 
der  Gleichung 

(12)  F^  («1,  «/^,  5)  =  ^51^1  +  ^ow,  +  A^^s  =  0. 

(Nach  (6)  liefert  somit  jede  Gleichung  eines  ESes  in  Hesse- 
schen Linienkoordinaten  in  den  Koeffizienten  von  2%i^Sy 
2u^SyS^  direkt  die  Koordinaten  seines  Mittelpunktes.) 

Je  nachdem  A^^  4"  0  oder  A^^  »=  0,  ist  M  eigentlich  oder  un- 
eigentlich; d.  h.: 

Die  reelle  und  die  imaginäre  Ellipse  und  die  Hyperbel 
haben  einen  eigentlichen,  die  Parabel  hat  einen  unelgentllchen 
Mittelpunkt. 

Die  Ellipsen  und  die  Hyperbel  werden  deshalb  auch  unter  dem 
Namen  Zentral-ESe  zusammengefaßt.  Da  bei  ihnen  der  Mittelpunkt 
Yon  seiner  uneigentlichen  Polaren  durch  den  ES  harmonisch  getrennt 
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wird,  80  halbiert  er  auf  jeder  durch  ihn  gehenden  den  KS  reell  schnei- 
denden Geraden  die  durch  die  beiden  Kurvenpunkte  begrenzte  Strecke; 
er  ist  also  ein  Symmetriezentrum  für  die  Kurve  und  verdient 
dadurch  seinen  Namen  (Fig.  108). 

Bei  der  Parabel  und  nur  bei  ihr  liegt  M  auf  der  Kurve 
selbst,   da  bei   ihr   und   nur  bei    ihr   die  uneigenÜiche   Gerade  g 


^M 


Fig.  108.  Fig.  109. 

f 

Tangente  ist.  Der  Mittelpunkt  der  Parabel  ist  zugleich  ihr 
uneigentlicher  Punkt  (Fig.  109). 

Übungsaufgabe:  Aus  der  zu  beweisenden  Formel 

(13)  f{A^^,A^,A^)^A^^A 

folgt  analytisch  der  soeben  geometrisch  begründete  Satz,  auBerdem 
aber  noch:  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist  ein  elliptischer 
oder  innerer,  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ein  hyperbo- 
lischer oder  äußerer  Punkt 

162.  [lUttelpimktBgleicliimg  der  BSe.]  Wenn  bei  einem 
Zentral-KS  der  Mittelpunkt  mit  dem  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems zusammenfällt,  so  nennen  wir  seine  Gleichung  eine  Mittel- 
punktsgleichung  des  KSes.  Da  dann  nach  (11)  ^^»^.32  =  0, 
aber  A^  +  0  ist,  woraus  a^^  =  «3^  «  0  folgt,  so  ergibt  sich  aus  (5) 
und  (6): 

Die  Gleichung  eines  Zentral-KSes  in  Cartesischen  oder 
in  Plückerschen  Koordinaten  ist  dann  und  nur  dann  eine 
Mittelpunktsgleichung  des  KSes,  wenn  sie  keine  Glieder 
ersten  Grades  enthält. 

Nun  liefert  uns  (fsills  (5)  noch  keine  Mittelpunktsgleichung  ist) 
Gleichung  (28)  in  Art.  123,  wenn  wir  x^  «  0,  also  auch  x^  =  0  mit 
g^  zusammenfallen  lassen,  also 

(14)  |^„a;,-^<,     \,  =  x^--^i,.x^t 

setzen,  eine  Koordinatentransformation  durch  Parallelverschiebung 

28* 
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des  AchsenkreuzeSy  durch  die  nach  der  dortigen  Gleichung  (30) 

(15)  f{x„  x„  t)  -  fii,,  U,  0)  +  A  r\ 

also 

(15a)    m„  g„  0)  +  ^^  T»  =  o,  J,»  +  2a,,  |,  |,  +  o,,!,»  +  £  r»  -  0 

eine  Mitte^unktsgleichung  des  ES  es  wird^  d.  h.: 

Beim  Übergang  von  der  Gleichung  (5)  eines  Zentral- 
ESes  in  einem  beliebigen  Gartesischen  Eoordinatensjstem 
zu  seiner  Mittelpunktsgleichung  in  dem  durch  Parallelver- 
schiebung  des  Achsenkreuzes  entstehenden  System  bleiben 
die  Glieder  zweiten  Grades  ungeändert;  die  Glieder  ersten 

Grades  fallen  weg  und  das  konstante  Glied  wird  -^- • 

Die  Gleichung  einer  Parabel  (bei  der  immer  ^33  =  0  ist)  nennen 
wir  eine  Mittelpunktsgleichungy  wenn  der  Mittelpunkt  der  Parabel 
mit  einer  uneigentlichen  Ecke  des  Hesseschen  Koordinatendreiecks 
zusammeufälit.  Sind  0,  1,  0  die  Koordinaten  dieser  Ecke^  so  muß 
nach  (11)  J.3J  «  -^33  «  0,  aber  Ä^^  +  0  sein,  woraus  a^^  =  Oj^  —  0 
folgt.     D.  h.: 

Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Plückerschen  Koordi- 
naten ist  dann  und  nur  dann  eine  Mittelpunktsgleichung, 
wenn  in  ihr  (außer  dem  stets  fehlenden  konstanten  Glied) 
eines  der  Glieder  ersten  Grades  fehli 

Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Gartesischen  Koordi- 
naten ist  dann  und  nur  dann  eine  Mittelpunktsgleichung, 
wenn  in  ihr  eines  der  Quadrate  und  das  Produkt  beider 
Koordinaten  fehlt. 

Eine  Transformation  auf  den  Mittelpunkt  ist  hiemach  nur  nötig, 
wenn  A^^  +  0  und  A^^  +  0  ist,  und  die  Transformation 

(16)  ^i=Si'+i;^'  ^*-^>  <=^ 

verlegt  dann,  wie  man  direkt  sieht,  den  Punkt  0,  1,  0  in  den  Mittel- 
punkt. Das  Resultat  dieser  Transformation  können  wir  ohne  Rech- 
nung angeben.  Wir  sehen  aus  (16),  daß  die  Glieder  mit  l^*,  g^r,  t- 
die  alten  Koeffizienten  behalten;  wir  wissen,  daß  ^j*  ^nd  gjlj  weg- 
fallen müssen;  wir  finden  endlich  nach  Art.  107  unter  Berücksichtigung 
der  Relation 

Aa^i  =>=  -4^2  -^33  —  ^23  =*  —  -4j3, 

aus  der  a^i  4*  0  folgt,  als  Koeffizienten  von  2^2^ 

(17)  ^(^;;,i,o|o,o,i)=.^^  =  -j;; 
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(wo  f{XifOC^,t\Xj^,x^\f)   die   Polarform    von  fix^jX^yt)   bedeutet) 

und  erhalten  also 

(18)  fix,,  x„  t)  -  /•(!„  0,  t)  +  2  A 1,^ 

nnd  demnach  fClr  die  Parabel  die  Mittelpunktsgleichong 

(18a)    /•(|„0,r)  +  2A|,^  =  a^^|^«  +  2ai,lir  +  a,3t»-2^M,r  =  0. 

Beim  Übergang  von  der  Gleichung  (5)  einer  Parabel  in 
einem  beliebigen  Cartesischen  Koordinatensystem  zu  der 
Mittelpunktsgleichung,  die  auf  denselben  Nullpunkt  und 
dieselbe  or^-Achse  bezogen  ist,  fallen  die  Glieder  mit  x^^  und 

x^x^  weg,  x^  erhält  den  Koeffizienten  —  - — -,  die  drei  übri- 

gen  Glieder  aber  bleiben  ungeändert. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  leite  die  Gleichung  (18)  durch  Rech- 
nung her. 

2.  Man  bestimme  die  Koordinatentransformation  (mit  parallelen 
Achsenkreuzen),  durch  die  die  Gleichung  des  Zentral-KSes 

9p(Mi,Wj,s)  =  aiiV+-=0 

in  die  Mittelpunktsgleichung 

AjjUi*  -  2Ai,UiM,  +  Aiiti,«  +  «3*5*  -  0 
übergeht. 

153.  [Durohmemer  und  Asymptoten  des  KSes.]  Aus  der 
Definition  der  vier  nicht  entarteten  KSe  folgt  direkt: 

Die  Involution,  die  die  uneigentliche  Gerade  in  bezug 
auf  einen  nicht  entarteten  KS  trägt,  ist  bei  den  Ellipsen 
elliptisch,  bei  der  Hyperbel  hyperbolisch,  bei  der  Parabel 
parabolisch. 

Die  durch  zwei  konjugierte  Punkte  dieser  Involution  (da  sie 
uneigentlich  sind)  bestimmten  Richtungen  in  der  Ebene  nennen 
wir  konjugierte  Richtungen  in  bezug  auf  den  KS. 

Die  Polaren  der  uneigentlichen  Punkte  in  bezug  auf  einen  nicht 
entarteten  KS  gehen  durch  den  Pol  von  ^^,  d.  h.  durch  den  Mittel- 
punkt, und  heißen  deshalb  Durchmesser.  Die  Durchmesser  der 
Zentral-KSe  bilden  ein  eigentliches,  die  Durchmesser  der  Parabel 
ein  Parallelstrahlbüschel,  dem  also  auch  die  uneigentliche  Gerade 
angehört. 

Die  einem  Durchmesser  d  konjugierten  (d.  h.  durch  seinen  un- 
eigentlichen Pol  gehenden)  Geraden  sind  parallel.  Aus  der  Polaren- 
theorie folgen  hiemach  die  Sätze  (s.  Fig.  110): 
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Jeder  reelle  Durchmesser  (d)  halbiert  die  auf  den  ihm 
konjugierten  (einander  parallelen)  Geraden  von  dem  KS  aus- 
geschnittenen Sehnen  (s^',  s^\  s^',-  •  •).  Er  ist  also  für  den  KS 
Achse  einer  im  allgemeinen  schiefen  Symmetrie.   Umgekehrt 

ist  jede  Symmetrieachse  des  ESes 
ein  Durchmesser. 

Jeder  Durchmesser  (d)  eines 
Zentral-ESes  ist  Berührungs- 
sehne zweier  parallelen  Tangen- 
ten (^',  ^j'),  und  jede  Berührungs- 
sehne  zweier  parallelen  Tangen- 
Fig.  HO.  ten  ist  ein  Durchmesser  des  ESes 

Die  Parabel  halbiert  auf  jedem 
reellen  Durchmesser  die  Strecke  zwischen  einem  beliebigen 
Punkt  und  dem  Schnittpunkt  seiner  Polaren. 

Wie  allgemein  zwei  Gerade  (s.  Art.  131),  so  sind  auch  zwei 
Durchmesser  konjugiert,  wenn  jeder  durch  den  Pol  des 
anderen  geht;  der  Mittelpunkt  des  ESes  trägt  also  eine  aus 
konjugierten  Durchmessern  gebildete  Strahleninvolution: 
die  Durchmesser-Involution  des  ESes.  Da  der  Mittelpunkt  der 
beiden  Ellipsen,  der  Hyperbel,  der  Parabel  bezw.  elliptisch,  hyper- 
bolisch, parabolisch  ist,  so  gilt  nach  Art.  127  der  Satz: 

Die  Durchmesser-Involution  eines  nicht  entarteten  ESes 
ist  elliptisch,  hyperbolisch  oder  parabolisch,  je  nachdem 
der  ES  selbst  eine  (reelle  oder  imaginäre)  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  ist. 

Nach  Art.  33  gibt  es  bei  der  Hyperbel  stets  oo^  imaginäre 
Durchmesser,  die  den  ihnen  aggregierten  konjugiert  sind,  wäh- 
rend bei  der  Ellipse  zwei  aggre- 
giert   imaginäre    Durchmesser 
niemals  konjugiert  sein  können. 

Die  Doppelstrahlen  der  Durch- 
messer-Involution sind  Tangenten 
des  ESes  —  wie  stets  die  Doppel- 
strahlen einer  Involution  konjugierter 
Strahlenpaare.  Ihre  Berührungs- 
punkte liegen  auf  der  uneigentlichen 
Geraden,  weil  diese  die  Polare  von  M 
ist.  Tangenten  einer  Eurve  mit  un- 
eigentlichem Berührungspunkt  nennt 
man  Asymptoten.     Also  folgt: 

Die  Ellipsen  haben  zwei  aggregiert  imaginäre,  die 
Hyperbel  hat  zwei  reelle  Asymptoten  (s.  Fig.  111),  die  Parabel 


Fig.  111. 
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hat  die  uneigentliche  Gerade  als  (aneigentliche)  Asym- 
ptote. 

Femer:  Je  zwei  konjugierte  Durchmesser  eines  Zentral- 
KSes  werden  durch  seine  Asymptoten  harmonisch  getrennt. 

Auch  analytisch  sind  die  hier  geometrisch  gewonnenen  Sätze 
einfach  zu  beweisen.     Die  Gleichungen 

(19)  /i (^1,^2,0-0,    h{x,,x^,i)^0 

stellen  immer  zwei  verschiedene  Durchmesser  als  Polaren  der  un« 
eigentlichen  Punkte  der  x^-^  bezw.  o^i- Achse  dar.  Jeder  Durchmesser 
wird  daher  durch  eine  Gleichung  der  Form 

geliefert. 

Die  Durchmesser 

(20)  fr-^f»-0    und    A  -  A'/j  -  0 

sind  einander  in  bezug  auf  den  KS  fipo^,  x^,t)  =«  0,  bezw.  F(u^,  Wj,  s)  =  0 
dann  und  nur  dann  konjugiert^  wenn  ihre  Koordinaten 

«ij  — Aa^^  (f  =  i,2,8)     und     «!<  — A'a^^  (.  =  1,2,8) 

der  Polargleichung  von  -F  «  0,  die  wir  jetzt  -F(mi,  ^2;  ^  I  ^';  ^'y  O  ^  ^ 
schreiben,  genügen.  Setzt  man  aber  für  t^,  Wg,  5,  bezw.  u^,  u^,  s' 
jene  Koordinaten  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(21)  -F(aii,  a^,,  a^)  -  (A  +  A')  F(a^^,  a^^,  a«  |  0,1, 05,,,  a^) 

+  Ari^(a,i,a,„a,8)  =  0, 

die  sich  durch  einfache  Rechnung  und  Entfernung  des  Faktors 
Ä  (+  0)  auf 

(22)  a,,  ^a^(l  +  k')  +  a^lX'^0 

reduziert.  Die  Durchmesser  fj^  —  A/g  =  0  und  /i  —  l'f^  =  0  sind 
also  dann  und  nur  dann  konjugiert,  wenn  A  und  l'  durch  die 
Gleichung  (22)  verbunden  sind. 

Ist  f(oi:^jX^,t)=^0  schon  die  Mittelpunktsgleichung  eines 
Zentral-KSes,  so  sind  die  Durchmesser 

(20a)  x^  —  Xx^  =»  0    und  x^  —  X'x^  ==  0 

dann  und  nur  dann  konjugiert,  wenn  zwischen  A  und  A'  die 

Gleichung 

(22a)  a,^n'  +  a,^  (A  +  A^)  +  a„  =«  0 

besteht,  weil  sie  dann  und  nur  dann  durch  zwei  konjugierte  uneigent- 
liche Punkte  gehen. 
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Da  die  Determinante  der  in  k,  k'  bilinearen  Involutionsgleichung 

(22)  ^s3  ist,  80  ist  die  DurchmesserinTolution  elliptisch^ 
hyperbolisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  Ä^  >  0,  <  0  oder 
=  0,  d.h.  je  nachdem  f=-Q  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist. 

f\  —  A/*j  =  0  ist  Asymptote,  wenn  in  (22)  X'  =  A  gesetzt,  k  also 
aus  der  Gleichung 

(23)  ttii  '-2a^^k  +  a^ A«  =  0 

bestimmt  wird.  Hieraus  folgt,  daß  die  Ellipse  zwei  aggregiert 
imaginäre,  die  Hyperbel  zwei  reelle,  die  Parabel  zwei  reelle 
zusammenfallende  Asymptoten  besitzt.  Für  die  Parabel  ergibt 
sich  aus  (23)  wegen  -^j,  =  0,  wenn  z.B.  a^j,  also  auch  -^u  +  O  ist, 

d.  h.  die  uneigentliche  Gerade  übernimmt  die  Rolle  der 
Asymptoten. 

Die  Asymptoten  der  Ellipsen  und  der  Hyperbel  findet  man  sehr 
einfach  aus  der  Mittelpunktsgleichung  (15  a)  dieser  KSe.  Setzt  man 
darin  nämlich  r  =  0,  so  stellt 

(25)  r(li,l„0)»0 

das  Asymptotenpaar  dar;  denn  (25)  ist  ein  Geradenpaar,  dessen 
Trager  der  Mittelpunkt  (Nullpunkt)  ist  und  das  durch  die  beiden  un- 
eigentlichen Punkte  des  KSes  geht.  —  Da  nach  (14)  r  =  t  gesetzt 
wurde,  so  folgt  aus  (15)  und  (25),  daß  man  aus  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  f{Xi,JCi,t)=^0  eines  Zentral-KSes  für  das 
Asymptotenpaar  die  Gleichung 

(26)  fix„x„t)-~^J*^0 

erhält. 

Wählt  man  bei  der  Hyperbel  die  bei  ihr  reellen  Asym- 
ptoten als  neue  Koordinatenachsen  1^',  ^',  so  wird  nach  (25) 
/■(§!,  627  0)  =  C6i'l2'.  ^^  ^  ®i^®  Konstante  ist,  also  nach  (15a)  für 
T »  1  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Cartesischen  Koordinaten 
l/gj'  =  C,  wo  C"  wieder  eine  Konstante  ist.  Diese  kann  durch  Wahl 
des  Einheitspunktes  im  System  61^62'  noch  «  1  gemacht  werden. 
Also  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  bezogen  auf  ihre  Asym- 
ptoten als  Koordinatenachsen  bei  geeignet  gewähltem  Ein> 
heitspunkt 

(27)  Si'V-1. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  gebe  die  Trausformationsgleichungen 
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zwischen  den  Xj,  ^g  und  5i',  62',  die  die  Hyperbelgleichung  f{x^jX^,  1)  =  0 
in  die  Gleichung  (27)  yerwandeln,  explizite  an. 

2.  Man  beweise  mit  Hilfe  der  Hyperbelgleichung  x^x^^  1 : 

Alle  Parallelogramme^  die  die  Asymptoten  als  Seiten 
und  einen  beliebigen  eigentlichen  Hyperbelpunkt  als  Ecke 
besitzen,  haben  denselben  Flächeninhalt. 

3.  Das  durch  die  Asymptoten  und  eine  beliebige  Tan- 
gente der  Hyperbel  begrenzte  Dreieck  hat  konstanten 
Flächeninhalt. 

154.  [Dnrohmessergleiohimg  elneB  Zentral-BBeB,  afliue 
Normalform  BOlner  Oleichung.]  Bei  den  Zentral  >  ES  en  liegt 
es  nahe^  zwei  konjugierte  Durchmesser  als  die  eigentlichen  Seiten 
des  He  SS  eschen  Koordinatendreiecks ,  d.  h.  als  die  Achsen  des 
Cartesischen  Koordinatensystems  zu  wählen.  Nach  der  Definition 
des  Mittelpunktes  imd  der  konjugierten  Durchmesser  ist  ein  solches 
Dreieck  ein  Polardreieck;  man  weiß  daher  a  priori  nach  Art.  132, 
daß  die  Gleichung  des  KSes  in  dem  neuen  Hesseschen  System  nur 
noch  die  Quadrate  der  Koordinaten  enthält.  Eine  solche  Gleichung 
nennen  wir  (in  abgekürzter  Ausdrucksweise;  eine  „Durchmesser- 
gleichung" des  Zentral-KSes. 

Die  Rechnimg  bietet  keine  Schwierigkeiten.  Geht  man  schon 
von  der  Mittelpunktsgleichung  in  Cartesischen  Koordinaten 

(15a)  /•(li,l„0)  +  ^  =  0 

aus  (es  wäre  ebenso  einfach,  wenn  man  von  der  Gleichung  f{x^y  a;,,  1)  —  0 
ausginge),  und  sind  Si— ^Ss^^O  und  ^i—  l' ^,^=^0^  wo  zwischen  X 
und  A'  Gl.  (22  a)  besteht,  zwei  voneinander  verschiedene  konjugierte 
Durchmesser,  so  setzt  man 

und  kann  aus  diesen  Gleichungen  g^,  %^  linear  durch  t^^  ^'  und  die 
noch  disponiblen,  erst  durch  die  Wahl  des  neuen  Einheitspunktes  be- 
stimmten Größen  q^,  q^  ausdrücken.  Da  man  jetzt  eine  Durchmesser- 
gleichung hat,  in  der  nur  noch  S^'*,  |j'*  und  das  von  Null  verschiedene 
konstante  Glied  A  :A^^  auftreten,  kann  man  nach  Division  mit  —  A :  ^^3 
als  konstantes  Glied  -|-  1  auf  die  rechte  Seite  bringen  und  erhält  so, 
wenn  wieder  ar^,  x^  statt  |/,  Sj'  geschrieben  wird,  eine  der  folgenden 
vier  Gleichungsformen,  deren  geometrische  Bedeutung  nach  Art.  148 
unmittelbar  zu  erkennen  ist.     Man  findet 
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(29) 


Xi      .    x^ 


^/ 


+  ' 


-  1: 


=  1 


1 


imaginäre  Ellipse^ 
reelle  Ellipse, 

Hyperbeln, 


wobei  diese  Kurven  auf  zwei  konjugierte  Durchmesser  als 
Koordinatenachsen  bezogen  sind. 

'  Die  beiden  in  (29)  auftretenden  Hyperbeln,  deren  Gleichungen 
sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  linken  Seite  unterscheiden,  heißen 
einander  konjugiert.  Ebenso  wollen  wir  die  reelle  und  die 
imaginäre  Ellipse,  yon  deren  Gleichungen  dasselbe  gilt,  einander 
konjugiert  nennen. 

Zwei  Zentral-KSe  sind  hiemach  .geometrisch  als  konjugierte 
dadurch  charakterisiert,  daß  ihre  Asymptotenpaare  miteinander 
identisch  sind  (s.  Gl.  (25))  und  außerdem  die  beiden  Involutionen, 
die  ein  beliebiger  Durchmesser  in  bezug  auf  den  einen,  bezw.  den 
andern  der  KSe  trägt,  entgegengesetzt  gleiche  Potenzen  haben 
(s.  Art.  39). 

In  den  Gleichungen  (29)  sind  %  imd  a^  die  Abszissen  der  Schnitt- 
punkte des  KSes,  bezw.  des  ihm  konjugierten  auf  der  x^-  und  der 
0^2 -Achse. 

Wählt  man  auf  jeder  Achse  noch  die  reellen  Schnittpunkte  mit 
dem  KS  selbst,  bezw.  mit  dem  ihm  konjugierten,  als  +1-  und  —  1- 
Punkt  (was  durch  geeignete  Verfügung  über  q^  und  q^  in  (28)  von 
vornherein  geschehen  kann),  so  erhält  man  die  affinen  Normal- 
formen der  Gleichungen  der  Zentral-KSe  als  Punktkurven, 
nämlich 

x^—x\^=  1:     imaginäre  Ellipse, 

^i*  +  ^2^=l«     reelle  Ellipse, 


(AF.  N.) 


iPi*—  ^9*==    1 


\        ^2      1^  [•     konjugierte  Hyperbeln. 
x^  -\-  x^  *==  1  J 

Aus  der  Normalform  der  Gleichung  eines  Zentral-KSes 
in  Punktkoordinaten  geht  seine  Gleichung  in  Linienkoor- 
dinaten durch  bloße  Vertauschung  von  x^,  x^  mit  «ij,  ti^  her- 


vor, wie  man  unmittelbar  sieht. 


Übungsaufgaben:  1.  Gleichung  (15a)  wird  auf  ein  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser  als  Koordinatenachsen  transformiert,  sobald  die 
binäre    quadratische  Form  /*(£],  i^j  0)   in   eine   Quadratsumme   ver- 
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wandelt  wird.  Man  Tollziehe  deshalb  die  speziellen  Transformationen 
a)  nach  der  Rechnung  in  Art.  31,  b)  indem  man  /"(li,  ^,  0)  durch 
eine  (im  algebraischen  Sinn)  orthogonale  Transformation  in  eine 
Quadratsumme  rerwandelt,  wie  es  in  Art,  118 — 120  für  ternäre  qua- 
dratische Formen  geschehen  ist. 

2.  Man  zeigC;  daß  die  dem  Zentral -KS 
konjugierte  Kurve  die  Gleichung  hat 

3.  Man  beweise:  Von  den  KSen  (29)  wird  die  reelle  Ellipse 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Koordinatenachsen  durch 
je^eine  der  beiden  konjugierten  Hyperbeln  berührt. 

1B6.  [8&tse  Aber  konjugierte  .Dnrolunesser  und  Asym- 
ptoten von  Zentral-KSen.]  Unter  Benutzung  der  Durchmesser- 
gleichung, bezw.  der  affinen  Normalform  der  Gleichung  der  Zentral- 
KSe  gestalten  sich  alle  parallelmetrischen  Formeln  und  die  Ableitung 
parallelmetrischer  Sätze  natürlich  am  einfachsten. 

Die  Gleichung  des  Asymptotenpaares  lautet  nach  (29)  und  (25) 

(30)  ^'±a;'  =  ^' 

WO  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipsen,  das  untere  für  die  Hyper- 
beln gilt.  (Diese  Formel  haben  wir  im  vorigen  Artikel  tatsächUch 
schon  benutzt  bei  der  Aussage,  daß  zwei  konjugierte  KSe  (Ellipsen 
oder  Hyperbeln)  dasselbe  Asymptotenpaar  haben.) 

Die  reelle  Ellipse  wird  nach  (29)  von  jedem  reellen  Durch- 
messer reell,  die  imaginäre  von  jedem  solchen  imaginär  geschnitten. 
Von  zwei  reellen  konjugierten  Durchmessern  der  Hyperbel 
schneidet  ebenfalls  nach  (29)  stets  einer  reell,  der  andere  imaginär,  und 
sie  verhalten  sich  umgekehrt  bei  der  konjugierten  Hyperbel.  Reell,  bezw. 
imaginär  schneidende  reelle  Durchmesser  der  Hyperbel  nennen  wir 
auch  innere,  bezw.  äußere  Durchmesser  der  Hyperbel,  weil  die 
uneigentlichen  Punkte  dieser  Durchmesser  innere,  bezw.  äußere  Punkte 
in  bezug  auf  die  Hyperbel  sind. 

Der  reelle  Durchmesser  x^  —  Xx^=0  schneidet  die  Hyperbel 


reell  oder  imaginär,  je  nachdem  A*^— ,  ist;  d.h.  das  Strahlbüschel 
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der  Durchmesser  wird  darch  das  Asymptotenpaar  in  zwei  Teile  zer- 
legt: die  Durchmesser  des  einen  schneiden  sämüich  reell,  die  des 
andern  sämtlich  imaginär.  Also  liegen  alle  reellen  Punkte  der 
Hyperbel  in  dem  einen,  alle  imaginären  in  dem  andern  Scheitel- 
winkelpaar der  Asymptoten  (s.  Fig.  111).  Alle  eigentlichen  reellen 
Punkte  der  Hyperbel  liegen  daher  teils  in  dem  einen,  teils  in  dem 
andern  dieser  beiden  Scheitelwinkel,  und  die  beiden  von  ihnen  er- 
füllten Kurrenteile  liegen  auf  yerschiedenen  Seiten  jedes  äußeren 
Durchmessers.  Jeden  dieser  beiden  Eurventeile  nennen  wir  einen 
Zweig  der  Hyperbel.  Die  beiden  Hyperbelzweige  hängen  in  den 
beiden  uneigentlichen  Eurvenpunkten  zusammen. 

Ist  die  Hyperbel  durch  eine  Durchmessergleichung  gegeben,  so 
wollen  wir  den  Zweig,  der  von  dem  positiven  Teil  der  reell  schnei- 
denden Koordinatenachse  getroffen  wird,  den  positiven,  den  andern 
den  negativen  Zweig  der  Hyperbel  nennen. 

Zwei  Punkte  X  und  X'  liegen  dann  und  nur  dann  auf 
konjugierten  Durchmessern  der  Ellipsen,  bezw.  Hyperbeln 
(29),  wenn  ihre  Koordinaten  der  Gleichung 

(31)  \*^±-^^=o 

mit  dem  oberen,  bezw.  unteren  Zeichen  genügen;  denn  dann 
und  nur  dann  sind  die  uneigentlichen  Punkte  der  Durchmesser  OX 
und  0X\  also  auch  diese  selbst  in  bezug  auf  den  KS  konjugiert. 

Hieraus  folgt  noch:  Sind  X  undX'  Kurvenpunkte  auf  zwei 
konjugierten  Durchmessern  des  Zentral-KSes 


so  ist  stets 


^1  ^*  +  ^« ä"«  =  ^    (^1'  ^«^^  ^)' 


(^^)  ^1   a,«"  "  ^2^*«'        ^1  ä,«  =  *2  a, 


Ist  X  Kurvenpunkt  auf  einem  Durchmesser  des  KSes,  X 
ein  Schnittpunkt  des  konjugierten  Durchmessers  mit  dem 
konjugierten  KS,  so  ist  stets 

(32a)  ^4;; 6,^;,      h^^-h"^' 

Wir  beweisen  noch  den  Satz: 

Der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  liegt  tetragonal,  der- 
jenige einer  Ellipse  trigonal  in  bezug  auf  jedes  eigentliche 
Polardreieck.      Der    Mittelpunkt    der    Ellipse    liegt    dabei 
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außerhalb  oder  innerhalb  des  Polardreiecks,  je  nachdem  die 
Ellipse  reell  oder  imaginär  ist.^) 

Der  Zentral -KS  sei  in  der  Normalform 

(33)  s^x^^+e^x^'^^l 
gegeben,  wo 

«j  =  6j  =»  —  1     für  die  imaginäre  Ellipse, 

«1 «  5j  =  +  1     für  die  reelle  Ellipse, 
fj  =  —  £2  =  ±  1     für  die  Hyperbeln. 

Die   eigentlichen  Punkte  X,  X\  X"  bilden   dann  und  nur  dann  ein 
Polardreieck,  wenn 

(34)  £1  a;/  iCj"  +  £,  x^'  x^'  =  1 

B\  X*    X-t     ~p  Ba  X^    Xa    —  X  , 

und  der  Mittelpunkt   0  des  KSes  liegt  nach  Art.  90  trigonal   oder 
tetragonal  in  bezug  auf  das  Dreieck  XX' X",  je  nachdem 

(35)  T^{xx'  x'')  {x  x!')  {x  x)  {x  ^')  ^  0 . 
Nun  ist  nach  (34) 


X\         Xa 


1 


—    I   ^1      ^i       ^1  ^1  ^1     "T  ^2  "^2  ^2 


'   X^    X^     l 

(36)  (xx'x')^''  W  1 

•4/«       XiB       J.      ,  ,     X-t         Xa         €•*  X*   X*        ~f"    £a  »ta  »va 

=.(l-£lV-f2V)(^'0- 

Femer  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (34) 

x^' :  x^' :  1  ==  £2  (a?,'  —  x^  :  8^  {x^  —  oc^')  :  £4  £g  (xx) 
und  hieraus  weiter 

(37)  (x'x) (xx")  =  £1  £, (1  -  s^x,^-  £grr,2); 
also  wird  nach  (35),  (36),  (37) 


T  «  £,  £,  (1  -  B,  X,^  -  £,  X,')\xxy 

>0  für  die  Ellipsen,   <0   für  die  Hyperbeln,   womit  der  erste 
Teil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Ist  nun  die  Ellipse  imaginär,  so  zeigt  Gl.  (36),  daß  (xxx") 
und  {x  x")  dasselbe  Zeichen  haben,  und  eben  dieses  gilt  auch  ftir 
{x'x)   und    {xx)y   weil  (36)  bei  jeder  zyklischen  Vertauschung  von 


1)  Ober  eine  Yerallgemeinenmg  dieses  Satzes  vgl.  Arch.  d.  Math.  u.  Phjs. 
ni.  Reihe,  Bd.  4  (1903),  S.  96  ff. 
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X,  X\  X"  bestehen  bleibt  und  dabei  {xx'x")  sein  Zeichen  nicht 
ändert.  Die  vier  in  T  auftretenden  Determinanten  haben  also  das- 
selbe Zeichen,  und  der  Mittelpunkt  0  muß  folglich  (nach  Art.  90  (46)) 
im  Innern  des  Dreiecks  XX'X"  liegen.  —  Ist  dagegen  die  Ellipse 
reell,  so  können  wir  annehmen,  daß  X  eine  der  beiden  außerhalb 
der  Ellipse  liegenden  Ecken  des  Polardreiecks  ist,  daß  also 

und  sehen  aus  (36),  daß  dann  {xx'x')  und  {pdx')  yerschiedene  Vor- 
zeichen haben,  also  0  jedenfalls  außerhalb  des  Dreiecks  XX'X" 
liegen  muß. 

Übungsaufgaben:  1.  Bei  den  Zentral-KSen  gibt  es  zu  jeder 
reellen  Tangente  mit  eigentlichem  Berührungspunkt  eine  von  ihr  ver- 
schiedene parallele  mit  ebenfalls  eigentlichem  Berührangspunkt. 

2.  Die  Berührungspunkte  jedes  einem  Zentral-KS  um- 
schriebenen Parallelogramms  sind  die  Ecken  eines  ihm  ein- 
geschriebenen Parallelogramms  und  umgekehrt. 

3.  Die  Diagonalen  jedes  einem  Zentral-KS  umschriebenen 
Parallelogramms  sind  zwei  konjugierte  Durchmesser;  die 
Seitenpaare  jedes  ihm  eingeschriebenen  Parallelogramms 
sind  zwei  konjugierten  Durchmessern  parallel. 

4.  Die  beiden  Strecken,  die  auf  einer  eine  Hyperbel  reell 
schneidenden  Geraden  von  je  einer  Asymptote  und  einem 
Hyperbelpunkt  begrenzt  werden,  sind  einander  gleich.  Auf 
jeder  Hyperbeltangente  halbiert  also  der  Berührungspunkt 
die  von  den  Asymptoten  begrenzte  Strecke.  (Dies  folgt  auch 
aus  Art.  134,  Aufg.  5.) 

5.  In  der  Hyperbelgleichung. 

^1 ^t 1 

ist  IflTjl  —  statt  durch  die  konjugierte  Hyperbel  —  auch  bestimmt 
als  Verhältnis  der  von  der  ir^-Achse  und  einer  Asymptote 
auf  der  zur  ar^-Achse  parallelen  Tangente  ausgeschnittenen 
(absoluten)  Strecke  zur  Einheitsstrecke  der  a:j-Achse. 

6.  Man  beweise  imter  Benutzung  der  Gleichungen  (32a):  Bei 
zwei  konjugierten  Hyperbeln  ist  die  Verbindungsstrecke 
zweier  reellen  Kurvenpunkte  auf  zwei  konjugierten  Durch- 
messern der  einen  Asymptote  parallel,  ihr  Mittelpunkt  liegt 
also  auf  der  andern  Asymptote. 

Wenn  also  eine  Hyperbel  durch  ihre  Asymptoten  und  einen  ihrer 
Punkte  (d.  i.  durch  fünf  Punkte,  von  denen  je  zwei  auf  jeder  Asym- 
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ptote  zusammenfallen)  gegeben  ist;  so  kann  man  hiernach  sofort 
einen  Punkt  angeben^  durch  den  zusammen  mit  den  Asymptoten  die 
zu  ihr  konjugierte  Hyperbel  bestimmt  ist. 

7.  Bei  den  ESen  (29)  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbeln 
konjugierte  Durchmesser  der  Ellipsen,  die  Asymptoten  der 
Ellipsen  konjugierte  Durchmesser  der  Hyperbeln. 

1B6.  [Bin  beliebiger  Zentral-K8  als  Biohknrve.    Potens- 

■Atse.]  Aus  der  affinen  Normalform  der  Gleichungen  der  Zentral- 
KSe  (AP. N.  in  Art.  154)  erkennen  wir,  daß  die  in  Art.  89  einge- 
führte Eichkurve  des  Cartesischen  Koordinatensystems  eine  reelle 
Ellipse  ist,  bei  der  die  Koordinatenachsen  konjugierte  Durchmesser 
sind  und  von  ihr  in  den  Einheitspunkten  geschnitten  werden.  Nennt 
man  die  vom  Mittelpunkt  und  einem  reellen  Kurvenpunkt  eines 
Zentral'KSes  begrenzte  Strecke  einen  reellen  Halbmesser  dieses 
KSes  (während  wir  unter  Durchmessern  wie  bisher  immer  Ge- 
rade verstehen),  so  haben  wir  also  dort  für  die  reellen  Strecken 
jeder  Richtung  den  dieser  Richtung  parallelen  reellen  Halbmesser  der 
Eich -Ellipse  absolut  genommen  als  Einheitsstrecke  benutzt. 

Es  erweist  sich  nun  als  vorteilhaft,  auch  bei  einem  Paar  von 
Punkten,  die  nicht  beide  reell  sind,  von  einer  (imaginären)  „Strecke" 
reden  zu  können  und  darunter  einfach  das  Punktepaar  selbst  in 
der  durch  die  Aufiulhlung  gegebenen  Anordnung  zu  verstehen,  wobei 
man  den  ersten  der  Punkte  als  Anfangspunkt,  den  zweiten  als 
Endpunkt  der  Strecke  bezeichnet  (s.  Art.  105,  Aufg.  5).  Hiemach 
können  wir  den  Begriff  des  Halbmessers  auch  auf  die  durch  den  Mittel- 
punkt und  einen  beliebigen  Kurvenpunkt  begrenzten  Strecken  aus- 
dehnen. Zwei  beliebige  Strecken  heißen  parallel,  wenn  die  durch 
sie  bestimmten  Geraden  parallel  sind.  Die  in  Art.  89  für  das  Ver- 
hältnis reeller  paralleler  Strecken  aufgestellte  61.  (39)  benutzen  wir 
dann,  um  auch  das  Verhältnis  zweier  beliebigen  parallelen 
Strecken  als  AV  zu  definieren,  wodurch  Formel  (44)  in  Art.  89 
auch  fär  imaginäre  Strecken  gültig  wird.  Hiemach  wird  durch  die 
Eich-EUipse  jeder  reellen  und  jeder  imaginären  Strecke  eine  von  Null 
verschiedene  2iahl  zugeordnet:  nur  allen  den  imaginären  Strecken, 
die  einer  der  beiden  Asymptoten  x^^  +  x^^^'O  der  Ellipse 
parallel  sind,  entspricht  die  Zahl  NulU) 


1)  Wegen  dies  er  Eigenschaft  werden  in  der  äquiformen  Geometrie,  wo  die 
Eich -Ellipse  (wie  wir  wissen)  in  einen  Kreis  übergeht,  dessen  Asymptoten  (wie 
wir  sehen  werden)  die  absoluten  Strahlen  durch  den  Mittelpunkt  sind,  die  ab- 
soluten Strahlen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  auch  als  „Minimalgerade^' 
bezeichnet. 
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Um  ebenso  nun  auch  die  Hyperbel 
(38)  V-V=-l 

als  Eichkurve  zu  verwerten,  wollen  wir  alle  diejenigen  reellen  Rich- 
tungen, deren  uneigentliche  Punkte  innere,  bezw.  äußere  Punkte  der 
Hyperbel  sind,  innere,  bezw.  äußere  Richtungen  in  bezug  auf 
diese  Hyperbel  nennen.  Nach  Art.  154  werden  die  ersteren  von 
den  letzteren  durch  die  Asyinptotenrichtungen  getrennt.  Benutzt  man 
nun  die  Halbmesser  der  Hyperbel  (38)  als  Einheitsstrecken  für  alle 
Richtungen,  so  ergibt  sich  bei  genau  entsprechenden  Bezeichnungen 
wie  in  Art.  89  und  durch  genau  analoge  Rechnung  statt  Formel  (44) 
a.  a.  0. 

(39)  CS7)'-  «-  <y  -  «  -  <')^ 

Hiemach  wird  auch  durch  die  Eich -Hyperbel  jeder  Strecke,  die 
eine  der  beiden  Asymptotenrichtungen  hat,  die  Zahl  Null  zu- 
geordnet.^) Das  Quadrat  der  irgend  einer  andern  reellen  Strecke 
zugeordneten  Zahl  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Strecke 
innere  oder  äußere  Richtung  hat.  In  der  Tat  sind  ja  die  auf  den 
reellen  Darchmessem  liegenden  Halbmesser  der  Hyperbel  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  die  Durchmesser  innere  oder  äußere  sind.  (Auch 
den  auf  der  a;2-Achse  gemessenen  reellen  Strecken  sind  also  durch 
das  Eichsystem  der  Hyperbel  (38)  imaginäre  Zahlen  zugeordnet, 
während  ihnen  als  Eoordinatenstrecken,  d,  h.  durch  OjB^  gemessen, 
wie  immer,  reelle  Zahlen  entsprechen.  Anders  wie  bei  der  Ellipse 
als  Eichkurve  liegt  eben  hier  nur  der  Punkt  ^^,  nicht  aber  E^  auf 
der  Eich -Hyperbel  (38)). 

Aus  (39)  folgern  wir  noch,  daß,  wenn  h^OE^^  irgend  ein  Halb- 
messer der  Hyperbel  (38),  h=OE„  der  auf  demselben  Durchmesser 
liegende  Halbmesser  der  zu  (38)  konjugierten  Hyperbel  ist, 

ist.  Diese  Formel  wird  uns  also  gestatten,  jedes  Resultat,  in  dem 
imaginäre,  auf  reellen  Durchmessern  liegende  Halbmesser  auftreten, 
in  ein  reelles  umzuwandeln,  indem  wir  zu  dem  reellen,  auf  demselben 
Durchmesser  liegenden  Halbmesser  der  konjugierten  Hyperbel  übergehen. 
Weil  das  Eichsystem  der  Hyperbel  den  reellen  Strecken  äußerer 
Richtung  imaginäre  Zahlen,  außerdem  aUen  reellen  Strecken  von 
zwei  bestimmten  Richtungen  die  Zahl  Null  zuordnet,  ist  es  nicht  so 


1)  Bei  der  Eich-Hyperbel  sind  also  die  „Minimalgeraden '^  reell. 
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allgemein  brauchbar  wie  das  der  Eich -Ellipse^);   allein   für  spezielle 
Zwecke  kann  es  noch  vorteilhafter  sein  wie  jenes. 

Natürlich  kann  man  auch  die  zu  (38)  konjugierte  Hyperbel 
und  schließlich  auch  die  imaginäre  Ellipse,  also  überhaupt  jeden 
Zentral-KS 
(38a)  €^Xj^+  s^oi^^'=^  1  (•i»».=±i) 

als  Eichkurve  benutzen;  wobei  die  (39)  entsprechende  Formel 

resultiert  und  (40)  gültig  bleibt.   Setzt  man  in  (39a)  X'«  0,  X"«  X, 
80  ergibt  sich  also: 

Die  linke  Seite  der  Normalform  der  Gleichung  jedes 
Zentral-ESeS;  für  einen  beliebigen  Punkt  X  der  Ebene  ge- 
bildet, ist  gleich  dem  Quadrat  des  AV  OX:  OE^,  wenn  E^ 
einer  der  Schnittpunkte  des  Durchmessers  OX  mit  dem  ES  ist. 

Um  im  folgenden  bald  diesen,  bald  jenen  Zentral-KS  als  Eich- 
kurve benutzen  zu  können,  setzen  wir  in  allen  Fällen 

(41)  8^X1^+  s^x^^—l  ^f(x,  x)  (•i,»,=±i) 
und  demgemäß 

(42)  6^  x^  x^  +  £2  ^2  ^2'  ~"  1  =  fi^i  ^1  •*) 
Dann  ist  nach  (39  a),  (41)  und  (42) 

Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  Folgerungen: 
Ist  X"  ein  Punkt  der  Eichkurve,  so  ist 

Sind  X'  und  X"  Punkte  der  Eichkurve,  so  ist 


1)  Den  ersteren  Umstand  kann  man  dadurch  beseitigen,  daß  man  das 
System  zweier  konjugierten  Hyperbeln  als  Eichkurve  zu  Grunde  legt. 
Während  aber  jeder  reelle  Durchmesser  nur  eine  der  beiden  Hyperbeln  reell 
schneidet^  schneidet  jeder  imaginäre  beide  imaginär,  und  es  müßte  erst  noch 
«ine  Festsetzung  getroffen  werden,  welche  der  beiden  Hyperbeln  den  Schnitt^ 
punkt  J?„  liefern  soll.  Auch  würden  alle  folgenden  Formeln  für  die  Hyperbel 
•ein  doppeltes  Yorseichen  tragen,  dessen  Bedeutung  jedesmal  einer  Erklärung 
bedürfte. 

2)  Statt  der  nach  (1)  gebotenen  umständlicheren  Bezeichnungen  f(x^^  x^y  1) 
und  /"(äj,  as,,  1  !  ^i'i  x^\  1),  obwohl  wir  mit  /*(«,  x)  sonst  nur  homogene 
Funktionen  bezeichnen. 

Heffter  u.  Koehler,  analytische  Geometrie,  I.  24 
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Sind  X'  und  X"  konjugierte  Punkte  in  bezug  auf  die  Eichkurre, 
fio  ist 

C43«)  (w)  -  ^(^'  *') + ^(*"'  ^")- 

Ist  X  der  Berührungspunkt  einer  durch  X  gehenden  Tangente 
der  Eichkurve;  so  ist 

(44)  (S)-^(*'^)- 

Nennen  wir  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  und  den 
Berührungspunkt  einer  Ton  ihm  an  den  ES  gelegten  Tangeute  be- 
grenzte Strecke  eine  Tangentenstrecke  des  Punktes,  so  besagt 
also  (44): 

Bringt  man  in  der  Normalform  der  Gleichung  eines 
Zentral-ESes  alle  Glieder  auf  die  linke  Seite,  so  ist  der  so 
entstehende  Ausdruck,  für  einen  beliebigen  Punkt  X  der 
Ebene  gebildet,  gleich  dem  Quadrat  jeder  der  beiden  Tan- 
gentenstrecken dieses  Punktes,  gemessen  durch  den  ihr 
parallelen  Halbmesser  des  ESes. 

Geometrisch  ergibt  sich  also  dabei  mit  Rücksicht  auf  (40)  und 
darauf,  daß  eine  reelle  Tangente  der  Hyperbel  stets  äußere  Rich- 
tung hat: 

Bei  einer  reellen  Ellipse  (Hyperbel)  yerhalten  sich  die 
beiden  Tangentenstrecken  eines  reellen  äußeren  Punktes 
wie  die  ihnen  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  (der  konju- 
gierten Hyperbel). 

Sind  femer  X',  X"  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Durch- 
messers mit  der  Eichkurve,  also  die  Eoordinaten  von  X"  denen  von 
X'  entgegengesetzt  gleich,  und  ist  X  ein  beliebiger  Punkt  des  ESes^ 
so  folgt  aus  (43  b) 

(«)  (i^)*+(f^)'-(^f-)'(-4), 

wenn  OE^.,  OE^..,  OE^  die  bezw.  zu  X'X,  X"X,  X'X"  paraUelen 
Halbmesser  sind.  In  (46)  haben  wir  einen  für  die  reelle  Ellipse 
schon  in  Ari  89  (Aufg.  1)  aufgestellten  und  als  Pjrthagoreischeu 
Satz  der  afiflnen  Geometrie  bezeichneten  Satz  (s.  Fig.  112),  den  wir 
aber  jetzt  für  alle  Zentral- ES e  gleichlautend  folgendermaßen  aus- 
sprechen können: 
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Fig.  118. 


Bei  jedem  einem  Zentral-ES  eingeschriebenen  Dreieck^ 
dessen  eine  Seite  ein  Durchmesser  ist,  ist  das  Quadrat  dieser 
Seite  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  andern  Seiten, 
wenn  jede  Seite  durch  den  ihr  pa- 
rallelen Halbmesser  gemessen 
wird. 

Um  dem  Satz,  wenn  X,  X\  X" 
reell  sind,  nicht  nur  bei  der  reellen 
Ellipse,  sondern  auch  bei  der  Hyperbel 
eine  reelle  Form  zu  geben,  berück- 
sichtigen wir  Gleichung  (40)  und  den 
Umstand,  daß  eine  Hyperbelsehne  innere 
oder  äußere  Richtung  hat,  je  nachdem  ihre  Eurvenpunkte  auf  yer- 
schiedenen  oder  auf  demselben  Hyperbelzweig  liegen.    So  folgt: 

Bei  jedem  einer  Hyperbel 
eingeschriebenen  reellen  Drei- 
eck, dessen  eine  Seite  ein  Durch- 
messer ist,  ist  das  Quadrat  dieser 
Seite  gleich  dem  absoluten  Wert 
der  DiflTerenz  der  Quadrate  der 
beiden  andern  Seiten,  wenn  jede 
Seite  durch  den  ihr  parallelen 
reellen  Halbmesser  der  gegebe- 
nen, bezw.  der  dieser  konjugier- 
ten Hyperbel  gemessen  wird 
(s.  Fig.  113).   (Die  Differenz  selbst  ist 

positiv,    wenn  das  Quadrat  der  beide  Hyperbelzweige   schneidenden 
Sehne  alsMinuendus  genommen  wird.) 

Ist  endlich  X  (s.  Fig.  114) 
ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  g 
eine  beliebige  mit  X  inzidierende 
Gerade,  die  nicht  Asymptoten- 
richtung hat  und  den  KS 
f{Xy  ic)  =  0  in  den  (mithin  eigent- 
lichen) Punkten  X',  X"  schnei- 
det, —  wir  nennen  g  eine  Sekante 
des  KSes,  —  so  ist  nach  (43  a) 

(^6)      (S  ?0  -  [/(*'  ^)  -2/"(a'.  *')][f(*,  x)-2f{x,  X")], 

wenn  OE^  ein  zu  g  paralleler  Halbmesser  des  KSes  ist,  (wobei  wir 
in    beiden  Strecken-  oder  Abstandsyerhältnissen    denselben  Halb- 

24* 


Fig.  118. 


Fig.  lU. 
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messer  wählen  wollen).  Die  rechte  Seite  von  (46)  ist  aber  •=  f{Xy  xf. 
Denn  da  X,  X',  X"  auf  derselben  Geraden  g  Hegen,  kann  man  nach 
Artikel  88 

setzen,  und  hieraus  folgt 
(48) 


f(x,  a;-)  =  ^^i>f(?l,  X"),      fix,  x")  -  Yirf('''>  *") 


fix,  X)  -  jrl-jr,fix,  X')  +  ,-^|^.  fix,  x")  =  ^^Jix\  x"), 

womit  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (46)  die  Behauptung  erwiesen 
ist.     Man  hat  also  die  Gleichung 

(49)  (If  of)-^(-'-)' 

und  erhält  somit  zunächst 

(49«')  Jf^f-±/-(«^'*)- 

Ist  aber  ^r  Tangente  durch  X,  also  X'=X"  — X,  so  gilt  nach 
(44)  das  obere  Zeichen.  Hält  man  nun  X  fest,  so  kann  man  g  im 
Strahlbüschel  X  stetig  in  jeden  andern  Strahl  g^  desselben  über- 
führen, ohne  dabei  eine  der  beiden  Geraden  mit  Asymptoten- 
richtung  zu  passieren;  denn^  selbst  dann^  wenn  g  und  g^  reell 
sind  und  durch  die  beiden  reellen  Geraden  a,  a  mit  Asymptoten- 
richtung Yoneinander  getrennt  werden,  läßt  sich  dieser  Übergang, 
ohne  a  oder  a'  zu  passieren,  immer  mit  Hilfe  der  imaginären 
Strahlen  des  Büschels  ausführen,  weil  dieses  cx>^  solche  Strahlen  ent- 
hält. Dabei  ändern  sich  die  Koordinaten  von  X',  X",  E^  stetig;  das 
Produkt  der  AVe  in  (49a)  kann  sich  also,  wenn  g  auf  diese  Weise 
in  g^  übergeht,  ebenfalls  nur  stetig  ändern.  Es  muß  also  bei  jeder 
Lage  von  g  den  Wert  +  f(x,  x)  haben.  (Wenn  X  und  g  reell  sind, 
ergibt  sich  dies  mit  Rücksicht  auf  (40)  auch  ohne  Stetigkeitsbetrach- 
tung, welches  auch  die  Art  des  KSes,  ob  X  innerer  oder  äußerer 
Punkt  ist,  ob  g  innere  oder  äußere  Richtung  hat.)  Wir  haben  also 
das  Resultat: 

(5ö)  öJ,  ^-/■('^'*)' 

d.h.:  Das  Produkt  der  beiden  auf  einer  Sekante  eines  Zen- 
tral-KSes,  die  nicht  Asymptotenrichtung  hat^  durch  einen 
Punkt  X  (als  Anfangspunkt)  und  durch  die  beiden  Kurven- 
punkte X',  X"  begrenzten  Strecken,  gemessen  durch  den- 
selben der  Sekante  parallelen  Halbmesser,  ist  für  alle  durch 
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X  gelegten  Sekanten  konstant  und  zwar  gleich  dem  Quadrat 
der  Tangentenstrecke  XX,  gemessen  durch  den  ihr  parallelen 
Halbmesser  (s.  Fig.  114).  Den  konstanten  Wert  dieses  Produktes 
nennen  wir  die  Potenz  von  X  in  bezug  auf  den  KS.  Für  reelle 
Punkte  X  ergibt  sich  also: 

Die  Potenz  eines  äußeren  Punktes  X  in  bezug  auf  einen 
reellen  ES  ist  gleich  dem  Quadrat  jeder  seiner  beiden 
(reellen)  Tangentenstrecken^  gemessen  durch  den  ihr  paral- 
lelen Halbmesser. 

Die  Potenz  eines  inneren  Punktes  X  in  bezug  auf  einen 
reellen  KS  ist  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  halben 
durch  X  gehenden  und  zu  dem  mit  X  inzidierenden  Durch- 
messer konjugiertenSehue,  gemessen  durch  den  ihr  parallelen 
Halbmesser. 

Den  oben  aus  (44)  gefolgerten  Satz  können. wir  also  jetzt  dahin 
erweitem: 

Bringt  man  in  der  Normalform  der  Gleichung  eines 
Zentral-KSes  alle  Glieder  auf  die  linke  Seite^  so  ist  der  so 
entstehende  Ausdruck;  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
gebildet;  gleich  der  Potenz  dieses  Punktes  in  bezug  auf 
den  KS. 

Als  Übungsaufgaben  beweise  man  noch  die  Sätze: 

1.  Auch  wenn  ein  Zentral-KS  nicht  in  der  Normalform, 
sondern  durch  eine  der  Gleichungen  (29)  gegeben  ist,  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung,  für  einen  beliebigen  Punkt  X  gebildet,  gleich 
(OX:  0J5J*,  wenn  E^  einer  der  Schnittpunkte  von  OX  mit  dem 
KS  ist.  Bringt  man  alle  Glieder  der  Gleichung  auf  die  linke  Seite, 
so  ist  der  entstehende  Ausdruck  die  Potenz  von  X  in  bezug  auf 
den  KS. 

2.  Ist  ein  Zentral-KS  durch  eine  Gleichung  in  beliebigen  Cartesi- 
schen  Koordinaten  'f{x^,  x^,  1)  =  0  gegeben,  so  ist 

-^V(^,  a^,  1) 
die  Potenz  des  Punktes  X  in  bezug  auf  den  KS. 

3.  Zwei  einander  konjugierte  Zentral-KSe  können  jetzt  auch  als 
zwei  konzentrische  KSe  definiert  werden,  die  gemeinsame  Asymptoten 
haben  und  auf  jedem  Durchmesser  entgegengesetzt  gleiche  Halbmesser- 
quadrate  erzeugen. 

167.  [EUltse  über  koi^ngierte  Halbmesser  derZentral-XSe. 
Erweiterung  eines  Ohasles  sehen  Satses.]  Liegen  die  Halb- 
messer   OX    und    OX'    eines   Zentral-KSes    auf   zwei    konjugierten 
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Dnrchmessenif  so  wollen  wir  sie  ein  Paar  konjagierter  Halb- 
messer des  KSes  nenneiL  Zwei  konjugperte  Halbmesser  der  reellen 
(imaginären)  Ellipse,  die  auf  reellen  Dnrclunessem  liegen,  sind  beide 
reell  (imaginär),  während  von  zwei  solchen  Halbmessern  der  Hyperbel 
stets  einer  reell  und  einer  imaginär  ist  Nennen  wir  noch  zwei  anf 
zwei  reellen  Durchmessern  der  Hyperbel  von  dieser^  bezw.  yon  der  ihr 
konjugierten  Hyperbel  abgeschnittene  reelle  Halbmesser  ein  Paar 
konjugierter  Halbmesser  des  Systems  der  konjugierten  Hy- 
perbeln, so  können  wir  si^en:  Bei  der  affinen  Normalform  der 
Gleichung  eines  Zentral-KSes  sind  die  Einheitsstrecken  der 
Koordinatenachsen  konjugierte  Halbmesser  des  ESes  selbst 

oder  des  ihm  konjugierten  oder  des 
aus  dem  ES  und  seinem  konjugier- 
ten bestehenden  Systems. 

Hieraus  folgt  unmittelbar:  Ein  Zen- 
tral-ES  ist  durch  ein  Paar  konju- 
gierter Halbmesser  eindeutig  be- 
stimmt. 

Femer  gilt  der  Satz: 

Alle  Dreiecke,  die  ein  Paar  reel- 
ler konjugierter  Halbmesser  einer 
Ellipse  oder  eines  Systems  konjugierter  Hyperbeln  als  Seiten 
besitzen,  sind  absolut  genommen  flächengleich. 


Fig.  115. 


Beweis:   Ist 

(51) 

V+V-1, 

bezw. 

(52) 

V-a^*-i 

die  Gleichung  der  Ellipse,  bezw.  einer  der  Hyperbeln  in  der  affinen 
Normalform,  so  ist  das  Einheitsdreieck  2^=  OjE^jB^  des  Eoordinaten- 
systems  selbst  eines  dieser  Dreiecke  (s.  Fig.  115).  Sind  OX,  OX' 
irgend  zwei  reelle  konjugierte  Halbmesser  der  Ellipse  oder  des  Sy- 
stems der  konjugierten  Hyperbeln,  so  braucht  man  also  nur  zu  zeigen, 
daß  das  Quadrat  des  FY  des  Dreiecks  OXX'  zum  Einheitsdreieck 
gleich  Eins  ist.  (Da  nämlich  zu  einem  Punkt  X  der  Punkt  X'  nach 
(32),  bezw.  (32  a)  nicht  eindeutig,  sondern  nur  zweideutig  bestimmt 
ist  und  bei  Yertauschung  der  beiden  ab  X'  zu  nehmenden  Punkte 
das  Dreieck  OXX'  seinen  ümlaufssinn  ändert,  so  kann  es  sich  nur 
um  den  absoluten  Betrag  oder  um  das  Quadrat  des  FY  handeln.) 
Das  Quadrat  dieses  FY  ist  aber  nach  Gl.  (54)  in  Art  92 


(53) 


0      0 


X, 


^{xxy, 
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wo  nach  (51),  (52^  und  (31) 

(54)         V±V=1;      ±a?/«+V'=l>      x,x^'±x,x^'=0 

ist  nnd  überall  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der 
ES,  Yon  dem  wir  ausgehen,   eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.    Dann 
ist  aber 
(56)  (a:a;7«-  V  V+  V*  V-  2  a^  <  a;^  a;^' 

w.  z.  b.  w. 

(Übungsaufgabe:  Man  beweise  denselben  Satz  f&r  einen  be- 
liebigen (reellen  oder  imaginären)  Zentral-ES  und  für  die  durch 
zwei  beliebige  konjugierte  Halbmesser  eben  dieses  ESes  selbst  be- 
stimmten Dreiecke  ohne  Bücksicht  auf  die  Realität  der  Halbmesser.) 

Endlich  beweisen  wir  den  Satz: 

Sind  i^,  K^  zwei  Zentral-ESe,  %^,  h^'  ein  beliebiges  Paar 
konjugierter  Halbmesser  yon  K^  (die  nicht  auf  einer  Asym- 
ptote liegen),  h^,  h^'  die  zu  A^,  h^'  parallelen  Halbmesser 
Yon  K^,  so  hat 

immer  denselben  Wert.^) 

Zum  Beweise  dürfen  wir  annehmen,  daß  IT^  und  K^  konzen- 
trisch liegen,  d.  h.  denselben  Mittelpunkt  haben.  Wir  wählen  dann 
ein  Eoordinatensystem,  bei  dem  die  Gleichung  ron  S^  die  Normal- 
form hat,  während  diejenige  yon  K^  eine  beliebige  Mittelpunkts- 
gleichung ist: 

(ÜTJ    a,^x,*+2a^^x^x^  +  a^^x^^+an'^0    (J^+0,  o^j  +  O) 
(Z,)    e^x^^+e^x^^^l, 

wo  e^  und  e^  je  nach  der  Art  yon  K^  gleich  -f  1  oder  —  1  zu  setzen  ist. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  die  (nicht  homogene)  Funktion  yon  X 

(56)  a,^k'+2a,^X  +  a,,  =  g{X,X) 
und  entsprechend 

(57)  a,,  XX'  +  a,, {X  +  X')  +  a^^g (A,  A'), 

so  sind  die  Durchmesser  yon  jET^ 

(58)  x^  —  Xx^^O,      a:i-ra;g-0 


1)  Dieser  Satz  ist  die  Erweiterung  eines  Satzes  von  Chasles,  Joum.  de 
Math.  2  (1887),  S.  889. 
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nach  (22  a)  dann  und  nur  dann  konjugiert^  wenn 

(59)  gik,X')^0, 

und  wenn  sie  nicht  in  eine  Asymptote  zusammenfallen^  ist 

(60)  </(A,  X)  +  0,    ff(X',i')-tO. 

Sind  nun  ^4=  OX  und  h^'^OX'  zwei  auf  den  voneinander 
verschiedenen  konjugierten  Durchmessern  (58)  liegende  konjugierte 
Halbmesser,  so  liaben  X  und  X'  die  Eoordinatenquadrate 


(61) 


,_  !«_  ,_  1_ 

l'i  /  1 


Sind  aber  h,,  h^'  die  zu  hi,  h^    parallelen  Halbmesser  Ton  K^,  so  ist 
nach  (39  a)  und  (61) 

(62)  (^)  +  (^)  -  e,x,*+e,x,'+  i,x,''+ e,x,'' 

-    r?ii!±i»  j- tiü+Jil 

Nun  ist  unter  Berücksichtigung  von  (59) 


(63) 


V«/(A,  A)(,(A',  A-)  -  «/(A,  k)gil',  A')  -  «?(A,  A')  -  ^„(A-AO». 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  rechte  Seite  von  (62),  so  ergibt 
sich  also 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen,  da  die  rechte  Seite  einen  von  Xy  l!  un- 
abhängigen, d.  h.  für  alle  Paare  konjugierter  Halbmesser  konstanten 
Wert  hat.  Dieser  ist  also  auch  der  Grenzwert  des  Ausdruckes 
links,  wenn  \  und  folglich  h^  sich  der  Lage  einer  der  Asymptoten 
unbegrenzt  nähern. 

Übungsaufgaben:  1.  Sind  K^  und  K^  nicht  konzentrisch  und 
ist  daher  K^  noch  nicht  durch  eine  Mittelpunktsgleichung,  sondern 
durch  die  allgemeine  Gleichung 

(65)  ^a^4  ir<  a:^  «  0     (iTj  =-  1) 

gegeben,   so   hat   die  Konstante   des  Ghasles sehen  Satzes   den  Wert 

(66)  -^(^ia»2+  «2  flu)- 
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2.  Man  zeige  nach  (64),  daß  der  GhaslesBche  Satz  bei  Benutzung 
nur  reeller  Halbmesser  in  folgender  (viel  umständlicheren)  Form 
ausgesprochen  werden  muß:  Sind  K^j  K^  zwei  reelle  Zentral-KSe^ 
ist  \  ein  reeller  Halbmesser  von  K^y  \  der  ihm  in  bezug  auf  die 
Ellipse  K^y  bezw.  das  System  der  konjugierten  Hyperbeln  K^,  K^ 
konjugierte  (dann  ebenfalls  reelle)  Halbmesser^  sind  \y\  die  zu 
\j  \  parallelen  reellen  Halbmesser  von  K^^  bezw.  der  zu  K^  kon- 
jugierten Hyperbel,  so  hat 

w  .(J:)'±j|)' 

immer  denselben  Wert,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je 
nachdem  K^  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  und,  falls  K^  Ellipse,  £  «  i  »  1, 
falls  Kj^  Hyperbel  ist,  £,  bezw.  ««±1  zu  setzen  ist,  je  nachdem  ä^, 
bezw.  \  innere  oder  äußere  Richtung  in  bezug  auf  JT,  hat. 

3.  Man  beweise:  Zwei  konzentrische  Zentral- ES e  haben  abgesehen 
Yon  dem  Fall,  daß  es  zwei  Hyperbeln  sind,  deren  Asymptotenpaare 
einander  trennen  oder  berühren,  stets  ein  Paar  reelle,  voneinander 
yerschiedene  konjugierte  Durchmesser  gemein  und  können  daher  stets 
durch  die  Gleichungen 

(68)         {(^'^  *>5-*+*'S-'=i     ;''"•''=*" 

dargestellt  werden. 

Man  vereinfache  für  diese  Fälle  den  Beweis  des  Ghasl  es  sehen 
Satzes  und  gebe  den  Wert  der  konstanten  Quadratsumme  an. 

Man  zeige  endlich,  daß  zwei  konzentrische  Hyperbeln,  deren 
Asymptotenpaare  einander  trennen,  bezw.  berühren,  durch  die 
Gleichungen 

rri*+ 2ai8iCi  ar2  —  V+ 0^83  =  0,      x^—x^^\ 

(wenn  nämlich  das  gemeinsame  Paar  imaginärer  konjugierter  Durch- 
messer durch  Wahl  des  Koordinatensystems  die  Gleichung  x^'\-x^^^ 
erhält),  bezw.  durch  die  Gleichungen 

darstellbar  sind,  und  prüfe,  ob  sich  für  diese  beiden  Fälle  der  oben 
entwickelte  Beweis  auch  vereinfacht. 

168.  [Diiroliiiie88er-Taiigeiiten-&leiohiing  und  afBne  ITor- 
malform  der  aielohung  der  Parabel.]  Bei  der  Parabel  gibt  es 
kein  Polardreieck,  dem  die  uneigentliche  Gerade  angehört,  weil  diese 
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als  Tangente  mit  ilireni  Pol  inzidiert.  Es  gibt  daher  kein  Hesse- 
sches  Koordinatensystem,  anf  das  bezogen  die  Parabel- 
gleichung nur  die  Quadrate  Ton  x^^,  x^^  t  enthält.  Jede  Mittel- 
punktsgleichung der  Parabel  ist  insofern  auch  als  ^^Durchmesser- 
gleichung^  zu  bezeichnen,  als  bei  ihr  ein  eigentlicher  und  der  ihm 
konjugierte  uneigeniliche  Durchmesser  zwei  Seiten  des  Eoordinaten- 
dreiecks  bilden.  Eine  solche  Durchmeesergleichung  erhalten  wir  also 
auch,  wenn  das  Hesse  sehe  Dreieck,  auf  das  sie  bezogen  ist,  eine  be- 
liebige eigentliche  Tangente  und  den  ihr  konjugierten,  iJso  sie  in 
ihrem  Berührungspunkt  treffenden  Durchmesser  als  Seiten  besitzt, 
wenn  es  also  zwar  kein  Polardreieck  ist,  aber  doch  zweimal  zwei 
konjugierte  Gerade  unter  seinen  Seiten  hat.  Wir  wollen  die  Gleichung 
dann  (in  abgekürzter  Ausdrucksweise)  eine  „Durchmesser-Tangen- 
ten-Gleichung^  der  Parabel  nennen.  Wenn  wir  uns  Gleichung  (5) 
schon  auf  ein  derartiges  Koordinatensystem  bezogen  denken,  so  muß 
in  ihr  nach  Art.  152  a^^ »  0  und  a^^  (o^^^i'  <hi)  ^  ^  ^^^y  ^^^  ^^^^ 

die  Gleichung  der  Polaren,  d.  h.  der  Tangente  des  Nullpunktes  ist,  die 
hier  mit  einer  der  Koordinatenachsen  zusammenfallt,  muß  auch  o^^  »  0 
und  0^3  (oder  a^)  =»  0  sein.  Ebenso  gilt  das  Umgekehrte.  Da  die 
Betrachtung  der  Parabelgleichung  in  Linienkoordinaten  ein  dem  er- 
haltenen genau  entsprechendes  Resultat  liefert,  gilt  also  der  Satz: 

Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Gartesischen  oder  in 
P}#ekerschen  Koordinaten  ist  dann  und  nur  dann  eine  Durch- 
messer- Tangenten  -  Gleichung, 
wenn  sie  außer  dem  Quadrat 
dereinen  und  der  ersten  Potenz 
der  andern  Koordinate  kein 
Glied  enthält. 

Um  nun  die  Gleichung  (5),  wenn 
sie  noch  auf  ein  ganz  beliebiges 
Hessesches  Dreieck  bezogen  ist, 
in  eine  Durchmesser-Tangenten-Glei- 
chung zu  transformieren,  gehen  wir 
durch  die  Transformation  (16)  von 
(5)  zunächst  zu  (18  a)  über  und 
können  diese  Gleichung  dann  in 
der  Form 

(69)  «n(lx  +  ^»)-2^(6,-,^-.)x»0 

schreiben;  sie  geht  also  durch  die  Transformation 


Fig.  116. 


Digitized  by 


Google 


168.]  Affine  Geometrie  der  KegelBchnitfce.  379 

(70)  |,'«6,  +  Ji,,      g,'_|,__^^,      r'^r, 

die  eine  ParallelTerschiebung  des  Achsenkreuzes  darstellt  (s.  Fig.  116)^ 
über  in  die  Dorchmesser-Tangenten-Öleichong 

(71)  a,ili'*-2^5.V=0 

"ll 

oder,  wenn  wir  statt  ^i'i  Wf  ^'  wieder  x^^  x^y  (t^  1)   schreiben,  in 

(72)  a„rc,»-2^a;,-0. 


a 


Ans  (72)  nnd  Art  152  folgt  somit: 

Der  Übergang  Ton  der  Gleichung  (5)  einer  Parabel  in 
einem  beliebigen  Gartesischen  Koordinatensystem  zn  ihrer 
Durchmesser-Tangenten-Oleichnng  in  einem  System,  dessen 
rTj-  (oder  rt^-) Achse  der  alten  x^-  (oder  a:2-)Achse  parallel 
ist,  kann  so  vollzogen  werden,  daB  der  Koeffizient  von  x^* 
(oderic,*)  ungeändert  bleibt,  derjenige  von  a;,  (oderrCi)  gleich 

-^(oder -)  wird,  wahrend  alle  übrigen  Glieder  weg- 

fallen. 

Darch  geeignete  Änderung  der  Einheitsstrecke  auf  der  rr^- Achse 
oder  deijenigen  auf  der  oig"^^^'^^  oder  auch  durch  eine  gleich- 
zeitige Änderung  beider  Einheitsstrecken  in  demselben  Ver- 
hältnis, indem  wir  nämlich 

(73)  x,^pHx,',      a^-^.V 

setzen,  erhalten  wir,  wenn  wir  wieder  o;, ,  x^  für  x^'y  x^  schreiben,  die 
Gleichung 

(AF.N.)      V==2a;j, 

die  wir  (ebenso  wie  die  aus  ihr  durch  Yertauschung  von  x^  und  x^ 
entstehende)  die  affine  Normalform  der  Parabel-Gleichung 
nennen. 

Aus  der  Normalform  der  Parabelgleichung  in  Punkt- 
koordinaten geht  ihre  Gleichung  in  Linienkoordinaten  durch 
einfache  Yertauschung  von  x^y  x^  mit  u^,  u,  hervor. 

Übungsaufgaben:    1.  Man  beweise  mit  Hilfe  der  Gleichung 

^2  ^2   ^^  «^l  "r  «^l  ; 

die  die  Polare  des  Punktes  Z'  in  bezug  auf  die  Parabel  x^^2x^ 
darstellt,  nochmals  den  schon  in  Art.  153  auf  geometrischem  Wege 
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gewonnenen  Satz,  daß   die  Parabel  auf  jedem  Darclunesser  die  Ton 
einem  beliebigen  Punkt  und  seiner  Polaren  begrenzte  Strecke  halbiert. 

2.  Man  zeige:  Die  Durchmesser-Tangenten-Gleichung  der  Parabel, 
bei  der  die  rr^- Achse  ein  Durchmesser  ist,  erhält  dann  und  nur  dann 
die  Normalform,  wenn  man  zu  einem  beliebigen  reellen  Kurren- 
punkt  X  die  Eoordinatenstrecken  OX^  und  OX^  konstruiert,  X^  als 
neuen  Einheitspunkt  E^^  und  den  Mittelpunkt  der  Strecke  OX^  ab 
neuen  Einheitspunkt  E^  wählt.  Einär  der  beiden  Einheitspunkte 
kann  also  (anders  wie  bei  den  Normalformen  der  Ellipsen-  und  Hypet- 
belgleichung)  noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden. 

3.  Man  zeige,  daß  die  Oleichung  eines  Zentral-ESes  in  Carte- 
sischen  Koordinaten  dann  und  nur  dauA  eine  „Durchmesser-Tangenten- 
Gleichung^^  desselben  ist,  wenn  in  ihr  das  Produkt  der  Koordinaten, 
eines  der  Glieder  ersten  Grades  und  das  konstante  Glied  fehlt. 


159.  [Die  Parabel  als  Blohlnirve.]    Auch  die  Parabel 

(74)        ■'  V-2rc, 

können  wir  als  Eichkurve  benutzen,  indem  wir  jede  Strecke  XX" 

der   Ebene   durch   die   ihr    parallele   Parabelsehne    OE^   messen 

(s.  Fig.  117).  Hierbei  wird  jeder  Strecke 
^  .  von  Durchmesserrichtung  die  Zahl  Null, 

^il^  /  ^!^^^^^^  jeder  Strecke,  die  der  iF2- Achse  parallel 
'^         ^t/^^i<!^^^  ^^>  ^^®  TjxÜEiS. Unendlich  zugeordneit.  Jeder 

anderen  Strecke  aber  wird  —  anders  wie 
bei  der  Ellipse  oder  Hyperbel  als  Eich- 
kurve —  eine  mit  Vorzeichen  bestimmte 
Zahl  zugeordnet,  weil  es  zu  jeder  anderen 
Richtung  eine  und  nur  eine  mit  Einschluß 
des  Richtungssinnes  bestimmte  Parabel- 
sehne durch  0  gibt.  (Wir  machen  noch 
ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  daß  hier 
die  Einheitspunkte  E^^j  E^  beider  Koor- 
dinatenachsen der  Sich-Parabel  nicht  an- 
gehören,   während    bei    der  Eich -Ellipse 

jeder,  bei  der  Eich-Hyperbel  einer  von  beiden  auf  der  Kurve  lag.) 
Durch  ganz  analoge  Überlegungen  wie  in  Art.  89  ergeben  sieh 

die  Koordinaten  von  J5., 


Pig.  117. 


(75) 


2«'. 


-  <y 


und  hieraus  folgt  durch  entsprechende  Rechnung  wie  dort 
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Speziell  für  X'=  0,  X"=  X  ergibt  sich  also 

d.  h.  die  durch  die  rechte  dividierte  linke  Seite  der  Parabel- 
gleichung in  der  Normalform,  für  einen  beliebigen  Punkt  X 
der  Ebene  gebildet,  ist  gleich  dem  AV  OX :  OE^,  wenn  0  der 
als  Nullpunkt  gewählte  Parabelpunkt  und  E^  der  Schnitt- 
punkt des  Radius  Vektor  OX  mit  der  Parabel  ist. 

Ist  X  ein  Punkt  des  Durchmessers  x^  =  0,  X  der  Berührungs- 
punkt einer  der  durch  X  gehenden  Parabeltangenten,  so  ist  nach  (76) 

(78)  ^^  -        ^** 


also,  da  x^^  =^  2x^  ist  und  aus  vorigem  Artikel  (Übungsaufgabe  1) 
für  X  und  X  als  konjugierte  Punkte  2(x,  —  Xj)  =  4^^  folgt, 

('9)  OEl^Y''' 

d.  h.  die  Tangentenstrecke  XX  des  Punktes  X  verhält  sich 
zu  derjenigen  ihr  parallelen  Parabelsehne,  die  durch  den 
Schnittpunkt  des  durch  X  gelegten  Durchmessers  mit  der 
Parabel  geht,  wie  1:2.  Dieser  Satz  kann  auch  geometrisch  leicht 
bewiesen  werden  (Übungsaufgabe!). 

Ist  wieder  X  ein  Punkt  des  Durchmessers  x^^O,  g  eine  durch 
X  gelegte  Gerade,  die  die  Parabel  in  X'  und  X!'  schneidet,  so  ist 
nach  (76) 

/QA\  ^X     XX     ^^ Xj  JC^ 

^^^^  OE^   OE^        4  (x/  -X,)  (X,"  -Tx,)  • 

Ersetzt  man  hierin  x^'  und  x^''  durch  ihre  entgegengesetzten  Werte, 
d.  h.  die  Gerade  g  durch  diejenige  durch  X  gehende  Gerade,  deren 
Kurvenpunkte  mit  X',  bezw.  X"  zusammen  zwei  Sehnen  bestimmen, 
die  dem  durch  X  gehenden  Durchmesser  konjugiert  sind,  so  bleibt 
das  Produkt  (80)  ungeändert;  d.  h.: 

Schneidet  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  X  der 
Ebene  gehende  Durchmesser  die  Parabel  in  0  und  benutzt 
man  die  durch  0  gehenden  Parabelsehnen  als  Einheits- 
strecken, sind  ferner  X',  X"  die  Kurvenpunkte  auf  einer 
beliebigen  Geraden  g  durch  X,  so  hat  das  Produkt  der 
Strecken  XX',  XX"  (gemessen  durch  die  zugehörige  Ein- 
heitsstrecke)  denselben  Wert   für  je    zwei  Gerade  g,   deren 
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Schnittpunkte  X'  und  (folglich  auch)  X"  auf  Parallelen  zur 
Polaren  von  X  liegen. 

Dieser  viel  engere  Satz  tritt  bei  der  Parabel  an  die  Stelle  der 
Potenzsätze  ftir  die  Ellipse  und  Hyperbel  (s.  Art.  156). 

Übungsaufgabe:  Man  beweise  noch:  Die  linke  Seite  der 
Parabelgleichung  x^^'—2x^^0^  für  einen  beliebigen  Punkt  X 
der  Ebene  gebildet,  hat  die  geometrische  Bedeutung 


(81) 


"'-^'^-(m-m- 


wo  X  der  Berühru^ngspunkt  einer  durch  X  gehenden  Tan- 
gente ist,  X^  und  X^  die  Endpunkte  der  Eoordinatenstrecken 
von  X  und  ?  auf  der  ^^-Achse  sind. 

160.  [Die  entarteten  Kursen  II.  Ordnung.]  Wir  wollen 
endlich  noch  kurz  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  verfolgen,  dafi 
der  vorgelegte  ES  entartet  sei,  und  zwar  zunächst  als  Kurve 
II.  Ordnung.     Sei  also 


(82) 


f{x^,  ^f,  0  -  0  (t?U)  «-  1  oder  2) 


ein  Geradenpaar  oder  eine  Doppelgerade.  Als  Mittelpunkt 
definieren  wir  konsequenterweise  jeden  Punkt,  dessen  Polare  die  un- 
eigentliche Gerade  g^  ist. 

Nun  hat  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  X'  die  Gleichung 

Xj,  {X^,  x,\  0  +  ^/i  (^/;  ^s',  0  +  tf,  {X,\  x,\  0-0; 

dieser  Punkt  hat  also  g^  dann  und  nur  dann  als  Polare,  wenn  seine 
Koordinaten  die  beiden  Gleichungen 


(83) 


erfüllen.  Denn  auch  dann,  wenn  X  außer  (83)  die  Gleichung 
fz{x^yX^y()'=^0  erf£Lllt,  also  singulär  ist,  gehört  g^  zu  den  Polaren 
von  X\  Jeder  singulare  Punkt  eines  KSes  ist  also  ein  Mittel- 
punkt desselben  (aber  nicht  umgekehrt!). 

Die  Gleichungen  (83)  bestimmen  nun  einen  Punkt,  die  Punkte 
einer  Geraden  oder  alle  Punkte  der  Ebene,  je  nachdem  der  Yer- 
schwindungsgrad  der  Matrix 


Ä,^ 


0,  =  1  oder  -  2  ist. 


«11 

«81 


«12 
«22 


«♦is 

«28 
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Ist  v{A^)  »  0,  so  kann  nicht  Ä^  «-  0  sein,  da  ans  ^  »  0  und 
^88  ^  ^  nach  den  Detenninantenrelafcionen  des  Art.  119  A^^^Ä^^^O 
folgen  würde.  Das  (reelle  oder  imaginäre)  nicht  parallele  Ge- 
radenpaar besitzt  also  nur  seinen  singnlären  Punkt  A^^iA^^iÄ^ 
als  Mittelpunkt. 

Ist  v(A^)^ly  sind  also  nicht  alle  Elemente  von  A^  gleich 
Null;  80  ist  durch  die  Oleichungen  (83)  eine  Gerade  als  Mittel- 
punk tslinle  bestimmt;  und  diese  ist;  wie  man  direkt  sieht  (oder  den 
Kriterien  am  Schluß  des  Art  148  entnimmt),  eigentlich;  wenn  f^O 
ein  Parallelenpaar  oder  eine  eigentliche  Doppelgerade;  un- 
eigentlich; wenn/'a-O  ein  eigentlich-uneigentliches  öeraden- 
paar  darstellt.  Beim  (reellen  oder  imaginären)  Parallelenpaar  (und 
bei  der  eigentlichen  Doppelgeraden)  li^  der  Mittelpunkt  jedes 
Punktepaares ;  das  eine  zu  dem  Parallelenpaar  nicht  parallele  Ge- 
rade g  aus  diesem  ausschneidet,  auf  der  Mittelpunktslinie  m^  weil  g^ 
die  Polare  des  Punktes  gm  ist;  m  ist  also  die  Mittellinie  des 
Parallelenpaares  (bezw.  die  Doppelgerade  selbst).  (Die  Mittellinie 
eines  Parallelstrahlenpaares  ist  also  der  dem  Mittelpunkt  eines  Punkte- 
paares entsprechende  Begriff,  wenn  wir  die  affine  Geometrie  in  der 
Punktreihe  (s.  Art.  39)  auf  das  Parallelstrahlbüschel  übertragen.) 

Für  t?(^,)=-2  ist  wegen  v{A)<S  (s.  (82))  a^  +  0  und  f=a^fi, 
d.  h.  jeder  Punkt  der  Ebene  ist  als  Mittelpunkt  der  un- 
eigentlichen Doppelgeraden  zu  betrachten. 

Wählt  man  beim  nicht  parallelen  Geradenpaar  ein  Paar  von  jenem 
harmonisch  getrennter  Strahlen  als  x^-  und  ^^ -Achse,  beim  Parallelen- 
paar und  bei  der  eigentlichen  Doppelgeraden  die  Mittellinie,  beim 
eigentlich-uneigentlichen  Geradenpaar  dessen  eigentliche  Gerade  als  die 
eine  (z.B.  als  ^2 'Achse);  die  andere  Achse  beliebig,  bei  der  uneigentlichen 
Doppelgeraden  endlich  beide  Achsen  beliebig,  so  erhalt  man  nach  ge- 
eigneter Bestimmung  der  Einheitspunkte  die  affinen  Normalformen 
der  Gleichungen  der  entarteten  Kurven  IL  Ordnung,  nämlich 

(X^*  +  x^^  ^0    für  das  imaginäre  nicht  parallele  Ge- 
radenpaar, 
^1*  —  a:,*  =  0    für  das  reelle  nicht  parallele  Geraden- 

paar; 
Xj^  +  fi    =»0    für  das  imaginäre  Parallelenpaar; 
(AF.  N.)  I  a^i*  —  <*    =0    für  das  reelle  (eigentliche)  Parallelen- 

paar; 
Xj^  »  0     für  die  eigentliche  Doppelgerade, 

x^i      »0    für    das    eigentlich-uneigentliche    Ge- 
radenpaar, 
fi  =^  0    für  die  uneigentliche  Doppelgerade. 
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Die  Ausführung  der  erforderlichen  Rechnungen,  die  im  wesent- 
lichen nur  Wiederholungen  früherer  sind,  namentlich  also  die  Angabe 
der  Transformationsgleichungen,  die  Yon  der  Qleichung  f(Xi,x^,t)^0 
auf  die  Normalform  führen,  sei  eine  Übungsaufgabe. 


161.  [Die  entarteten  Kurven  II.  Klaue.  ÜbnngeanfiKaben.] 

Es  sei  jetzt 

(84)  •  q> (tii,  Wg,  s)  -  0         (v(A)  -  1  oder  2  ) 

eine  entartete  Kurve  U.  Klasse,  also  ein  Pnnktepaar  oder  ein 
Doppelpunkt.  Der  Mittelpunkt  wird  auch  in  diesem  Fall  wie 
bei  den  nicht  entarteten  Kurren  als  Pol  der  uneigentlichen  Ge- 
raden definiert  und  hat  somit  die  Gleichung 

(85)  y,  (wi,  w,,  s)  =  «31  Ml  +  OjjjM,  +  a^s  =  0. 

Die  Kurve  hat  also  einen  völlig  unbestimmten  oder  einen 
einzigen  bestimmten  Mittelpunkt,  je  nachdem 


^32 


«3,«0 


ist  oder  nicht  Das  erstere  ist,  wie  man  direkt  sieht,  beim  un- 
eigentlichen Punktepaar  und  uneigentlichen  Doppelpunkt  der  E'aU. 
In  allen  übrigen  Fällen  existiert  ein  bestimmter  Mittelpunkt  und 
zwar  ein  eigentlicher  beim  eigentlichen  Punktepaar  und 
eigentlichen  Doppelpunkt,  weil  dann  «33  +  0  is*;  ©in  uneigent- 
licher beim  eigentlich-uneigentlichen  Punktepaar,  weil  für 
dieses  a^^O  ist.  Da  dieser  bestimmte  Mittelpunkt  nach  Art.  133 
immer  von  der  uneigentlichen  Geraden  durch  das  Punktepaar  harmo- 
nisch getrennt  wird,  ist  er  der  Mittelpunkt  des  Paares  in  demselben 
Sinne  wie  in  Art.  39;  er  halbiert  also  die  vom  eigentlichen  reellen 
Punktepaar  begrenzte  Strecke  und  fällt  beim  eigentlich-uneigentlichen 
Punktepaar  mit  dem  uneigentlichen  Punkt  desselben,  beim  eigentlichen 
Doppelpunkt  mit  diesem  selbst  zusammen. 

Nimmt  man  bei  den  Kurven  mit  bestimmtem  Mittelpunkt 
diesen  als  Nullpunkt  und  die,  bezw.  eine  singulare  Gerade  als  die 
eine  Achse,  bei  den  Kurven  mit  unbestimmtem  Mittelpunkt  aber 
ein  ihre  beiden  Punkte  harmonisch  trennendes  Strahlenpaar  als  Achsen 
eines  Hesseschen  Systems,  so  erhalt  man,  wenn  man  außerdem  noch 
die  Einheitsgerade  geeignet  wählt,  die  affinen  Normalformen  der 
Gleichungen  der  entarteten  Kurven  II.  Klasse  und  zwar 
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(AF.  N.) 


Wi*+  s^='0    für  das  imaginäre  eigentliche  Pankte- 
paar, 

Ui*—  5*=0    für  das  reelle  eigentliche  Punktepaar, 

Uj         s  »  0    für  das  eigentlicb-uneigentliche  Punkte- 
paar, 

s*=0    für  den  eigentlichen  Doppelpunkt, 

tii^+ tij*=»  0    für  das  imaginäre  uneigentliche  Punkte- 
paar, 

M^*— W2*=»0     für    das    reelle    uneigentliche   Punkte- 
paar. 


Wi 


«»  0    für  den  uneigentlichen  Doppelpunkt. 


Übungsaufgaben:  1.  Ein  eigentliches  reelles  Parallelenpaar 
f{x^,x^ft)  ^0  teilt  das  affine  Punktfeld  in  ein  rnneres  und  ein 
äußeres  Gebiet  (s.  Art.  89,  Aufg.  2).  Ein  Punkt  gehört  dem 
inneren  oder  äußeren  Gebiet  an,  je  nachdem 


(86) 


(«ll  +  ««2)/"(^i;^2,0^O. 


2.  Eine  reelle  Ellipse  liegt  innerhalb,  eine  Hyperbel 
außerhalb  je  zweier  parallelen  Tangenten. 

3.  Ein  reelles  eigentliches  Punktepaar  9>(^i;  Uj^  ^)  =  0  teilt  das 
affine  Strahlenfeld  in  ein  inneres  und  ein  äußeres  Gebiet,  wenn 
man  ersterem,  bezw.  letzterem  alle  Geraden  zurechnet,  die  durch  das 
Punktepaar  von  der  uneigentlichen  Geraden  getrennt,  bezw.  nicht  ge- 
trennt werden.    Ein  Strahl  u  ist  ein  innerer  oder  äußerer,  je  nachdem 


(87) 


^9tV>(Ml7^2,s)^0. 


Die  Begriffe  „inneres"  und  „äußeres  Gebiet*'  in  bezug  auf 
ein  reelles  eigentliches  Parallelenpaar,  bezw.  ein  reelles 
eigentliches  Punktepaar. treten  also  auch  in  der  Ebene  erst  in 
der  affinen  Geometrie  auf,  während  sie  in  bezug  auf  einen  nicht 
entarteten  ES  schon  der  projektiven  Geometrie  angehören  (siehe 
Art  127). 

Wenn  das  Parallelenpaar,  bezw.  das  Punktepaar  kein  eigent- 
liches ist,  versi^en  die  Kriterien  (86)  und  (87).  In  der  Tat  sind 
dann  die  beiden  Gebiete,  in  die  das  Punktfeld,  bezw.  Strahlenfeld 
durch  das  Paar  eingeteilt  wird,  auch  affin  nicht  voneinander  zu 
unterscheiden. 

4.  Das  durch  den  eigentlichen  Punkt  X'  gehende  Tangentenpaar 
des  KSes  /"(^i,  ^j,  1)  —  0  hat  die  Gleichung 


H«ffter  u.  Koehler,  aiiAlytlscb«  Oeometri«,  I. 


25 


Digitized  by 


Google 


386  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  X  [161. 

[Ä,,  -  2Ä„x,'  +  Ä„x,'^  (x,  -  x,y 

(88)  -  2[A,,-A„x,'-A,,x,'+A„x,'x,']  (x,  -  x,')  (x,  -  x^') 

+  [A„  -  2A„x,'  +  A^x;»]  (x,  -  x,y  -  0. 

5.  Das  darch  den  uneigenÜichen  Punkt  (x^,  x^',  0)  gehende  pa- 
rallele Tangentenpaar  des  ES  es  f{Xi,Xg,t)='0  hat  die  Gleichung 

(89)  A,, (xxy  +  2(At,x,'-  A„x,') {xx')t 

+  {A^^xP  -  2A,,x^'x,'  +  A„x^'')  t'  =  0. 
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Elftes  Kapitel. 

KegelscbnittbttsGhel  und  Kegelsehnittscharen  in  der  affinen 

Geometrie.^) 

A.  Das  Eegelsohnittbüsohel. 

162.  [Affine  Binteilung  der  nicht  entwurteten  XS-Büsohel.] 

Wir  wollen  in  diesem  Kapitel  die  im  nennten  Kapitel  entwickelte 
projektive  Geometrie  des  KS-Büschels  nnd  der  KS-Schar  parallel- 
metrisch ergänzen,  nns  dabei  aber  auf  nicht  entartete  Büschel  nnd 
Scharen  beschränken.  Um  zunächst  das  KS-Büschel  mit  der  jetzt 
in  allgemeinen  Hesseschen  Koordinaten  gegebenen  Gleichung 

(1)  f{Xu^%y^)'-^9{^U^%,() 

-X(h,,x,'  +  2h,,x,x,  +  6„  V  +  ^hz^i^  +  2b,,x,i+b^,t')  =  0 

parallelmetrisch  zu  klassifizieren ,  müssen  wir  folgende  Fälle  unter- 
scheiden: 

1.  Die  uneigentliche  Gerade  g^  inzidiert  mit  keinem 
Grundpunkt  des  Büschels;  dieses  besitzt  also  lauter  eigentliche 
Grundpunkte  und  erzeugt  auf  g^  (s.  Art.  142)  eine  elliptische  oder 
eine  hyperbolische  Inyolution.  Je  nachdem  das  erstere  oder  das 
letztere  der  Fall  ist,  nennen  wir  das  Büschel  aus  bald  ersichtlichem 
Grund  ein  Hyperbel-Büschel  oder  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel. 

2.  Die  uneigentliche  Gerade  g^  inzidiert  mit  einem  oder 
zwei  (einfachen  oder  mehrfachen)  Grundpunkten  des  Büschels; 
dieses  erzeugt  dann  auf  ^„  eine  parabolische  oder  eine  identische 
Involution,  je  nachdem  g^  keinem  oder  einem  (entarteten)  KS  des 
Büschels  angehört  (d.  h  nicht  zu  den  Seiten  des  Büschels  oder  zu 
diesen  gehört).  Im  ersteren  Fall  wollen  wir  das  Büschel  ein  Hy- 
perbel-Parabel-Büschel, im  letzteren  ein  homothetisches  KS- 
Büschel  nennen. 

1)  Die  Lektüre  dieses  Kapitels  kann  ohne  Störung  für  das  Verständnis  der 
drei  folgenden  Kapitel  bis  nach  deren  Stadium  aufgeschoben  werden. 
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Da  die  Involution  des  Büschels  auf  g^  nach  Art.  142  durch  die 
Gleichung 

(2)  f{x,,x,,0)^kg{x,,x„0)^0 

bestimmt  ist,  erhalten  wir  aus  Art  37  (Übungsaufgabe  2),  wenn  wir 
wie  dort 

(3)  z/  =  ^{ai\)  (a,6,)  -  (o„ 6„  -  a„\;f 

s4(a,6J  («,&,) -[(«,&,) +  (a,6J]» 

setzen,  für  die  parallelmetrische  Einteilung  der  ES-Bflschel  (1), 
die  mit  der  projektiven  in  Art.  139  zusammen  deren  affine  Einteilung 
liefert,  folgende  Kriterien: 

Das  KS-Büschel  (1)  ist  fär 

1.  .^  +  0:  ein  Büschel  mit  nur  eigentlichen  Grundpunkten 

und  zwar  für 

a)  z:/ >  0:  ein  Hyperbel-Büschel, 

b)  z:/ <  0:  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel, 

2.  d^O:  ein   Büschel    mit    mindestens   einem   uneig6nt- 

lichen  Grundpunkt  und  zwar,  wenn 

a)  nicht    alle    »u&s*  —  ö^stti,- "■  0   (»,*  =  i,2):    ein    Hyperbel- 
Parabel-Büschel, 

b)  alle  «1,62*  —  »2t fci,- =  0  (t,*  =  i, 2):  ein  homothetisches  KS- 
Büschel. 

168.  [Das  Hyperbel-Bflschel  und  das  BUipsen^^^yperbel- 
Büschel.]  Da  die  Involution,  die  ein  Hyperbel-Bflsehel^  auf  g^ 
hervorruft,  elliptisch  ist,  also  weder  reelle  Doppelpunkte  noch 
(nach  Art.  33)  aggregiert  imaginäre  Punktepaare  enthält,  muß  jeder 
nicht  entartete  KS  (A)  dieses  Büschels,  dessen  l  reell  ist,  eine 
Hyperbel  sein,  wodurch  der  Name  für  dieses  Büschel  gerecht- 
fertigt ist. 

Diejenigen  beiden  KSe  des  Büschels,  die  nach  Art  142  g^  als 
Tangente  besitzen,  sind  imaginär,  und  ihre  Gleichungen  haben  ima- 
ginäre Koeffizienten.  Als  Parabeln  darf  man  sie  also  nur  be- 
zeichnen, wenn  man  den  Begriff  der  Parabel  jetzt  auch  auf  solche 
ESe  ausdehnt,  die  (/„  in  einem  imaginären  Punkte  berühren.  Dann 
aber  kann  man  sagen:  jedes  Hyperbel-Büschel  enthält  zwei  imagi- 
näre Parabeln. 

Unter  den  entarteten  KSen  dieses  Büschels  kann  sich  kein 
Paar  aggregiert  imaginärer  Geraden  befinden,  das  allgemeine 
Hyperbel-Büschel  kann  also  nie  ein  KS-Büschel  zweiter  Art 
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sein.  Je  nachdem  es  erster  oder  dritter  Art  ist,  enthalt  08  drei 
reelle  Geradenpaare  mit  eigentlichen  Trägem  oder  ein  reelles  Gre- 
radenpaar  mit  eigentlichem  Träger  und  zwei  zueinander  aggre- 
giert imaginäre  Geradenpaare,  die  i.  a.  ebenfalls  eigentliche  Träger 
besitzen,  die  aber  auch  von  den  imaginären  Doppelpunkten  der 
Büschel -Involution  auf  g^  getragen  werden  können  und  dann  zwei 
zueinander  aggregiert  imaginäre  Parallelenpaare  sind.  Ein  aus 
zwei  reellen  oder  aus  zwei  aggregiert  imaginären  Geraden  be- 
stehendes Parallelenpaar  oder  eine  Doppelgerade  kann  dagegen 
weder  in  einem  allgemeinen  noch  in  einem  speziellen  Hyperbel-Büschel 
enthalten  sein. 

Beim  Ellipsen  -  Hyperbel -BQgcliel  ist  die  von  g^  getragene  In- 
volution hyperbolisch;  sie  enthält  also  sowohl  reelle^  wie  auch 
aggregiert  imaginäre  Ponktepaare  und  besitzt  zwei  reelle  Doppel- 
punkte. Dieses  Büschel  enthalt  also  unendlich  viele  Hyperbeln, 
unendlich  viele  Ellipsen  und  zwei  (reelle)  Parabeln  (von 
denen  jede  aber  auch  in  ein  reelles  oder  aggregiert  imaginäres 
Parallelenpaar  entarten  kann). 

Zu  den  Ellipsen-Hyperbel-Büscheln  gehört  (s.  oben)  jedes 
ES-Büschel  zweiter  Art  mit  nur  eigentlichen  Grundpunkten. 

Sind  nun  (A')  und  (A")  die  Parabeln  des  Büschels,  also  l\  A" 
die  (reellen)  Wurzeln  der  Gleichung 

(4)  C„(A)s|a«-A^,|-0  (,,  *  =  !.=), 

SO  werden  alle  reellen  Werte  von  A,  für  die  C,,  (A)  >  0,  von  allen, 
für  die  C^  (A)  <  0,  d.  h.  alle  Ellipsen-  von  allen  Hyperbelparametem 
durch  k'  und  X''  getrennt.  Deshalb  sagen  wir  auch  kurz:  die  Ge- 
samtheit der  Ellipsen  des  Büschels  werde  von  der  Gesamtheit  der 
Hyperbeln  durch  die  beiden  Parabeln  des  Büschels  getrennt.  Wählen 
wir  also  den  Basis-KS  g  ^0  oder  {po)  in  (1)  als  Hyperbel,  was 
immer  möglich  ist,  und  ist  etwa  X'  <  A",  so  ist  der  KS  (A)  für 

X'  <k<  r  Ellipse, 
A  <  r  und  A  >  r  Hyperbel. 

Sind  X\  X"  von  den  Wurzeln  X^^  A,,  Ag  der  charakteristischen 
Gleichung  (s.  Art.  136) 

(5)  C(A)^  I  c,,{X)  I  ^  I  a,,-Xh,,  HO  (/,*  =  i.m) 

verschieden,  so  entarten  die  Parabeln  nicht.  Jeder  entartete  ES  des 
Büschels  ist  also  dann  ein  nicht  paralleles  Geradenpaar.  Die 
reellen  Geradenpaare  treten  unter  den  Hyperbeln,  die  aggregiert 
imaginären  unter  den  Ellipsen  auf  (während  die  nicht  aggregiert 
imaginären  zu  nicht  reellen  A  gehören). 
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Fällt  dagegen  eine  oder  jede  der  beiden  Zahlen  il',  l"  mit  einer 
Wurzel  von  (5)  zusammen^  so  entartet  eine  oder  jede  der  beiden 
Parabeln  in  ein  (reelles  oder  aggregiert  imaginäres)  Parallelen- 
paar (ev.  eine  noch  weiter  in  eine  Doppelgerade).  Da  beim  KS- 
Büschel  dritter  Art  nur  eine  der  Wurzeln  von  (5)  reell  ist,  kann 
bei  ihm  höchstens  eine  der  Parabeln  entarten,  d.  h.  das  Ellipsen- 
Hyperbel-Büschel  dritter  Art  enthält  stets  mindestens  eine 
nicht  entartete  Parabel. 

Beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  erster  und  dritter  Art  gehören 
(s.  Art.  137,  Übungsaufgabe)  zu  reellen  k  nur  reelle  KSe;  seine 
Ellipsen  sind  also  sämtlich  reell.  Das  Ellipsen-Hyperbel-Büschel 
zweiter  Art  enthält  dagegen  immer  imaginäre  Ellipsen,  und  es  be- 
darf noch  einer  Untersuchung,  ob  es  auch  reelle  Ellipsen  enthält. 

Sei  also  (1)  ein  Ellipsen-Hyperbel-Btischel  zweiter  Art  mit  den 
Parabeln  (A')  und  (il"),  die  wir  zunächst  als  nicht  entartet  voraus- 
setzen, sei  ferner  wie  vorhin  ^  =  0  eine  Hyperbel,  also  der  KS  (A) 
eine  Ellipse,  wenn  X  zwischen  l'  und  l"  liegt,  so  müssen  die  beiden 
den  aggregiert  imaginären  Geradenpaaren  des  Büschels  entsprechenden 
Wurzeln  von  (5)  ebenfalls  zwischen  k'  und  A"  liegen.  Sie  seien  Ag 
und  A3,  und  es  möge  A'  <  Aj  <  Ag  <  A"  sein.  Die  Ellipse  (A)  ist  nun 
(nach  Art.  148)  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 

(6)  C3  (A)  =  C{k)  {c,^  (A)  +  c^,  (A))  <  oder  >  0 

ist  Wir  haben  also  nur  das  Zeichen  von  Cg  (A)  für  die  Werte  von  A 
zwischen  A'  und  k"  festzustellen.  Da  zwischen  diesen  Gbrenzen  keine 
Hyperbel  (und  kein  reelles  nicht  paralleles  Geradenpaar)  liegt,  kann 
zwischen  ihnen  niemals  ^ii(A)  +  C22(A)  »  0  sein  (denn  sonst  würde 
C8i,(A)<0).  ^(A)  wechselt  sein  Zeichen  also  dann  und  nur  dann, 
wenn  C{k)  sein  Zeichen  wechselt,  d.  h.  für  A  =  A,  und  k-=^  k^  (weil 
C(A)  als  ganze  Funktion  dritten  Grades  mit  drei  verschiedenen  Null- 
stellen bei  jeder  solchen  sein  Zeichen  tatsächlich  wechselt).  Nun 
ist  für  die  Parabel  (A')  wegen  C^z{^')  =  0  nach  einer  schon  oft  be- 
nutzten Determinantenrelation 

(7)  CiX') C*,(A')-(7^(A')<0, 

C^Q^  wird  somit  positiv  beim  Durchgang  durch  A^  und  wieder  ne- 
gativ beim  Durchgang  durch  A,,  d.  h.  die  Ellipsen  (A)  sind  reell 
für  A'  <  A  <  A2  und  für  A,  <  A  <  A",  imaginär  für  Aj  <  A  <  A3. 

Das  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  zweiter  Art  enthält  also 
i.  a.  reelle  und  imaginäre  Ellipsen,  und  die  ersteren  fallen 
dann  und  nur  dann  aus,  wenn  Aj  =  A'  und  A3  =  A"  ist,  d.  h.  wenn 
das  Büschel  (statt  der  Parabeln)  zwei  imaginäre  Parallelenpaare 
enthält. 
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164.  [Blnfktohe  Darstellnngen  nnd  SpeiiaUUle  des 
Hyperbel-  nnd  des  BUipsen-Hypmrbel-Büsohels  als  Übnngs- 
anfgaben.] 

1.  Man  zeige^  daß  sich  jedes  Hyperbel-Büschel  bei  geeigneter 
Wahl  des  Koordinatensystems  durch  die  Gleichung 

(8)  x^  —  x^  +  ^a^^x^i  +  'ia^^x^t  +  a^^  —  2Xx^x^  =  0 

darstellen  läßt^  wobei  man  es,  falls  das  Büschel  ein  spezielles  ist, 
immer  so   einrichten   kann,   daß  x^x^^^   das  (dann  immer  reelle) 
mehrfach  zu  zählende  Oeradenpaar  darstellt.^) 
Aus  der  charakteristischen  Gleichung 

(9)  -  Gil)  ^  a,,k'  +  2a,,a,,X  +  a,,  +  <  -  aj,  «  0 

folgt:  das  Büschel  (8)  ist  dann  und  nur  dann  ein  allgemeines,  wenn 
aj3  +  0  ist,  und  zwar  von  der  ersten  oder  dritten  Art^  je  nach- 
dem a^j  zwischen  —  ajj  und  afj  liegt  oder  nicht  Das  Büschel 
ist  ein  spezielles,  wenn  o^g  »  0  ist,  und  zwar  ein  solches  mit  einem 
einfachen  Eontakt  (und  lauter  reellen  Grundpunkten),  wenn  Oi^  +  O 
und  0^9+  0  ist,  mit  einem  zweifachen  Eontakt,  wenn  a^,  oder  o^s^O 
ist.     Andere  Spezialfälle  sind  nicht  möglich. 

2.  Man  zeige,  daß  sich  jedes  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  in 
der  Form 

(10)  X,'  +  2a,,x,t  +  a^,fi  -  A(V  +  2b,^^,t  +  h,^f)  -  0 
darstellen  läßt. 

Für  a^s  =»  &13  =»  0  enthält  das  Büschel  statt  der  Parabeln  zwei 
Parallelenpaare,   die,   falls  a^^  und  h^>0  ist,  beide  imaginär  sind. 

1)  Als  Fingerzeig  znr  Lösung  vieler  Aufgaben  in  diesem  Kapitel  nnd  in 
Kap.  XV  mOgen  zwei  Wege  angedeutet  werden,  auf  denen  man  die  Möglichkeit 
der  Darstellung  (8)  nachweisen  kann.  Nachdem  man  das  immer  vorhandene 
nicht  parallele  reelle  Geradenpaar  des  Hyperbel-Büschels  als  Koordinaten- 
achsen gewählt  hat,  kann  man,  um  aus  der  Gleichung  (fx^^  o;, ,  i)  —  ^Xx^x^  =0 
noch  das  Glied  'la^^x^x^  wegzuschaffen,  entweder  X  =  aj,  -f-X'  setzen  oder  auch 
folgende  geometrische  Überlegung  anstellen:  In  der  Involution,  die  g^^  in  be- 
zug  auf  das  KS-Bflschel  trägt,  gibt  es  nach  Art.  37  immer  ein  reelles  Punkte- 
paar, das  das  von  dem  Geradenpaar  x^x^  »-  0  ausgeschnittene  Pnnktepaar  har- 
monisch trennt.  Es  gibt  also  immer  eine  Hyperbel  in  dem  Büschel,  die  zwei 
zu  den  Koordinatenachsen  parallele  konjugierte  Durchmesser  besitzt. 
Wenn  man  diese  Hyperbel  als  Basis-KS  /*  =»  0  wählt,  fällt  also  das  Glied 
^(i^^x^x^  weg.  Bestimmt)  man  dann  außerdem  noch  die  Einheitspunkte  Ex^^ 
und  Exi  geeignet,  so  erhält  man  für  das  KS-Büschel  die  Gleichung  (8).  — 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  dem  Leser  auch  angelegentlich  empfohlen,  sich 
zu  den  einzelnen  in  diesem  und  in  Kap.  XV  enthaltenen  Sätzen  und  Aufgaben 
womöglich  immer  die  Figur  der  das  KS>Büschel  oder  die  KS-Schar  bestimmen- 
den Elemente  zu  zeichnen. 
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GleJchimg  (10)  stellt  also  dann  ein  Büschel  ohne  reelle  Ellipsen 
dar,  also  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel^  das  als  reelle  ESe 
nur  Hyperbeln  enthält. 

3.  Jedes  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  läßt  sich  auch,  wenn 
nicht  durch  beide,  mindestens  durch  eine  der  Gleichungen 

(IIa)       x^  +  x^^  +  2a^^x^t  +  2a^^x^t  +  d^^i^  —  iXx^x^  =  0 

(IIb)       x^^  +  V  +  ^(^it^xi^-  Ö8«<*  -^W  +  26i,^i0  -  0 

darstellen.  Wann  gelten  beide,  wann  gilt  nur  eine  der  beiden  Dar- 
stellungen? 

Gleichung  (Ha),  in  der  a\^  <  a\^  angenommen  werden  darf,  stellt 
ein  allgemeines  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  dar,  wenn  a^^  von  NuU, 
von  a*g  und  von  ajj  verschieden  ist,  und  zwar  ein  Büschel  erster 
Art,  wenn  «ss  <  ^i8>  zweiter  Art,  wenn  Ojs  >  ajg,  dritter  Art, 
wenn  a\^  <  a^  <  a\^  ist.  —  Man  zeige,  daß  das  Büschel  (Ha),  wenn 
es  ein  spezielles  ist,  nur  einen  einfachen,  zwei  einfache  (dann  aber 
immer  reelle)  oder  einen  zweifachen  Eontakt  haben  kann. 

Unter  welchen  Bedingungen  stellt  (IIb)  ein  allgemeines 
Büschel  dar  und  welches  sind  die  analytischen  Bedingungen  für  alle 
Spezialfälle,  die  bei  dieser  Gleichung  auftreten  können?  —  Man 
wird  finden,  daß  hier  alle  Arten  von  Eontakt  (also  auch  zwei  ein- 
fache imaginäre  oder  ein  dreifacher)  möglich  sind. 

4.  Man  zeige,  daß  die  Gleichung 

(12)  x/  +  x^^-t^-X  {x^^  +  2b^^x^t)  =  0 

ein  Ellipsen -Hyperbel -Büschel  dritter  Art  darstellt,  das  eine  Parabel 
und  ein  reelles  Parallelenpaar  enthält. 

[Das  Hyperbel-Parabel-Büsohel  und  das  homofha- 

üsoheKS- Büschel.]  Bei  dem 
Uyperbel-Parabel-Bfisehel  ist 

die  von  g^  getragene  Involution 
parabolisch  (s.  Art.  162);  es 
besitzt  also  einen  und  nur 
einen  unelgentliehen  Grund- 
punkt, in  dem,  wenn  er  ein 
mehrfacher  ist,  eine  eigent- 
liche Gerade  gemeinsame  Tan- 
gente des  Büschels  sein  muß,  weil 
g^,  wenn  es  Büschel -Tangente 
wäre,  eine  identische  Involution  tragen  müßte.  Da  die  (reelle)  Gerade 
g^  nur  einen  Grundpunkt  trägt,  muß  dieser  selbst  reell,  das  all- 


,,^j) 


^^n 


— ^D 
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gemeine  Hyperbel -Parabel -Büschel  kann  also  nur  von  der  ersten 
oder  dritten  Art  sein.  Es  enthält  stets  drei  einander  parallele  Gerade^ 
von  denen  jede  einem  anderen  seiner  Geradenpaare  angehört  (s.  Fig.  118). 
Daraus,  daß  die  Involution  auf  g^  parabolisch  ist,  folgt,  daß  das 
Büschel  eine  und  nur  eine  (ev.  entartete)  Parabel  enthalt  (was 
sich  analytisch  auch  daraus  ergibt,  daß  J  (s.  Gl.  (3))  die  Diskrimi- 
nante  der  Gleichung  (4)  ist  und  diese  f&r  z:/  »  0,  aber  nicht  alle 

eine  doppelte  Wurzel  k'  hat),  und  daß  alle  übrigen  KSe  desselben, 
deren  l  reell  ist,  Hyperbeln  sind,  bei  denen  je  eine  Asymptote 
den  Durchmessern  der  Parabel  parallel  ist.  Dadurch  ist  der 
Name  „Hyperbel-Pai-abel-Büschel"  gerechtfertigt. 

So  lange  das  Hyperbel-Parabel-Büschel  ein  allgemeines  ist, 
kann  seine  Parabel  nicht  entarten;  denn  das  an  ihre  Stelle  tre- 
tende Parallelenpaar  würde  von  dem  uneigentlichen  Grundpunkt  ge- 
tragen, dieser  müßte  also  ein  mehrfacher  Grundpunkt  sein. 

Wenn  ein  spezielles  Hyperbel-Parabel-Büschel  einen  uneigent- 
lichen Eontakt  hat,  so  wollen  wir  diesen  hyperbolisch  nennen, 
weil  er  auf  einer  eigentlichen  Geraden  liegen  muß  (s.  oben),  welche 
gemeinsame  Asymptote  aller  Hyperbeln  ist. 

Beim  homothetischen  K8- Büschel  trägt  die  uneigentliche  Ge- 
rade g^  eine  identische  Involution  (s.  Art.  162);  sie  gehört  also 
dem  Büschel  als  Seite  an,  und  dieses  besitzt  somit,  je  nachdem  g^ 
die  KSe  des  Büschels  schneidet  oder  berührt,  zwei  (ein-  oder  mehr- 
fache) uneigentliche  oder  nur  einen  (dann  immer  mehrfachen) 
uneigentlichen  Grundpunkt.  Der  letztere  Fall  kann  also  nur  beim 
speziellen  KS-Büschel  eintreten. 

Da  man  zwei  ESe,  die  jeden  ihrer  uneigentlichen  Punkte 
gemein  haben,  homothetische  ESe  nennt,  besteht  das  jetzige  Büschel 
stets  aus  lauter  homothetischen  ESen.  Wenn  es  zwei  uneigentliche 
Grundpunkte  besitzt,  enthält  es  (für  reelles  A)  nur  Hyperbeln  oder 
nur  Ellipsen,  je  nachdem  diese  Grundpunkte  reell  oder  aggregiert 
imaginär  sind.  Wir  haben  dann  das  homothetische  Hyperbel-, 
bezw.  Ellipsen -Bttschel;  die  Asymptotenpaare  aller  ihm  angehörenden 
ESe  sind  einander  parallel.  Besitzt  das  Büschel  aber  nur  einen 
(mehrfachen)  uneigentlichen  Grundpunkt,  so  enthält  es  nur  Parabeln, 
die  alle  denselben  Mittelpunkt  haben,  und  ist  dann  ein  hoittothetisches 
Parabel -Bfischel. 

Das  allgemeine  homothetische  Hyperbel-Büschel  kann  nur 
erster  oder  dritter,  das  allgemeine  homothetische  Ellipsen- 
Büschel  nur  zweiter  oder  dritter  Art  sein,  während  das  homo- 
thetische Parabel-Büschel  immer  zu  den  speziellen  ES-Büscheln 
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gehört.  Da  bei  dem  letzteren  g^  stets  eine  gemeinsame  Tangente  ist, 
wollen  wir  den  uneigentlichen  Kontakt,  den  es  immer  besitzt, 
einen  parabolischen  Eontakt  nennen.  —  Ferner  nennen  wir  einen 
uneigentlichen  Eontakt  hyperbolisch  (wie  schon  oben)  oder 
elliptisch,  je  nachdem  er  auf  einer  allen  ESen  des  Büschels  ge- 
meinsamen eigentlichen  reellen  oder  imaginären  Asymptote 
stattfindet.  Der  parabolische  und  der  hyperbolische  Eontakt  kann 
also  nur  in  einem  reellen,  der  elliptische  nur  in  einem  imaginären 
uneigentlichen  Grundpunkt  auftreten;  das  homothetische  Hyperbel-, 
Ellipsen-,  Parabel-Büschel  kann  somit  (außer  eigentlichen  Eontakten) 
bezw.  nur  hyperbolische,  elliptische,  parabolische  Eontakte  besitzen. 
Da  weder  das  homothetische  Hyperbel-  noch  das  homothetische 
Ellipsen-Büschel  ein  (eigentliches)  Parallelenpaar  enthalten  kann,  also 
nur  für  den  Parameter  k  des  dem  Büschel  jetzt  immer  angehörenden 
eigentlich-uneigentlichen  Geradenpaares  (bezw.  der  Doppelgeraden  g^ 
Cgs  (A)  gleich  Null  ist,  für  jeden  anderen  Parameter  A  aber  stets  dasselbe 
Zeichen  besitzt,  muß  A^  +  B^<^  von  Null  verschieden  sein,  und  wir 
haben  das  homothetische  Hyperbel-  oder  Ellipsen-Büschel, 
je  nachdem  A^  -f  B^^  <  oder  >  0  ist,  während  A^^  -\-  B^  =  0 
ein  homothetisches  Parabel  -  Büschel  liefert  (weil  dann 
-4g8  =  £33  =  0  sein  muß). 

Die  beiden  erstgenannten  Büschelarten  enthalten,  wie   schon  ge- 
sagt, kein  Parallelenpaar,  dagegen,  wenn  sie  allgemein  sind,  immer 

zwei    einander   parallele  Ge- 
^^C  radenpaare  (s.  Fig.  119).    Das 

homothetische  Parabel-Büschel 
kann  außer  dem  g^  enthalten- 
den Geradenpaar  noch  ein  (dop- 
pelt zu  zählendes)  Geradenpaar 
enthalten,  das  dann,  da  es  sich 
in  dem  uneigentlichen  Grund- 
punkt schneiden  muß,  immer 
ein  (reelles,  aggregiert  imagi- 
näres oder  zusammenfallendes) 
Parallelenpaar  ist. 

Da  die  homothetischen  ES- 
Büschel  nach  den  Ergebnissen 
dieses  Artikels  noch  parallel- 
metrische Unterschiede  aufweisen,  sind  die  Eriterien  des  Art.  162 
für  sie  noch  zu  ergänzen,  und  wir  erhalten  für  die  vollständige 
parallelmetrische  Einteilung  der  nicht  entarteten  ES-Bü- 
schel  folgende  analytischen  Eriterien: 
Wenn 


"^n 


Fig.  110. 
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ist,  so  ist  das  KS -Büschel  (1)  fiir 

1.  Z/  +  0: 

a)  z^>0:  ein  (nicht  homothetisches)  Hyperbel-Büschel, 

b)  J<0:  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel, 

2.  ^  =  0: 

a)  nicht    alle    ctai^k"  ^k\i^^   (/,*  =  i, «):    ein    Hyperbel- 
Parabel-Büschel, 

b)  alle    a^^s*  —  ^at^i»*"^    (/,  *  =  i,  2):    ein    homothetisches 
KS-Büschel  nnd  zwar  für 

bj)  A^  +  B^<iO:  Hyperbel-Büschel, 

b,)  ^33  +  JBjg  >  0:  Ellipsen-Büschel, 

^3)  -^8  +  ^88  "^  Ö-  Parabel-Büschel. 

166.  [Blnfktohe  DarsteUungen  nnd  SpeiialfUle  des  Qy- 
perbel-Parabel-  nnd  des  homothetisohen  KS-Bflsohels  als 
Vbnngsanfgaben.] 

1.  Man  zeige,  daß  man  jedes  allgemeine  Hyperbel-Parabel- 
Büschel  und  auch  jedes  spezielle,  das  kein  Parallelenpaar 
und  keine  Doppelgerade  enthält,  durch  die  Gleichung 

(13)  f—  lg  =  V  +  2xJ-X(2x^x^  +  ft^^  V  +  ^^^9^2^)  =  0 

darstellen  kann,  wobei  man  es,  falls  das  Büschel  ein  spezielles  ist, 
immer  noch  so  einrichten  kann,  daß  ^  =  0  das  mehrfach  zu  zählende 
Geradenpaar  ist,  da  dieses  hier  immer  reell  sein  muß.  Man  folgere 
«US  der  charakteristischen  Gleichung,  daß  das  Büschel  ein  allge- 
meines ist  für  &23  +  0  und  zwar  von  der  ersten  oder  dritten  Art, 
je  nachdem  h^^  +  Hb^^^  oder  <0;  ferner,  daß  es  einen  eigent- 
lichen Kontakt  hat  für  b^s^^j  ^^^  einfach  oder  zweifach  ist, 
je  nachdem  ^22  +  0  oder  =*=  0  ist.  Andere  Spezialfälle  sind  hier  nicht 
möglich. 

2.  Man  zeige,  daß  sich  jedes  Hyperbel-Parabel-Büschel,  das 
ein  Parallelenpaar  oder  eine  Doppelgerade  enthält,  durch  die 
Gleichung 

(14)  2x,x,  +  2a,,x,  t  +  t^-k  {x^^  +  h^i?)^0 

darstellen  läßt,  und  daß  es  für  a\^  +  ^33  +  0  einen  einfachen  hyper- 
bolischen Eontakt   hat   (zu   dem   noch  ein  eigentlicher  Kontakt 


Digitized  by 


Google 


396  Zweiter  Abschnitt.     A.  Ebene.    Kapitel  XL  [166. 

kommt,  wenn  \^  =  0  ist),  daß  es  aber  für  «js+^ss^^  einen  zwei- 
fachen oder  dreifachen  hyperbolischen  Kontakt  besitzt,  je  nach- 
dem 6jj  +  0  oder  =  0  (und  folglich  auch  a^g  **»  0)  ist.  Die  Hyperbehi 
dieses  Büschels  haben  also  auf  einer  gemeinsamen  Asymptote  eine 
ein-,  zwei-  oder  dreifache  Berührung.  (Man  bestimme  auch  den  ge- 
meinsamen eigentlichen  Berührungspunkt  und  seine  Tangente  im  Falle 
^28  "4°  ^;  ^S8  =  ^•)  Damit  sind  alle  Spezialfälle,  die  beim  Hyperbel 
Parabel-Büschel  auftreten  können,  erschöpft. 

3.  Durch  die  Gleichung 

(15)  X,'  +  6X,'-fi-l{2b,^x,t+  2b^x,t  +  b,,fi)  =  0 

läßt  sich  für  6  =  1,  bezw.  =«  —  1  jedes  homothetische  Ellipsen-^ 
bezw.  Hyperbel-Büschel  darstellen  und  zwar  ein  allgemeines,, 
wenn  f  t J3  +  6 J3  +  0  und  D  =  4  (6J3  +  £  ft^,)  -  6J3  +  0  ist.  Dasselbe 
ist  zweiter  oder  dritter,  bezw.  erster  oder  dritter  Art,  je  nach- 
dem D  <  oder  >  0.  Ist  D  =  0,  so  besitzt  das  Büschel  einen  ein- 
fachen eigentlichen  Kontakt.  Ist  £l\^  +  hl^=^0  und  613  + 0?  ^^* 
nur  beim  Hyperbel-Büschel  eintreten  kann,  so  hat  dieses  auf  einer 
gemeinsamen  Asymptote  einen  einfachen  oder  einen  zweifachen 
hyperbolischen  Eontakt,  je  nachdem  633  +  0  oder  =  0  ist.  Ist 
^13  =^  ^28  =*  0,  so  kann  633  nicht  Null  sein,  und  das  Hyperbel-,  bezw. 
Ellipsen -Büschel  hat  zwei  einfache  hyperbolische,  bezw.  ellip- 
tische Eontakte.  Alle  seine  ESe  besitzen  dann  dasselbe  Asymptoten- 
paar, sie  sind  also  konzentrisch.  Umgekehrt  muß  ein  solches  kon- 
zentrisches Büschel  immer  zwei  einfache  Eontakte  haben,  es  hat  also 
nie  einen  zweifachen  Eontakt. 

4.  Jedes  homothetische  Parabel-Büschel  kann  durch  die 
Gleichung 

(16)  X,«  +  2x,t^l(2b,,x,t  +  2b,^x,t  +  b^fi)  =  0 

dargestellt  werden.  Für  6^3  +  0  hat  das  Büschel  einen  einfachen 
parabolischen  Eontakt,  außerdem  noch  einen  eigentlichen  Eon- 
takt, falls  &2S  ^s3  +  ^18  ^  ^  ^^^-  ^^  enthält  dann  und  nur  dann  ein 
doppelt  zu  zählendes  (eigentliches)  Parallelenpaar,  bezw.  eine  eigent- 
liche Doppelgerade.  Für  b^s  "^  ^  ^^^  ^^  einen  zweifachen  oder 
einen  dreifachen  parabolischen  Eontakt,  je  nachdem  6^3  4°  0  oder 
=  0  ist.  Das  (immer  konzentrische)  Parabelbüschel  kann  also 
einen  zweifachen  Eontakt  besitzen. 

5.  Jedes  konzentrische  ES-Büschel  mit  eigentlichem 
Zentrum  außer  dem  homothetischen  Ellipsenbüschel  kann 
man  durch  die  Gleichung 

(17)  a^i Xj^  +  2o^2 Xi  x^  +  Oj, x^*  —  X  {2xi x^  +  fi)  ^0 
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darstellen.  Es  ist  für  a^^a^^^O  ein  Hyperbel-Büschel,  für  aiia„>0 
ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel,  für  a^  oder  0,2=0  ein  Hy- 
perbel-Parabel-Büschel,  für  a^  «  Oj,  =•  0  ein  homothetisches 
Hyperbel-Büschel.  Man  zeige,  daB  das  erste  keinen  Kontakt  haben 
kann  und  immer  dritter  Art  ist;  das  zweite  nur  zwei  einfache 
reelle  oder  imaginäre  Kontakte  haben  kann,  das  dritte  einen 
einfachen  oder  einen  dreifachen,  das  vierte  endlich  zwei  ein- 
fache reelle  Kontakte  haben  muß,  und  gebe  die  Bedingungen  dafür 
in  allen  Fällen  an. 

Hiemach  und  nach  Übungsaufgabe  3.  können  also  bei  einem 
konzentrischen  Büschel  von  Zentral-KSen  alle  Arten  yon 
Kontakt  außer  dem  zweifachen  auftreten;  d.  h.:  Zwei  konzen- 
trische Zentral-KSe  können  niemals  einen  dreifachen  und 
einen  einfachen  Schnittpunkt  haben. ^)  Bei  zwei  konzen- 
trischen Parabeln  ist  dies  di^egen  möglich  (s.  Übungsaufgabe  4). 

167.  [Oeometrisohe  Kriterien  fAr  die  parallelmetrlsohe 
Besohaffenheit  eines  K8- Büschels.]  Wir  wollen  nun  die  parallel- 
metrische Beschaffenheit  eines  KS-Büschels  aus  der  geometrisch 
gegebenen  Lage  der  Grundpunkte  zu  erkennen  suchen  (wobei  wir, 
wenn  das  KS- Büschel  ein  spezielles  ist,  noch  die  gemeinsamen 
Tangenten  oder  einen  KS  desselben  als  gegeben  voraussetzen  müssen 
(s.  Art.  140,  Übungsaufgabe)). 

Aus  dem  vorigen  Artikel  folgt  direkt: 

Das  KS-Büschel  mit  zwei  uneigentlichen  (ein-  oder  mehr- 
fachen) Orundpunkten  ist  ein  homothetisches  Hyperbel-  oder 
Ellipsen-Büschel,  je  nachdem  diese  Grrundpunkte  reell  oder 
imaginär  sind. 

Das  KS-Büschel  mit  nur  einem  uneigentlichen  (ein-  oder 
mehrfachen)  Grundpunkt  ist  ein  (immer  homothetisches)  Parabel- 
oder ein  Hyperbel-Parabel-Büschel,  je  nachdem  die  uneigent- 
liche Gerade  gemeinsame  Tangente  des  Büschels  ist  oder 
nicht. 

Wir  haben  also  nur  noch  das  KS-Büschel  mit  lauter  eigent- 
lichen Grundpunkten  zu  betrachten.  Dieses  ist  nach  Art.  162  ein  Hy- 
perbel- oder  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel,  je  nachdem  es  auf  g^  eine 
elliptische  oder  eine  hyperbolische  Involution  erzeugt.  Da  die  Gegen- 
seitenpaare des  ein  allgemeines  Büschel  tragenden  Vierecks  Punkte- 
paare dieser  Involution  ausschneiden,  erhalten  wir  für  das  Büschel 
erster  Art  aus  Art.  90  (Übungsaufgabe),  für  dasjenige  zweiter  und 

1)  Vgl.  0.  Staade,  Bemerkung  über  das  KS-Büschel,  Arch.  d.  Math,  u 
Phys.  Ul,  Bd.  8  (1904)  S.  61. 
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dritter  Art  aus  Art.  74,  wenn  wir  die  zum  ersten  und  zweiten  Satz 
auf  S.  169  dualistischen  Sätze  benutzen,  folgende  geometrischen 
Kriterien: 

Das  KS-Büschel  erster  Art  mit  nur  eigentlichen  Grund- 
punkten ist  ein  Hyperbel-  oder  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel,  je  nachdem  die  Grundpunkte  trigonale  oder  tetra- 
gonale  Lage  haben. 

Das  KS-Büschel  zweiter  Art  mit  nur  eigentlichen  Grund- 
punkten ist  immer  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel.  (Dies 
folgt  auch  aus  Art.  163.) 

Das  KS-Büschel  dritter  Art  mit  nur  eigentlichen  Grund- 
punkten ist  ein  Hyperbel-  oder  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel,  je  nachdem  der  Träger  der  imaginären  Grund- 
punkte zwischen  den  reellen  Grundpunkten  liegt  oder  nicht- 
Ais  Übungsaufgaben  mögen  die  sehr  einfachen  Beweise  der 
geometrischen  Kriterien  für  die  parallelmetrische  Be- 
schaffenheit der  speziellen  KS-Büschel  mit  nur  eigentlichen 
Grundpunkten  erbracht  werden: 

1.  Jedes  KS-Büschel  mit  zwei  doppelten  oder  einem  vier- 
fachen eigentlichen  Grundpunkt  ist  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel  (weil  es  eine  eigentliche  Doppelgerade  enthält). 

2.  Das  KS-Büschel  mit  einem  doppelten  und  zwei  ein- 
fachen eigentlichen  Grundpunkten  ist,  wenn  die  einfachen 
Grundpunkte 

a)  imaginär  sind,  immer  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel, 

ß)  reell  sind,  ein  Hyperbel-  oder  ein  Ellipsen-Hy- 
perbel-Büschel, je  nachdem  die  gemeinsame  Tan- 
gente in  dem  doppelten  Grundpunkt  zwischen  den 
beiden  einfachen  Grundpunkten  liegt  oder  nicht 
(s.  Fig.  99  a). 

3.  Zur  Bestimmung  der  Art  eines  KS -Bücheis  mit  einem  drei- 
fachen und  einem  einfachen  Grundpunkt  muß  außer  den  Grundpunkten 
ein  KS  des  Büschels  gegeben  sein.    Wir  erhalten  dann  das  Kriterium : 

Das  KS-Büschel  mit  einem  dreifachen  und  einem  ein- 
fachen eigentlichen  Grundpunkt  ist,  wenn  der  noch  zu  seiner 
Bestimmung  gegebene  KS 

a)  eine  Ellipse  ist,  immer  ein  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel, 
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j8)  eine    Hyperbel    ist,    ein   Ellipsen-Hyperbel-    oder 

ein    Hyperbel-Büschel,    je    nachdem    die    beiden 

Grundpankte  auf  demselbenoder  auf  verschiedenen 

Zweigen  der  gegebenen  Hyperbel  liegen. 

(Man    beweise  j8)    einmal    durch   eine  einfache  geometrische 

Überlegung,  dann  aber  auch  analytisch,  indem  man  das  Büschel  in 

der  immer  möglichen  Form 

(18)  f—  Xg^a^^x^+  <h%^^'-'  "^o^x^t  —  2kx^x^^  0 
darstellt,  bei  der  der  einfache  Grundpunkt  die  Koordinaten  0,  2,  1 
hat.  Der  Punkt  E^  (0,  1,  1)  ist  dann  nach  Art.  127  Gl.  (50a)  ein 
innerer  oder  äußerer  runkt  für  den  KS  /*=  0,  und  zugleich  ist  nach 
Art.  162  das  Büschel  ein  Ellipsen-Hyperbel-  oder  ein  Hyperbel-Büschel, 
je  nachdem  «11022  >  ^^®^  <  ^  ^^*>  usw.) 

4.  Das  KS-Büschel  erster  Art  mit  nur  eigentlichen  Grundpunkten 
läßt  sich  immer,  dasjenige  dritter  Art,  wenn  sein  einziges  reelles 
Geradenpaar  kein  Parallelenpaar  ist,  durch  die  Gleichung 

(19)  aiiV  +  •  •  •  +  «««<*-  2Xx,x^^Q 

darstellen.  Man  beweise  aus  ihr  nochmals  die  oben  für  diese  Büschel 
gegebenen  geometrischen  Kriterien  (wobei  beim  Büschel  erster  Art 
Gl'  (47)  in  Art.  90  zu  benutzen  ist)  und  überlege  sich  dann,  daß  das 
Kriterium  für  das  Büschel  dritter  Art  auch  in  dem  Falle  gilt,  in  dem 
es  nicht  durch  (19)  darstellbar  ist,  also  ein  reelles  Parallelenpaar 
enthält. 

5.  Aus  dem  Kriterium  für  das  Büschel  erster  Art  folgt  noch: 
Fünf  eigentliche  reelle  Punkte,  von  denen  je  vier  ein 

Viereck  bilden,  bestimmen  immer  eine  Hyperbel,  wenn  min- 
destens eines  dieser  Vierecke  ein  trigonales  ist.  Andern- 
falls bestimmen  sie  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  oder  eine 
Parabel,  je  nachdem  die  reellen  Doppelpunktpaare  der  bei- 
den Involutionen,  welche  durch  zwei  beliebige  dieser  Vier- 
ecke auf  der  uneigentlichen  Geraden  bestimmt  werden,  ein- 
ander trennen,  nicht  trennen  oder  berühren  (s.  Art.  37,  S.  85). 

168.  [MittelpimktB-Kegelsolmitt  eines  KS-Büechels.]  Der 

Pol-KS  der  uneigentlichen  Geraden  g^  in  bezug  auf  ein  KS- 
Büschel  ist  der  Ort  aller  Mittelpunkte  seiner  KSe  und  heißt  deshalb 
derMittelpunkts-KS  des  Büschels.  Nach  Art.  145  Gl.  (36)  lautet 
seine  Gleichung 


(20) 


{aMx,'+{a,h,)x,'+{a,l,y 


+  [(«1^)  +  (a2^i)]^i^2  +  [(^*8)  +  {<h\)\^i^  +  [(«2^)  +  (a3M^2<  =  0 
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oder    (in    Übereinstimmung    mit    Gl.  (36a)    a.  a.  0.,    da    (a^fc*),  = 
^ii  hi  ~~  ^ii^ki  =  (^1^*)  ^^^)}  kürzer  geschrieben 

(21)  2(flih)^i^k^^  (/.*=i.t,s;  a^=0 

Der  Mittelpunkts -ES  geht  nach  Art.  145  durch  alle  singularen 
Punkte  (also  auch  durch  die  ev.  vorhandenen  mehrfachen  Grund- 
punkte) des  Büschels^  femer  durch  die  Mittelpunkte  aller  (i.  a.  sechs) 
Punktepaare y  die  sich  aus  den  Grundpunkten  bilden  lassen^  endlich 
durch  die  Doppelpunkte  der  auf  g^  von  dem  Büschel  erzeugten  In- 
volution. Als  Pol-KS  einer  reellen  Geraden  ist  er  nach  Art.  146 
immer  reell  außer  beim  (nicht  homothetischen)  Hyperbel-Büschel 
dritter  Art  mit  zwei  uneigentlichen  imaginären  singularen 
Punkten^  also  mit  zwei  zueinander  aggregiert  imaginären  Parallelen- 
paaren (s.  Art.  163);  bei  dem  er  in  ein  aggregiert  imaginäres 
Geradenpaar  mit  eigentlichem  Träger  entartet.  Nach  demselben 
Artikel  entartet  er  aber  auch  bei  jedem  anderen  Büschel  dann  und  nur 
dann,  wenn  g„  mit  einem  singularen  Punkt  desselben  inzidiert^  dieses 
also  ein  (eigentliches  oder  uneigentliches)  Parallelenpaar  oder  eine 
Doppelgerade  enthält.  Hiemach  schließen  wir  aus  Art.  163  bis  166: 

Der  Mittelpunkts-KS  entartet  niemals  bei  einem  (nicht 
homothetischen)  Hyperbel-Büschel,  wenn  es  eräter  Art  oder 
ein  spezielles  ist,  niemals  beim  allgemeinen  Hyperbel-Pa- 
rabel-Büschel; er  entartet  immer  beim  homothetischen  KS- 
Büschel;  er  kann  entarten  beim  (nicht  homothetischen)  Hyperbel- 
Büschel  dritter  Art,  beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  und 
beim  speziellen  Hyperbel-Parabel-Büschel. 

Nach  Art.  146  enthält  der  Mittelpunkts-KS  die  Gerade  g^  dann 
und  nur  dann,  wenn  g^  Seite  des  KS -Büschels,  dieses  also  ein  ho- 
mothetisches  ist.  Ist  dagegen  g^  nicht  Seite  des  Büschels,  so  folgt 
aus  Art.  145  (oder  direkt  aus  Gl.  (20)  und  Art.  162),  daß  er  auf  g^ 
dieselbe  Involution  wie  das  Büschel  hervorruft,  daß  also  seine 
parallelmetrische  Beschaffenheit  aus  der  Involution,  die  g^  in  bezug 
auf  das  Büschel  trägt,  abgelesen  werden  kann.  Wenn  wir  noch  be- 
rücksichtigen, daß  wegen  der  Involution  auf  g^  eine  entartete  Hy- 
perbel hier  nur  ein  reelles  nicht  paralleles  Geradenpaar,  eine 
entartete  Parabel  aber,  die  g^  nicht  enthält,  nur  ein  eigentliches 
Parallelenpaar  oder  eine  eigentliche  Doppelgerade  sein  kann,  so 
ergibt  sich  aus  dieser  Betrachtung: 

Der  Mittelpunkts-KS  ist  bei  einem 

(nicht  homothetischen)  Hyperbel-Büschel:  eine  reelle 
Ellipse  oder  ein  aggregiert  imaginäres  nicht  pa- 
ralleles Geradenpaar, 
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Ellipsen-Hyperbel-Büschel:  eine  Hyperbel  oder  ein 
reelles  nicht  paralleles  Geradenpaar^ 

Hyperbel-Parabel-Büschel:  eine  Parabel  oder  ein 
reelles  (eigentliches)  Parallelenpaar  oder  eine  eigent- 
liche Doppelgerade, 

homothetischen  ES-Büschel:  ein  eigantlich-uneigent- 
liches  Geradenpaar  oder  die  uneigentliche  Doppel- 
gerade oder  völlig  unbestimmt. 

Wir  können  also  auch  rückwärts  aus  der  parallelmetrischen  Be- 
schaffenheit des  Mittelpunkts-ESes  auf  diejenige  des  Büschels  selbst 
schließen. 

Aus  der  Tatsache,  daß  ein  Büschel  mit  nur  eigentlichen 
Grundpunkten  dieselbe  Involution  auf  g^  hervorruft,  wie  sein 
Mittelpunkts -KS,  daß  also  das  uneigentliche  Punktepaar  des 
letzteren  durch  dasjenige  jedes  Büschel -KS  es  harmonisch  getrennt 
wird,  ergeben  sich  direkt  die  beiden  Sätze: 

Bei  jedem  (nicht  homothetischen)  Hyperbel-Büschel  und 
bei  jedem  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  ist 

1.  jedes  Paar  konjugierter  Durchmesser  des  Mittel- 
punkts-KSes  dem  Asymptotenpaar  eines  Büschel-KSes  und 
auch  das  Asymptotenpaar  jedes  Büschel-KSes  einem  kon- 
jugierten Durchmesser-Paar  des  Mittelpunkts-KSes  parallel, 

2.  in  jedem  Büschel-KS  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer   vorhanden,    das    dem    Asymptotenpaar    des   Mittel 
punkts-KSes  parallel  ist. 

Diese  beiden  Sätze  gelten  ausnahmslos,  wenn  wir  auch  bei 
einem  (ev.  zusammenfallenden)  Geradenpaar  seine  beiden  Geraden  als 
Asymptoten  und  zwei  durch  diese  harmonisch  getrennte  Gerade  als 
konjugierte  Durchmesser  bezeichnen,  —  wenn  wir  femer  bemerken, 
daß  bei  einer  nicht  entarteten  Parabel  g^  sich  selbst  konjugiert 
ist,  also  als  konjugiertes  Durchmesser-  oder  Asymptotenpaar  be- 
trachtet werden  muß,  —  wenn  wir  endlich  beachten,  daß  (s.  Art.  153 
und  33)  eine  Ellipse  niemals,  eine  Hyperbel  inuner  auch  aggregiert 
imaginäre  konjugierte  Durchmesser  besitzt.  (Selbst  für  das  Hy- 
perbel-Parabel-Büschel gelten  die  Sätze  noch,  sie  sagen  aber  dann 
außer  der  schon  bekannten  Tatsache,  daß  alle  Hyperbeln  desselben 
eine  Asymptotenrichtung  gemein  haben,  nur  Selbstverständliches  aus.) 

Die  Mittelpunkte  der  beiden  (beim  Hyperbel-Büschel  imaginären, 
beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  reellen)  Parabeln  sind  die  uneigent- 
lichen Punkte  des  Mittelpunkts-KSes,  d.  h.: 

Heffter  n.  Koehler,  analTtisch«  Geometrie,  L  26 
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Die  Durchmesser  der  Parabeln  eines  Hyperbel-  oder 
Ellipsen-Hyperbel-Büschels  sind  den  Asymptoten  seines 
Mittelpunkts-KSes  parallel  —  Ebenso  ergibt  sich: 

Die  Durchmesser  der  Parabel  eines  Hyperbel-Parabel- 
Büschels  fallen  mit  den  Durchmessern  seiner  Mittelpunkts- 
Parabel  zusammen. 

Wenn  der  Mittelpunkts -ES  irgend  eines  ES-Bäschels  entarten 
soll,  muß,  wie  wir  gesehen  haben,  g^  mit  einem  singulären  Punkt 
inzidieren,  dessen  Polare  also  ein  allen  seinen  KSen  gemeinsamer 
Durchmesser  sein.     D.  h.: 

EinKS-Buschel  mit  entartetem  Mittelpunkts-ES  enthält 
immer  ein  Parallelenpaar,  und  die  Mittelpunkte  aller  nicht 
entarteten  Büschel-ESe  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  eingehendere  Untersuchung  des  entarteten  Mittelpunkts- 
ESes,  die  einmal  mit  Hilfe  einfacher  geometrischer  Überlegungen, 
dann  aber  auch  analytisch  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (8),  (10), 
(11),  (14),  (15),  (16)  geführt  werden  möge,  sei  dem  Leser  in  den 
folgenden  Übungsaufgaben  überlassen. 

169.     [Übnngsaiifgaben    über     den    Mittelpunkts -KS.] 

1.  Beim  (nicht  homothetischen)  Hyperbel-Büschel  entartet  der 
Mittelpunkts-ES  in  ein  aggregiert  imaginäres  Geradenpaar, 
wenn  das  Büschel  zwei  aggregiert  imaginäre  uneigentliche  singulare 
Punkte  besitzt.  Die  beiden  Geraden  des  Mittelpunkts-ES  es  sind  die 
Mittel(punkts)linien  der  zwei  imaginären  Parallelenpaare  des  Büschels 
und  zugleich  zwei  imaginäre  konjugierte  Durchmesser  aller 
Büschel-ESe;  ihr  Schniti^unkt  ist  also  Mittelpunkt  aller  ESe,  und 
wir  dürfen  das  Büschel  als  konzentrisches  Hyperbel-Büschel 
bezeichnen. 

2.  Beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit  einem  (ev.  zusam- 
menfallenden) Parallelenpaar  entartet  der  Mittelpunkts-ES  in  die 
Mittellinie  dieses  Paares  und  in  den  gemeinsamen  Durchmesser,  auf 
dem  die  Mittelpunkte  aller  übrigen  ESe  des  Büschels  liegen.  Letzterer 
verbindet  beim  allgemeinen  Büschel  die  beiden  eigentlichen  sin- 
gulären Punkte. 

3.  Beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit  zwei  Parallelen- 
paaren, von  denen  eines  auch  weiter  entarten  kann,  besteht  der 
Mittelpunkts-ES  aus  den  beiden  Mittellinien  dieser  Paare.  Ihr  Schnitt- 
punkt ist  Mittelpunkt  aller  ESe  des  Büschels;  wir  haben  das  kon- 
zentrische Ellipsen-Hyperbel-Büschel,  dessen  Mittelpunkts-ES 
aus  zwei  reellen  konjugierten  Durchmessern  aller  Büschel-ESe 
besteht. 
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4.  Beim  Hyperbel-Parabel-Büschel  entartet  der  Mittel- 
punk ts-KS  in  ein  Parallelenpaar,  sobald  das  Büschel  selbst  ein  Pa- 
rallelenpaar enthält,  also  einen  hyperbolischen  Eontakt  besitzt 
(s.  Art.  165).  Er  besteht  dann  aus  der  gemeinsamen  Asymptote 
aller  Hyperbeln  des  Büschels  und  aus  der  Mittellinie  des  im  Büschel 
enthaltenen  Parallelenpaares.  Wenn  diese  beiden  Geraden  zusammen- 
fallen, der  Mittelpunkts-ES  also  in  eine  Doppelgerade  entartet, 
erhalten  wir  das  konzentrische  Hyperbel-Parabel-Büschel.  — 
Ein  Hyperbel-Parabel-Büschel  mit  einfachem  hyperbolischem 
Eontakt  kann  konzentrisch  sein;  eines  mit  dreifachem  hyperbo- 
lischem Eontakt  ist  immer,  eines  mit  zweifachem  hyperbolischem 
Eontakt  niemals  konzentrisch.    (Vgl.  auch  Art.  166  tJbungsaufg.  5.) 

5.  Beim  homothetischen  Hyperbel-  oder  Ellipsen-Büschel 
entartet  der  Mittelpunkts-ES  immer  mindestens  in  ein  eigentlich- 
uneigentliches  Geradenpaar.  Die  eine  Gerade  desselben  tragt  die 
Mittelpunkte  aller  Hyperbeln,  bezw.  Ellipsen  des  Büschels,  sie  kann 
also  niemals  mit  g^  zusammenfallen,  d.  h.  der  Mittelpunkts-ES  kann 
hier  nie  in  eine  Doppelgerade  entarten.  Wenn  aber  g^  dem  Büschel 
als  Doppelgerade  angehört,  dieses  also  zwei  einfache  hyperbolische, 
bezw.  elliptische  Eontakte  besitzt,  wird  der  Mittelpunkts-ES  nach 
Art.  146  völlig  unbestimmt.  Da  aber  dann  alle  Büschel- ES e  außer 
g^  ihren  Mittelpunkt  in  dem  eigentlichen  singulären  Punkt  haben, 
dürfen  wir  es  doch  als  konzentrisch  bezeichnen,  wie  wir  dies  in 
Art.  166,  Übungsaufgabe  3  schon  getan  haben. 

6.  Beim  homothetischen  Parabel-Büschel  entartet  der  Mittel- 
punkts-ES, je  nachdem  es  einen  einfachen  —  zweifachen  —  drei- 
fachen parabolischen  Eontakt  hat,  in  g^  und  in  die  Mittellinie  des  im 
Büschel  enthaltenen  Parallelenpaares  —  in  g^  als  Doppelgerade  — 
in  alle  Punkte  der  Ebene. 

7.  Jedes  ES-Büschel  mit  einem  reellen  eigentlichen  Eontakt 
läßt  sich  durch  die  Gleichung 

x^^+  2a^^XiX2+  «22^2*+  2a^^x^t  —  X(x^^+  2b^2XiX^  +  2b2^xt)  -^  0 

darstellen.  Sein  Mittelpunkts-ES  geht,  wie  wir  wissen,  durch  jeden 
Eontaktpunkt  des  Büschels.  Man  zeige  nun,  daß  er  in  einem  eigent- 
lichen Eontakt  des  Büschels  die  ESe  desselben  dann  und  nur  dann 
berührt,  wenn  dieser  Eontakt  ein  mehrfacher  ist.  —  In  einem  un- 
eigentlichen Eontakt  des  Büschels  berührt  dagegen  sein  Mittel- 
punkts-ES,  wenn  er  nicht  unbestimmt  wird,  immer  alle  ESe  des- 
selben.    (VgL  die  Yorhergehenden  Aufgaben.) 

8.  Zwei  konzentrische  Hyperbeln  bestimmen  ein  (nicht  homo- 
thetisches)  Hyperbel-Büschel,  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel,  ein  Hy- 

86  ♦ 
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perbel-Parabel-Büschel  oder  ein  homothetisches  Hyperbel-Büschel,  je 
nachdem  ihre  Asymptotenpaare  einander  trennen,  nicht  trennen,  be- 
rühren oder  zusammenfallen. 

9.  Man  beweise  hier  nochmals  den  Satz  (s.  Art.  157  Übungsauf- 
gabe 3):  „Die  Seitenpaare  jedes  einem  Zentral-KS  eingeschrie- 
benen Parallelogramms  sind  stets  zu  zwei  konjugierten 
Durchmessern  desselben  parallel^^  und  zeige,  daß  er  auch  noch 
gilt,  wenn  das  Parallelogramm  gebildet  wird  1)  aus  einem  reellen  und 
einem  aggregiert  imaginären  Parallelenpaar,  2)  aus  zwei  Parallelen- 
paaren, deren  jedes  aus  zwei  aggregiert  imaginären  Geraden  besteht^ 
3)  aus  zwei  zueinander  aggregiert  imaginären  Parallelenpaaren. 
(Nur  im  dritten  Fall  sind  die  beiden  konjugierten  Durohmesser  imaginär!) 

10.  Wenn  man  in  dem  projektiven  Satz  am  Schlüsse  des 
Art.  145  die  Gerade  u  mit  g^  identifiziert,  erhält  man  unmittelbar  den 
affinen  Satz: 

Bei  einem  nicht  homothetischen  ES-Büschel  erster  Art 
berührt  der  Mittelpunkts-ES  die  sechzehn  zu  ihm  homothe- 
tischen ESe,  die  zu  je  vieren  einem  der  vier  von  den  Grund- 
punkten des  Büschels  gebildeten  Dreiecke  eingeschrieben 
sind.  (Diese  ESe  sind  also,  soweit  sie  reell  sind,  beim  Hyperbel- 
Büschel  EUipsen,  beim  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  Hyperbeln,  beim 
Hyperbel-Parabel-Büschel  Parabeln.) 

B.  Die  EegelBohnittsohar. 

170.  [Affine  Eintelliing  der  nicht  entarteten  BZCkSoliaren.] 

Um  die  projektive  Einteilung  der  ES -Scharen  parallelmetrisch  zu  er- 
gänzen, haben  wir  nur  festzustellen,  wie  sich  die  imeigentliche  Ge- 
rade g^  in  bezug  auf  eine  ES -Schar  verhalten  kann.  Zunächst  werden 
wir  also  unterscheiden  müssen,  ob  g^  Grundstrahl  der  Schar  ist 
oder  nicht. 

1.  Ist  g^  kein  Grundstrahl  der  Schar,  so  müssen  wir  weiter 
unterscheiden: 

a)  g^  gehört  keinem  Punktepaar  der  Schar  als  Strahl 
an.  Da  g^  dann  einen  und  nur  einen  ihrer  nicht  ent- 
arteten ESe  berührt,  haben  wir  in  diesem  Falle  die 
Schar  mit  einer  Parabel. 

b)  g^  gehört  einem  Punktepaar  der  Schar  als  Strahl  an. 
Wir  erhalten  dann  die  Schar  ohne  Parabel  und  zwar, 
wenn 

bj  g^  ein  nicht  singulärer  Strahl  des  Paares  ist,  die 
Schar  ohne  Parabel  mit  einem  eigentlich-un- 
eigentlichen Punktepaar, 
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bj)  g^  ein  singulärer  Strahl  des  Paares  ist,  die  Schar 
ohne  Parabel  mit  einem  uneigentlichen  Punkte- 
paar oder  Doppelpunkt 

2.  Ist  g^  ein  Grundstrahl  der  Schar,  also  jeder  ihrer  nicht 
entaiieten  KSe  eine  Parabel,  so  erhalten  wir  endlich  die  Parabel- 
Schar. 

Ist  nun 

(22)  q.{u^,  Wj,  s)  -  AVK,  w,,  s) 

-  ^{ßn<+  2/Si2WiMä  +  AiV+  2As«*iS+  2/J,3M,s+  ftjS^^^O 

die  Gleichung  der  ES-Schar  in  allgemeinen  Hesseschen  Koordi- 
naten, so  tritt  der  zweite  Hauptfall  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
Gleichung  (22)  für  jedes  k  durch  die  Koordinaten  0,  0,  1  von  g^  be- 
friedigt ist^  d.  h.  wenn  gleichzeitig 

(23)  «83=^0    und     ß^^O 

ist,  während  im  ersten  Hauptfall  sich  der  Parameter  der  einzigen 
vorhandenen  Parabel,  bezw.  des  an  ihre  Stelle  tretenden  Punktepaares 
der  Schar  aus  der  Gleichung 

(24)  y„(A)  =  a„-A/}„=0 
ergibt.     Da  die  Gleichung 

(25)  r(A)  =  |a,,-AÄ,|  =  |y,,(A)|  =  0  (,-.*=,.».,) 

die  Parameter  der  Punktepaare  der  Schar  liefert,  tritt  der  Fall  la) 
oder  Ib)  ein,  je  nachdem  die  Gleichungen  (24)  und  (25)  keine  oder 
eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen,  d.  h.  je  nachdem 

(26)  l«i*ft8-ft*«83!+0    oder    =0 
ist. 

Um  endlich  noch  die  Fälle  b^)  und  b^)  voneinander  zu  trennen, 
bemerken  wir,  daß  das  an  Stelle  der  Parabel  tretende  Punktepaar 
(A  »  ^33 :  ^33)  nach  Art.  150  eigentlich-uneigentlich  oder  uneigentlich 
ist,  je  nachdem  die  Gleichung 

(27)  r,i(A)  +  r„(A)-o 

mit  (24)  keine  oder  eine  gemeinsame  Wurzel  besitzt,  d.  h.  (wie  eine 
einfache  Rechnung  ergibt)  je  nachdem 

(28)  («.A)i'+(«aft),*+0     oder    -0 

ist. 

Für  die  durch  (22)  dargestellte  nicht  entartete  KS-Schar  er- 
gibt sich  somit  die  parallelmetrische  Einteilung,   die  mit  der 
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projektiven   des  Art.  139   zusammen    die   affine   Einteilung    liefert, 
durch  folgende  Kriterien: 

Die  KS- Schar  (22)  ist  für 

1.  «33  (oder  ß^^)  +  0:  eine  Schar  mit  nur  eigentlichen  Grund- 

strahlen und  zwar  für 

*)  l«,*As"~  At^ss  I +0  (/,t=i,2,8):   eine  Schar  mit  einer  Pa- 
rabel, 

^)  l^t*  As"~Äit^M  1"^^  (/•,*=!, 2, 8):   eine  Schar  ohne  Parabel 

mit  für 

\)  (^sft)i^+ (*^8A)2*+ 0  eigentlich-uneigentlichem 

Punktepaar, 

\)  (^3/^8)1*+ (^8  ft)2*==*  0  uneigentlichem       Punkte- 
paar   (oder  Doppelpunkt), 

2.  «33  = /Jjj  =  0:    eine    Schar    mit    einem    uneigentlichen 

Grundstrahl,  d.h.  eine  Parabel-Schar. 

Da  die  Gerade  g^  immer  einer  und  i.  a.  (d.  h.  wenn  sie  nicht 
singulär  ist)  nur  einer  Geraden  g  in  bezug  auf  die  Schar  konjugiert 
(s.  Art.  140)  und  jeder  Punkt  von  g  Pol  von  g^,  d.  h.  Mittelpunkt 
für  einen  ES  der  Schar  ist,  liegen  die  Mittelpunkte  der  ESe 
jeder  Schar  auf  einer  Geraden,  die  ESe  jeder  Schar  haben 
also  einen  und  i.  a.  nur  einen  gemeinsamen  Durchmesser. 
Seine  Gleichung  werden  wir  später  aufstellen  und  diskutieren. 

Mehr  als  einen,  nämlich  lauter  gemeinsame  Durchmesser  besitzt 
die  Schar  dann  und  nur  dann,  d.h.  wir  haben  eine  konzentrische 
ES-Schar,  wenn  g^  ein  singulärer  Strahl  der  Schar  ist. 

Hiemach  können  wir  die  den  Fällen  la)  und  Ibj)  entsprechen- 
den Scharen  auch  als  nicht-konzentrische,  die  dem  Fall  Ibj,)  ent- 
sprechenden als  konzentrische  ES-Scharen  mit  nur  eigent- 
lichen Grundstrahlen  bezeichnen.  —  Die  Parabel-Schar  ist  i.  a. 
nicht  konzentrisch;  nur  in  dem  speziellen  Falle,  wenn  sie  auf  g^ 
einen  Eontakt  besitzt,  ist  sie  eine  konzentrische  Parabel -Schar. 

171.  [Die  allgemeine  KS-Ekhar  mit  nnr  eigentlichen 
Ornndstrahlen.]  Die  allgemeine,  d.h.  von  vier  voneinander 
verschiedenen  Grundstrahlen  getragene  ES-Schar  enthält,  wenn 
jene  sämtlich  eigentlich  sind,  immer  zwei  eigentliche  Punktepaare, 
während  das  dritte  eigentlich,  eigentlich-uneigentlich  oder  uneigentlich 
ist,  je  nachdem  sie  kein,  ein  oder  zwei  Paar  paralleler  Grundstrahlen 
besitzt.  Die  allgemeine  ES-Schar  dieser  Art  ist  somit  nach  dem 
vorigen  Artikel  im  Falle 
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la)    eine  ES-Schar  ohne  parallele  Grundstrahlen; 

IbJ  eine  KS-Sehar  mit  einem  Paar  paralleler  Grnnd- 
strahlen^ 

Ib,)  eineKS-Schar  mit  zwei  Paaren  paralleler  Grund- 
strahlen. 

Da  die  Kurve  (A)  der  Schar  (22)  nach  Art.  150  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  ist,  je  nachdem 

(29)  ®3(A)  =  r(A)y„(X)>     oder    <0, 

haben  wir,  um  die  Zusammensetzung  der  Schar  zu  studieren,  nur  zu 
untersuchen,  wie  oft  die  Ftmktion  ®j(A)  ihr  Zeichen  wechselt,  wenn 
X  alle  reellen  Zahlen  durchläuft. 

Nun  lehrt  die  Algebra,  daß  die  Funktion  ®8(>l)  ihr  Zeichen  dann 
und  nur  dann  ändert,  wenn  k  eine  einfache  reelle  oder  eine  drei- 
fache (dann  immer  reeUe)  Wurzel  der  Gleichung  vierten  Grades 

(30)  ®,(A)  =  r(A)y„(i)-0 

passiert.    Diese  Gleichung  besitzt  als  Wurzeln  die  Parameter  ^1,^2,  A3 

der  Punktepaare  der  Schar  und  außerdem  die  Wurzel  A  =  A  =  ^ , 

die  bei  der  Schar  mit  einer  Parabel  dieser  entspricht,  bei  der  Schar 
ohne  Parabel  aber  mit  einer  der  anderen  Wurzeln  zusammenfällt. 
Die  Gleichung  (30)  hat  also  bei  der  Schar  erster  und  zweiter  Art 
vier  reelle,  bei  derjenigen  dritter  Art  zwei  reelle  und  zwei  kom- 
plexe Wurzeln.  Hiemach  wird  die  KS-Schar  dritter  Art  die  ein- 
fachste Zusammensetzung  aufweisen;  diese  untersuchen  wir  deshalb 
zuerst. 

Die  außer  X^  reelle  Wurzel  von  (30)  sei  A3.  Da  bei  der  Schar 
mit  einer  Parabel  X^  von  A3  verschieden  ist,  ändert  ®3(A)  zweimal 
sein  Vorzeichen,  und  in  dem  einen  der  beiden  Intervalle,  in  die  die 
durch  die  Zahl  00  geschlossen  gedachte  Reihe  der  reellen  Zahlen 
(s.  Art.  16)  durch  die  Zahlen  A3  und  A^  eingeteilt  wird,  liegen  nach 
(29)  lauter  zu  Ellipsen  gehörige,  in  dem  anderen  lauter  zu  Hyper- 
beln gehörige  Parameter.  Den  Grenzen  der  Intervalle  entspricht  das 
einzige  reelle  Punktepaar  und  die  Parabel  der  Schar.  Die  Schar 
dritter  Art  mit  einer  Parabel  enthält  also  eine  Teil-Schar 
von  Ellipsen  und  eine  Teil-Schar  von  Hyperbeln,  die,  wie 
wir  kurz  sagen  (s.  Art.  163),  durch  das  reelle  Punktepaar  und 
die  Parabel  der  Schar  voneinander  getrennt  sind. 

Bei  den  Scharen  dritter  Art  ohne  Parabel  ist  X^^^^X^  eine  dop- 
pelte Wurzel  von  (30),  @3(A)  ändert  also  sein  Vorzeichen  niemals,  d.  h. 
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eine  Schar  dritter  Art  ohne  Parabel  enthält  entweder  nur 
Ellipsen  oder  nur  Hyperbeln.  Sie  besitzt  immer  mindestens  ein 
paralleles  Grundstrahlenpaar  und  ist  eine  Hyperbel-Schar,  wenn 
dieses  imaginär  ist,  da  sein  uneigentlicher  Schnittpunkt  dann  für 
jeden  KS  der  Schar  ein  innerer  Punkt  sein  muß,  weil  die  von  ihm  ge- 
tragenen Tangenten  imaginär  sind  (s.  Art.  127).  Ist  auch  noch  ihr  re- 
elles Grundstrahlenpaar  parallel,  so  haben  wir  eine  konzentrische 
Hyperbel-Schar.  Ist  dagegen  nur  ihr  reelles  Grundstrahlenpaar 
a,  6  parallel,  also  der  Träger  des  imaginären  Grundstrahlen- 
paares ein  eigentlicher  Punkt  P,  so  haben  wir  eine  nicht  kon- 
zentrische Ellipsen-  oder  Hyperbel-Schar,  je  nachdem  P 
zwischen  oder  nicht  zwischen  a  und  h  liegt.  (Es  sei  eine  Übungs- 
aufgabe, dies  nachzuweisen.)  —  Da  eine  Schar  dritter  Art  für  reelles 
X  nur  reelle  KSe  enthält,  sind  die  ev.  in  ihr  auftretenden  Ellipsen 
immer  reell. 

Ist  die  KS-Schar  erster  oder  zweiter  Art,  so  sind  die  Para- 
meter Ai,  Aj,  Ig,  X^  reell  imd  bei  der  Schar  mit  einer  Parabel  alle 
vier  voneinander  verschieden,  also  einfache  Wurzeln  von  (30),  d.  h.: 

Die  KS-Schar  erster  oder  zweiter  Art  mit  einer  Parabel 
enthält  zwei  Teil-Scharen  von  Ellipsen  und  zwei  Teil-Scharen 
von  Hyperbeln,  und  jede  der  Ellipsen-Scharen  wird  von  jeder  der 
Hyperbel-Scharen  durch  eines  der  Punktepaare,  bezw.  durch  die  Pa- 
rabel der  Schar  getrennt. 

Haben  wir  dagegen  eine  Schar  ohne  Parabel,  d.  h.  fällt  X 
etwa  mit  A,  zusammen,  so  hat  (30)  nur  zwei  einfache  reelle  Wurzeln 
Xj  und  Xj.  Die  Schar  erster  oder  zweiter  Art  ohne  Parabel 
enthält  somit  nur  eine  Teil-Schar  von  Ellipsen  und  eine 
Teil-Schar  von  Hyperbeln,  die  durch  die  beiden  eigentlichen 
Punktepaare  der  Schar  voneinander  getrennt  werden.^) 

172.  [Beallt&t  der  Ellipsen  in  einer  KS-Etohar  mit  nur 
imagin&ren  OmncUitrahlen.]  Wenn  eine  ES -Schar  von  der  ersten 
Art  ist,  so  sind  ihre  Ellipsen  immer  reell.  Ist  sie  dagegen  von  der 
zweiten  Art,  so  enthält  sie  immer  imaginäre  Ellipsen  (s.  Art.  137 
Übungsaufgabe),  und  es  interessiert  uns  noch  festzustellen,  wann  sie 
auch  reelle  Ellipsen  enthält.  Die  £[riterien  dafür  wird  uns  die 
Gleichung 

1)  Man  bemerke,  daß  hier  bei  der  KS-Schar  die  eigentlichen  Punktepaare 
jedesmal  den  Übergang  von  einer  zur  anderen  ES- Art  bilden,  während  beim 
ES-Büschel  die  Geradenpaare  mit  eigentlichem  Träger  inmitten  der 
Hyperbeln  oder  Ellipsen  auftreten,  je  nachdem  sie  reell  oder  imaginär  sind,  und 
nur  parallele  Geradenpaare  einen  solchen  Übergang  bilden  können. 
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(31)  r,(i)^A.(i)  +  r„w-.o 

liefern.  Nach  Art.  150  ist  nämlich  eine  Ellipse  oder  ein  eigentliches 
Punktepaar  (A)  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 

(32)  AW<     oder    >0. 

Die  Wurzeln  von  (31)  können  also  niemals  Parameter  von  Ellipsen 
oder  von  eigentlichen  Punktepaaren  sein.  Da  aber,  v^ie  man  direkt  sieht, 
auch  für  eine  Parabel,  sowie  für  ein  eigentlich-uneigentliches  Punkte- 
paar r^{l)  <  0  ist,  so  kann  einer  Wurzel  von  (31)  nur  eine  Hyperbel 
oder  ein  Doppelpunkt  oder  ein  uneigentliches  Punktepaar  ent- 
sprechen. 

Nehmen  wir  nun  an,  (A^)  und  (A^)  seien  die  beiden  imaginären 
Punktepaare  der  Schar  zweiter  Art  und  diese  enthalte  eine  Parabel, 
so  ist 

(33)        r,(AO>o,   r,(i,)>o,   r,(A,)<o,   r,(z,)<o. 

In  der  geschlossen  gedachten  Reihe  der  reellen  Zahlen  können  so- 
mit X^  und  Aj  durch  Aj  und  A^  nicht  getrennt  werden,  da  die  Gleichung 
zweiten  Grades  (31)  sonst  vier  Wurzeln  besäße.  Nach  (32)  und  (33) 
sind  also  k^X^  und  AjA^  die  beiden  Ellipsen -Intervalle,  und  das  erstere 
liefert  nur  imaginäre,  das  letztere  nur  reelle  Ellipsen,  d.  h.; 

Die  KS-Schar  zweiter  Art  mit  einer  Parabel  enthält 
immer  zwei  Teil-Scharen  von  Hyperbeln,  eine  Teil-Schar 
von  reellen  und  eine  von  imaginären  Ellipsen, 

Enthält  die  Schar  zweiter  Art  keine  Parabel  und  ist  A^»  A,,  so 
fallen  die  reellen  Ellipsen  aus;  ist  dagegen  A^»  A^  (oder  »  A,),  was 
nur  eintritt,  wenn  die  Schar  ein  imaginäres  uneigentliches  Punkte- 
paar enthält,  also  konzentrisch  ist,  so  fällt  eine  der  beiden  Hyperbel- 
Teil-Scharen  aus,  die  Schar  enthält  also  dann  eine  Teil-Schar  von  Hyper- 
beln, die  durch  das  reelle,  bezw.  imagii^re  eigentliche  Punktepaar 
von  der  Teil-Schar  reeller,  bezw.  imaginärer  Ellipsen  getrennt  wird, 
wahrend  zwischen  den  beiden  letzteren  Teil-Scharen  das  imaginäre  un- 
eigentliche Punktepaar  den  Übergang  bildet,  d.  h.: 

EineES-Schar  zweiter  Art  ohne  Parabel  mit  oigentlich- 
uneigentlichem  oder  reellem  uneigentlichem  Punktepaar  ent- 
hält eine  Teil-Schar  von  Hyperbeln  und  eine  Teil-Schar  ima- 
ginärer Ellipsen.  (Ihre  reellen  nicht  entarteten  ESe  sind  also 
sämtlich  Hyperbeln.) 

EineES-Schar  zweiter  Art  ohne  Parabel  mit  imaginärem 
uneigentlichem  Punktepaar  enthält  je  eine  Teil-Schar  von 
Hyperbeln,  von  reellen  und  von  imaginären  Ellipsen, 
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173.  [Übnngsanf gaben:  Elnfkohe  Darstellnngen  der  K8- 
Ekhar  mit  nnr  eigentlichen  Omndetrahlen.] 

1.  Jede  allgemeine  oder  spezielle  ES-Schar  mit  einer 
Parabel;  die  einen  reellen^  den  Durchmessern  ihrer  Parabel 
nicht  parallelen  singulären  Strahl  besitzt^  erlaubt  die  Dar- 
stellung 

(34)  a,,u,'+u,'+2u,s  -  A(/5„V+  ^ßn^hs  +  s')  -  0. 

Diese  Darstellung  gilt  also  für  jede  Schar  erster  und  zweiter 
Art  und  i.  a.  auch  noch  für  die  Scharen  dritter  Art.  Falls  sie  ver- 
sagt^ kann  die  Gleichung  der  Schar  immer  auf  die  Form 

(35)  n,«  +  2u,s  -  X{ß,^u,^  +  2ß,^u^s  +  s^)^0 

gebracht  werden.  Umgekehrt  stellen  (34)  und  (35)  immer  Scharen 
mit  einer  Parabel  dar.  —  Wenn  a^  (/J„  —  /Sjj*)  +  0  und 

(36)  D^^^nß^s'-i^n+ß^y 

=H  0  ist;  stellt  (34)  eine  allgemeine  KS-Schar  dar  und  zwar  eine 
von  der  dritten  Art  für  D  >  0,  von  der  ersten  oder  zweiten  Art  für 
D<0.  —  Ist  speziell  /J«^^?  ^^  ^^  ^i®  Schar  für  /J^j  >  0  immer 
von  der  zweiten,  für  ß^^  "^  ^  *^®^  ^^^  ^^^  ersten  oder  zweiten  Art, 
je  nachdem  a^  +  ß^^  <  oder  >  0  ist.  —  Die  Schar  (35)  ist  für 
ßn  "<  ö  immer  von  der  dritten,  für  ß^^  >  /3^*  immer  von  der  zweiten, 
für  0  <  /3ji  <  /5j*3  aber  von  der  ersten  oder  zweiten  Art,  je  nachdem 
ßii  <  oder  >  0  ist.  —  Man  bestimme  in  allen  Fällen  die  Intervalle, 
deren  Parameter  die  Hyperbeln,  die  reellen  und  die  imaginären  Ellipsen 
der  Schar  liefern. 

2.  Jede  allgemeine  ES-Schar  ohne  Parabel  mit  eigentlich- 
uneigentlichem  Punktepaar  (und  auch  jede  spezielle  mit  eigent- 
lichen Eontakten)  läßt  sich  durch  die  Gleichung 

(37)  cc,,u,^+  a„iij^+  2a^^ti^s  +  s*-  -^(/^uWiH  2u^s)  =  0 

darstellen.  Man  prüfe,  wann  die  Schar  erster,  zweiter  oder  dritter 
Art  ist,  usw. 

3.  Jede  ES-Schar  ohne  Parabel  mit  uneigentlichem 
Punktepaar  oder  Doppelpunkt  erlaubt  die  Darstellung 

(38)  u,'+  aV-  «'-  Kßn<+  ^ßn^i^^  +  fe^,«)  =  0       (6=±i). 

Man  stelle  fest,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Gleichung  eine 
allgemeine  ES-Schar  darstellt,  wann  diese  erster,  zweiter  oder 
dritter  Art  ist,  usw.  Ist  die  Schar  erster  oder  zweiter  Art,  so  läßt 
sie  sich  noch  einfacher  durch  die  Gleichung 
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(38a)  u,'  -  u,' -  s« -  A(«j«  +  ß^,u,^  =  0 

darstellen, 

174.  [Die  spezielle  K8-Sohar  mit  nnr  eigentlichen  Ornnd- 
strahlen.]  Eine  KS-Schar  ist  eine  spezielle^  wenn  Oleicbung  (25) 
eine  mehrfache  Wurzel  besitzt.  Wenn  die  Schar  eiue  Parabel  ent- 
hält, also  die  Wurzel  A^  der  Gleichung  (30)  von  A^,  A,,  A,  verschieden 
ist,  so  kann  (30)  zwei  einfache  und  eine  doppelte  oder  eine  einfache 
und  eine  dreifache  Wurzel  besitzen.     D.  h.: 

Die  spezielle  KS-Schar  mit  einer  Parabel  enthält  immer 
eine  Teilschar  von  Hyperbeln  und  eine  solche  von  Ellipsen. 

Haben  wir  eine  Schar  ohne  Parabel,  ist  also  etwa  A3  =  A^,  so 
hat  Gleichung  (30)  für  A^  (oder  Ag)  =  Ag  eine  dreifache  und  eine  ein- 
fache, für  Aj  =  A^  +  h  zwei  doppelte,  für  Aj  =  ^^  =  A3  eine  vierfache 
Wurzel.  Da  bei  einer  Schar  mit  uneigentlichem  Punktepaar  der  erste 
und  der  dritte  Fall  nur  eintreten  kann,  wenn  dieses  Paar  in  einen 
Doppelpunkt  entartet  (weü  g^  sonst  Grrundstrahl  wäre),  gilt  also 
der  Satz: 

Die  speziellen  KS-Scharen  ohne  Parabel  enthalten  nur 
Ellipsen  oder  nur  Hyperbeln,  wenn  ihr  eigentlich-uneigent- 
liches (uneigentliches)  Punktepaar  einfach  oder  dreifach 
(einfach  oder  als  Doppelpunkt  dreifach)  zählt,  dagegen  so- 
wohl Ellipsen,  wie  auch  Hyperbeln,  wenn  dieses  Paar  zwei- 
fach zu  zählen  (ein  zweifach  zu  zählender  Doppelpunkt)  ist. 

Die  KS-Schar  mit  einer  Parabel  kann  nur  eigentliche 
Eontakte  besitzen,  da  sie  nur  eigentliche  Punktepaare  enthält  und 
jeder  Kontakt  in  einem  der  Punkte  eines  Punktepaares  stattfinden  muß. 

DieKS-Schar  ohneParabel  mit  eigentlich-uneigentlichem 
Punktepaar  kann  (in  dessen  uneigentlichem  immer  reellem  Punkt) 
einen  uneigentlichen  hyperbolischen  Kontakt  haben;  sie  ent- 
hält dann  nur  Hyperbeln,  die  alle  eine  Asymptote  geraein 
haben. 

DieKS-Schar  ohne  Parabel  mit  uneigentlichem  Punkte- 
paar kann  einen  oder  zwei  nneigentliche  Kontakte  besitzen. 
Wenn  sie  nur  einen  solchen  besitzt,  so  muß  er  immer  hyperbolisch 
sein,  und  wir  haben  eine  konzentrische  Hyperbel-Schar  mit 
einer  gemeinsamen  Asymptote.  Hat  sie  dagegen  zwei  uneigent- 
liche Kontakte,  so  sind  diese  entweder  beide  elliptisch  oder  beide 
hyperbolisch,  und  wir  erhalten  eine  konzentrische  Ellipsen-  oder 
Hyperbel-Schar  mit  zwei  gemeinsamen  Asymptoten. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige  mit  Hilfe  von  Gleichung  (34), 
bezw.  (35),  daß  bei  einer  KS-Schar  mit  einer  Parabel  alle  Fälle 
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von  Kontakt  (ein  einfacher,  zwei  einfache,  ein  zweifacher  oder  ein  drei- 
facher) möglich  sind,  und  gebe  für  jeden  einzelnen  die  analytischen 
Bedingungen  an. 

2.  Wenn  eine  Schar  mit  einer  Parabel  einen  Doppelpunkt  ent- 
hält, ist  sie  zugleich  ein  Ellipsen -Hyperbel -Büschel. 

3.  Man  überlege,  daß  dieKS-Schar  ohne  Parabel  mit  eigent- 
lich-uneigentlichem Punktepaar  niemals  zwei  einfache  eigent- 
liche oder  einen  dreifachen  Kontakt  besitzen  kann.  —  Man  zeige,  daß 
Gleichung  (37)  nie  eine  Schar  mit  uneigentlichem  Kontakt  dar- 
stellt, wenn  «,2  — «jj^+O  ist,  und  stelle  für  die  möglichen  eigent- 
lichen Kontakte  die  analytischen  Bedingungen  auf  —  Jede  Schar 
dieser  Art  mit  einem  uneigentlichen  Kontakt  erlaubt  die  Darstellung 

(39)  2ti,t*,  +  5«-  Kßn<+  2^,3Ui5  +  /S33S»)  =  0; 

man  untersuche  auch  diese  Gleichung  in  bezug  auf  die  Kontaktmög- 
lichkeiten. 

4.  Wenn  eine  Schar  ohne  Parabel  mit  eigentlich-uneigentlichem 
Punktepaar  einen  Doppelpunkt  enthält,  ist  sie  zugleich  ein  nicht 
kon  zentrisches  Hyperbel  -  Parabel  -  Büschel. 

5.  Man  überlege,  daß  die  KS-Schar  ohne  Parabel  mit  un- 
eigentlichem Punktepaar  niemals  einen,  sondern  nur  zwei  ein- 
fache eigentliche  Kontakte,  femer  auch  niemals  einen  zweifachen 
uneigentlichen  Kontakt  besitzen  kann.  —  Man  stelle  für  die  durch 
(38)  dargestellte  Schar  die  Bedingmigen  für  alle  möglichen  Kontakir 
fälle  auf. 

6.  Die  konzentrische  KS-Schar  ohne  Parabel  ist  zugleich  ein 
konzentrisches  Ellipsen -Hyperbel-Büschel,  bezw.  homothetisches 
(Ellipsen-  oder  Hyperbel-)Büschel,  bezw.  Hyperbel-Parabel-Büschel, 
wenn  sie  zwei  eigentliche,  bezw.  zwei  uneigentliche  (elliptische  oder 
hyperbolische),  bezw.  einen  dreifachen  uneigentlichen  Kontakt  besitzt. 

176.  [Die  Parabel -Ekhar.]  Da  eine  Parabel- Schar  die  un- 
eigentliche Gerade  g^  als  Grundstrahl  besitzt  und  diese  reell  ist,  so 
kann  sie  nie  vier  imaginäre  Grundstrahlen  haben,  d.  h.: 

Die  allgemeine  Parabel-Schar  ist  entweder  von  der  ersten 
oder  von  der  dritten  Art. 

Die  drei  Punktepaare,  die  sie  im  allgemeinen  Fall  besitzt,  sind 
eigentlich-uneigentliche  Punktepaare,  und  sie  sind  bei  der  Schar  erster 
Art  alle  drei  reell,  während  die  Schar  dritter  Art  ein  reelles  und  zwei 
zueinander  aggregiert  imaginäre  eigentlich -uneigentliche  Punkte- 
paare enthält.    (Dies  ist  der  einzige  Fall,  in  dem  bei  irgend  einer 
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KS-Schar  imaginäre  eigentlich -uneigentliche  Punktepaare  auftreten 
können !) 

Wenn  eine  Parabel-Schar  ein  reelles  eigentlich -uneigentliches 
Pimktepaar  enthält,  was  bei  der  allgemeinen  Schar  immer  der  Fall 
ist,  kann  man  dessen  eigentlichen  Punkt  als  Nullpunkt  und  dessen 
Träger  als  rr^ -Achse  wählen,  d.  h.: 

Jede  allgemeine  Parabel-Schar  und  auch  jede  spezielle, 
die  ein  eigentlich-uneigentliches  Punktepaar  enthält,  erlaubt 
die  Darstellung 

(40)  «11  Mi^  -f  2ofi,Wi w,  +  a^u^^  +  2a^u^s  —  2ku^s  =  0. 

Falls  die  Schar  eine  allgemeine  ist,  enthält  sie  außer  g^  und 
einer  Parallelen  zur  arj- Achse  noch  zwei  reelle  oder  imaginäre  Grund- 
strahlen, die,  wie  man  direkt  sieht,  durch  den  Anfangspunkt  des 
Koordinatensystems  gehen.  Wenn  wir  also  noch  als  ar^-Achse  die 
Gerade  nehmen,  die  durch  die  zuletzt  genannten  beiden  Grundstrahlen 
Yon  der  aJi-Achse  harmonisch  getrennt  wird,  und  auf  beiden  Achsen 
die  Einheitspunkte  geeignet  wählen,  so  erhalten  wir  für  jede  all- 
gemeine Parabel-Schar  die  Darstellung 

(41)  V+  «V+  SmjS  -  2AuiS  =  0, 

in  der  wir  £  =  +  1  oder  =  —  1  zu  setzen  haben,  je  nachdem  die 
Schar  von  der  dritten  oder  von  der  ersten  Art  ist. 

Enthält  die  Schar  kein  eigentlich- uneigentliches  Punktepaar,  läßt 
sie  sich  also  nicht  durch  (40)  darstellen,  so  haben  wir  in  der  Gleichung 

(42)  V+  2iiiS-  i^{ßn<+  'ißit^i^+ßnO  =  0 

eine  Darstellung  für  jede  Parabel-Schar  mit  einem  uneigent- 
lichen Punktepaar. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  überlege,  daß  eine  Parabel-Schar 
niemals  zwei  eigentliche  oder  einen  dreifachen  eigentlichen 
Eontakt,  dagegen  einen  einfachen,  zweifachen  oder  dreifachen  para- 
bolischen Kontakt  besitzen  kann,  und  stelle  für  die  durch  (40), 
bezw.  (42)  dargestellte  Schar  die  analytischen  Bedingungen  für  alle 
möglichen  KontaktfäUe  auf. 

2.  Eine  Parabel-Schar  ist  dann  und  nur  dann  konzentrisch, 
wenn  sie  ein  uneigentliches  Punktepaar  enthält. 

3.  Eine  Parabel -Schar  mit  einem  Doppelpunkt  ist  stets  zugleich 
auch  ein  Parabel- Büschel. 

4.  Irgend  eine  KS-Schar  (22)  enthält  dann  und  nur  dann 
ein  uneigentliches  Punktepaar,  wenn 
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(43)  («,A)i  =  («.ft\=(«,A),-0 

ist. 

5.  Ähnlich  wie  in  Art.  167  können  wir  auch  bei  der  KS-Schar 
aus  der  Lage  der  Grundstrahlen  unter  Zuziehung  der  etwa  Yorhandenen 
Eontaktpunkte  die  parallelmetrische  Beschaffenheit  der  Schar  er- 
kennen.    Man  beweise  folgende 

geometrische  Kriterien  für  die  parallelmetrische  Einteilung 

der  KS-Scharen. 

A.  Unter  den  gegebenen  Grundstrahlen  befinden  sich  keine 
parallelen  und  unter  den  er.  vorhandenen  Eontakten 

a)  keine  uneigentlichen:  ES -Schar  mit  einer  Parabel, 

b)  ein  einfacher  oder  zweifacher  uneigentlicher:  ^S-Schar 
ohne   Parabel   mit   eigentlich -uneigentlichem   Punktepaar, 

c)  zwei  einfache  oder  ein  dreifacher  uneigentlicher:  ES-Schar 
ohne  Parabel  mit  uneigentlichem  Punktepaar. 

B.  Ein  Paar  Grundstrahlen  sind   parallel   und   unter   dea 
Eontakten  sind 

a)  keine  uneigentlichen  und  höchstens  ein  eigentlicher:  ES- 
Schar  ohne  Parabel  mit  eigentlich-uneigentlichem  Punkte- 
paar, 

b)  ein  uneigentlicher  oder  zwei  eigentliche:  ES-Schar  ohne 
Parabel  mit  uneigentliohem  Punktepaar. 

C.  Zwei  Paar  Grundstrahlen  sind  parallel:  ES-Schar  ohne 
Parabel  mit  uneigentlichem  Punktepaar. 

D.  Die    uneigentliche  Gerade  ist   Grundstrahl:    Parabel- 
Schar. 

176.  [Mlttelpnnkta-O^rade  einer  KS-8ohar.]  Schon  in 
Art.  170  haben  wir  gesehen,  daß  jede  ES-Schar  einen  und  i.  a.  nur 
einen  gemeinsamen  Durchmesser,  d.  h.  eine  von  den  Mittelpunkten 
ihrer  ESe  erfüllte  Gerade,  also,  wie  wir  jetzt  sagen  wollen,  eine 
Mittelpunkts-Gerade  besitzt,  und  daß  diese  Gerade  der  Geraden  g^ 
in  bezug  auf  die  Schar  konjugiert  ist.  Um  ihre  Gleichung  aufzu- 
stellen, haben  wir  also  nur  in  der  zu  Gleichung  (18a)  in  Art.  140 
dualistischen  Gleichung 

Xi  2{p^i  ßk)i  < <  +  ^i  ^{«ißk)2  <  <  +  ^3  ^i^i ßk\  < <  ■=  0; 
welche  die  der  Geraden  u   in  bezug  auf  die  ES-Schar 


Digitized  by 


Google 


176.]  Kegelachnittbüschel  und  Kegelschnittschar  (affin).  415 

konjugierte  Gerade  darstellt,  x^  =  ty  n^'  ==»  w^'  ==  0,  «,'  =  5  =  1  zu 
setzen,  und  erhalten  somit  für  die  Mittelpunkts-Gerade  der  Schar 
(22)  die  Gleichung 

(44)  Kft)i^i  +  M,\x,  +  {a,ß,\t  =  0. 

Die  Mittelpunkts- Gerade  ist  eine  bestimmte  eigentliche  Gerade, 
wenn  nicht 

(45)  («,/?,),  =  («,ft),  =  0 

ist,  also  nach  den  Kriterien  des  Art.  170  bei  der  Schar  mit  einer 
Parabel  und  bei  der  Schar  ohne  Parabel  mit  eigentlich-uneigentlichem 
Punktepaar.  Sie  fällt  mit  der  uneigentlichen  Geraden  zusammen, 
wenn 

(46)  («,ft),  =  («,ft),  =  0,     aber     (a,ft),+  0 

ist,  woraus  «ss^fts^O  folgt.  Dies  kann  also,  was  auch  geome- 
trisch evident  ist,  nur  bei  der  Parabel -Schar  eintreten  und  tritt  uach 
Übungsaufgabe  4.  des  vorigen  Artikels  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
die  Parabel- Schar  kein  uneigentliches  Punktepaar  enthält. 

Die  Mittelpunkts-Gerade  wird  endlich  völlig  unbestimmt, 
wenn 
(43)  («,/3.)i  =  («,/?.),  =  («,^3).  =  0 

ist,  d.h.  bei  jeder  Schar  mit  uneigentlichem  Punktepaar,  was 
uns  nicht  überrascht,  da  ja  der  Mittelpunkt  eines  solchen  Paares  nach 
Art.  161  völlig  unbestimmt  ist.  Jede  solche  Schar  erlaubt  aber  die 
Darstellung 

(47)  «H«*i*+  ^cc,,u,u^+ . . .  -f-  oTj,«^-  Kßn^i'+  ^ßi%^i^i+  ßn'h^)  =  0; 

alle  ihre  KSe  außer  dem  uneigentlichen  Paar  haben  also  denselben 
Mittelpunkt  (a^j,  «„,  cf,,),  was  wir  übrigens  aus  Art.  170  schon  wissen; 
eine  solche  Schar  ist  also  eine  konzentrische  KS- Schar,  d.  h.: 

Alle  und  nur  die  KS-Scharen,  die  ein  uneigeiitliches 
Punktepaar  enthalten,  sind  konzentrische  KS-Scharen. 

Wenn  eine  KS- Schar  kein  uneigentliches  Punktepaar  enthält, 
also  eine  bestimmte  Mittelpunkts-Gerade  besitzt,  so  müssen  auf 
dieser  auch  die  Mittelpunkte  der  Punktepaare  der  Schar  liegen«,  bei 
einer  allgemeinen  nicht  konzentrischen  KS-Schar  liegen 
also  die  Mittelpunkte  der  drei  Paare  von  Gegenecken  des 
Grundstrahlen-Yierseits  immer  auf  einer  Geraden.  (Hierdurch 
ist  also  beiläufig  ein  elementarer  Satz  für  jedes  vollständige  Yierseit, 
das  kein  Parallelogramm  ist,  bewiesen.) 

Das  Diagonaldreiseit  dieses  Yierseits,  d.  h.  das  gemeinsame  Polar- 
dreiseit,  ist  bei  der  Schar  erster  und  zweiter  Art  reell;   es  teilt  also, 
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wenn  es  ein  eigentliches  Dreiseit  ist^  die  ganze  afSne  Ebene  in 
vier  trigonale  und  drei  tetragonale  Bereiche  (s.  Art.  90).  Inzidiert 
nun  die  Mittelpunkts -Gerade  mit  keiner  Ecke  dieses  Dreiseits  und  ist 
sie  außerdem  keiner  seiner  Seiten  parallel,  so  geht  sie  durch  zwei  tri- 
gonale und  durch  zwei  tetragonale  Bereiche  und  ihre  in  den  ersteren, 
bezw.  letzteren  liegenden  Punkte  sind  nach  dem  Satz  am  Schluß 
des  Art.  155  Mittelpunkte  von  Ellipsen,  bezw.  Hyperbeln.  Die  Schar 
enthält  also  in  diesem  Falle  zwei  Teilscharen  von  Ellipsen  und  zwei 
Teilscharen  von  Hyperbeln  und  ist  somit  eine  Schar  mit  einer 
Parabel.  Nach  demselben  Satze  besteht  die  eine  der  beiden  Ellipsen- 
Teilscharen  dann  und  nur  dann  aus  imaginären  Ellipsen,  wenn  die 
Mittelpunkts- Gerade  durch  das  Innere  des  gemeinsamen  Polardreiseits 
geht.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Bei  einer  allgemeinen  ES-Schar  mit  einer  Parabel,  die 
ein  gemeinsames  reelles  eigentliches  Polardreiseit  besitzt, 
liegen  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen,  bezw.  Hyperbeln  in  den 
trigonalen,  bezw.  tetragonalen  durch  das  Polardreiseit  be- 
grenzten Bereichen,  und  die  Schar  ist  von  der  zweiten  oder 
ersten  Art,  je  nachdem  die  Mittelpunkts-Gerade  durch  das 
Innere  des  Polardreiseits  geht  oder  nicht. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  überzeuge  sich  davon,  daß  es  Scharen 
mit  einer  Parabel  gibt,  deren  gemeinsames  reelles  Polardreiseit  eine 
uneigentliche  Ecke  besitzt.  (Die  der  Mittelpunkts -Geraden  in  bezug 
auf  jeden  KS  der  Schar  konjugierten  Durchmesser  sind  in  diesem 
Falle  einander  parallel.) 

2.  Man  zeige,  daß  eine  ES-Schar  eindeutig  bestimmt  ist,  sobald 
ein  beliebiges  Dreieck  als  gemeinsames  Polardreiseit  und  eine  mit 
keiner  von  dessen  Ecken  inzidlerende  Gerade  als  Mittelpunkts -Gerade 
gegeben  ist  (vgl.  hierzu  Art.  74,  Übungsaufgabe  3). 

3.  Man  beweise  direkt  (d.  h.  ohne  die  Theorie  der  ESe  zu  be- 
nutzen), daß  die  Mittelpunkte  der  drei  Paare  von  Gegenecken  eines 
vollständigen  Vierseits  erster  oder  zweiter  Art  (mit  höchstens  einer 
uneigentlichen  Ecke)  auf  einer  Geraden  liegen,  und  daß  diese  beim 
Yierseit  erster  Art  niemals,  beim  Yierseit  zweiter  Art  dagegen  immer 
durch  das  Innere  seines  (eigentlichen)  Diagonaldreiseits  geht  (s.  Art.  72, 
Übungsaufgabe  2). 

4.  Bei  einer  allgemeinen  konzentrischen  ES-Schar  ist  der 
Mittelpunkt  des  Parallelogramms  der  Grundstrahlen  gemeinsamer 
Mittelpunkt  und  die  Diagonalen  des  Parallelogramms  sind  gemeinsame 
konjugierte  Durchmesser  für  alle  ESe  der  Schar.  Der  Satz  (s.  Art.  157, 
Übungsau%abe3):  „Die  Diagonalen  des  einem  ES  umschriebenen 
Parallelogramms  sind  konjugierte  Durchmesser  desselben'^, 
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ist  also  jetzt  nicht  nur  wie  früher  für  reelle  Parallelogramme, 
sondern  auch  für  solche  mit  einem  oder  zwei  Paar  aggregiert 
imaginärer  Gegenseiten  bewiesen  (und  nur,  wenn  das  Pardlelo- 
gramm  ein  Paar  reeller  und  ein  Paar  imaginärer  Gegenseiten  besitzt, 
sind  die  betreffenden  Durchmesser  imagiimr). 

5.  Man  zeige,  daß,  wenn  die  Mittelpunkts -Gerade  als  o^^-Achse 
gewählt  wird,  jede  nicht  konzentrische  ES-Schar  durch  die  Gleichung 

(48)  Ojittt*  +  2ai,Wi  Wj  +  Og^Wg*  +  2cc^UiS  +  a^^s* 

-  A(/5iit*i'  +  2A,t*iW,  +  /5„ V  +  2ß,,u,s  +  ß^s')  =^  0, 

in  der  cc^^  und  ß^^  fehlen,  dargestellt  ist 


Heffter  u.  Koehler    an&lytiBche  Oeometrio,  I.  27 
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Zwölftes  Kapitel 
Die  orthogonalmetrlsclien  Spezialfälle  der  Kegelschnitte. 

177.  [Die  orthogonalmetrlBOh  nen  hervortretenden  KEU 

Arten.]  Haben  wir  in  Kapitel  VI  bis  IX  die  projektiven  Eigen- 
schaften der  KSe  besprochen,  in  Kapitel  X  nnd  XI  die  parallel- 
metrischen hinzugefügt,  so  gilt  es  nun  noch,  die  orthogonal- 
metrischen Ergänzungen  Yorzuuehmen,  um  die  gesamte  äquiforme 
Geometrie  der  KSe  zu  beherrschen. 

Da  die  affine  Geometrie  sich  zur  äquiformen  erweitert,  wenn 
wir  auf  der  uneigentlichen  Punktreihe  g^  noch  das  absolute  Punkte- 
paar J^y  «7,  auszeichnen,  so  finden  wir  zunächst  die  orthogonalmetrisch 
unter  den  uns  schon  bekannten  affinen  Gattungen  neu  hervortretenden 
Spezialfälle  der  Kurvenformen,  wenn  wir  die  Fälle  aufsuchen,  in  denen 
das  uneigentliche  Punktepaar  des  KSes  eine  in  projektivem  Sinn 
ausgezeichnete  Lage  zu  dem  absoluten  Punktepaar  J^,  J^  hat. 

Das  uneigentliche  Punktepaar  der  imaginären  oder  reellen 
Ellipse  ist  aggregiert  imaginär  ebenso  wie  J^j  J^  selbst.  Zwei 
aggregiert  imaginäre  Punktepaare  einer  Geraden  haben  aber  (s.  Art  48), 
da  sie  nicht  harmonisch  sein  können,  dann  und  nur  dann  eine  pro- 
jektiv ausgezeichnete  Lage,  wenn  sie  miteinander  identisch  sind.  Die 
reelle  oder  imaginäre  Ellipse,  deren  uneigentliches  Pnnkte- 
paar  das  absolute  ist,  nennen  wir  einen  reellen  oder  imagi- 
nären Kreis  und  werden  bald  sehen,  daß  der  so  definierte  reelle 
Kreis  mit  dem  schon  in  Art.  100  ebenso  genannten  geometrischen 
Ort  der  Punkte,  die  von  einem  festen  Punkt  gleichen  Abstand  haben, 
identisch  ist.  Da  die  Asymptoten  des  Kreises  nach  der  jetzigen 
Definition  die  absoluten  Strahlen  durch  den  Mittelpunkt  M 

die  Asymptoten  aber  stets  die  Doppelstrahlen  der  Durchmesserinvoln- 
tion,  also  \  und  i^  sich  selbst  konjugiert  sind,  so  sind  beim  Kreis 
je  zwei  konjugierte  Durchmesser  orthogonal  und  je  zwei 
orthogonale  Durchmesser  konjugiert.  —  Alle  konzentrischen 
Kreise  berühren  sich  in  den  absoluten  Punkten  J^^  J^  ihrer 
Ebene. 
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Das  aneigentliche  Punktepaar  der  Hyperbel  ist  reell.  Es  hat 
also  zum  absoluten  Punktepaar  J^,  J^  dann  und  nur  dann  eine  pro- 
jektiv ausgezeichnete  Lage,  wenn  es  yon  ihm  harmonisch  getrennt 
wird,  d.  h.  wenn  die  beiden  uneigentlichen  Hyperbelpunkte,  oder  (mit 
andern  Worten)  die  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel  orthogonal 
sind.  Eine  solche  Hyperbel  heißt  eine  gleiehseitige  Hyperbel. 
Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  Durchmesserinvolution  gleich- 
seitig hyperbolisch,  der  Winkel  je  zweier  reellen  konjugierten 
Durchmesser  wird  also  durch  die  Asymptoten  halbiert.  Da 
die  absoluten  Durchmesser  i^,  i^  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  die 
orthogonalen  Asymptoten  harmonisch  trennen,  sind  sie  einander 
konjugiert. 

Das  uneigentliche  Punktepaar  der  Parabel  ist  in  einen  reellen 
Doppelpunkt  entartet.  Ein  solcher  kann  zu  dem  aggregiert  imagi- 
nären Punktepaar  «7^,  J^  keine  projektiv  ausgezeichnete  Lage  haben; 
d.  h.  unter  den  Parabeln  finden  wir  keinen  orthogonalmetrisch  neuen 
Spezialfall. 

Ist  der  ES  als  Punktkurve  in  ein  Geradenpaar  mit  eigent- 
lichem Träger  entartet,  so  kennen  wir  aus  der  Geometrie  im  eigent- 
lichen Büschel  (Art.  48)  das  absolute  und  das  orthogonale  Ge- 
raden paar  als  die  einzigen  orthogonalmetrischen  Spezialfälle.  Im 
ersten  Falle  koinzidiert  wie  beim  Kreis  das  uneigentliche  Punktepaar 
des  Geradenpaares  mit  dem  absoluten  Paar  J^,  J^,  im  zweiten  wird 
es  durch  dieses  wie  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  harmonisch  ge- 
trennt. Ebenso  wissen  wir  von  dort,  daß  bei  der  eigentlichen 
Doppelgeraden  ein  orthogonalmetrisch  neuer  Spezialfall  nicht 
auftritt. 

Ist  der  KS  als  Punktkurve  in  ein  Geradenpaar  mit  un- 
eigentlichem Träger,  bezw.  in  die  uneigentliche  Gerade  als 
Doppelgerade  entartet,  so  gehört  er  einem  Parallelstrahlbüschel  an. 
Da  die  Geometrie  in  diesem  sich  mit  der  in  der  eigentlichen  Punktreihe 
deckt  (Art.  51)  und  bei  dieser  die  äquiforme  Geometrie  mit  der 
affinen  zusammenfällt,  so  gibt  es  hier  also  keine  orthogonalmetrisch 
neuen  Spezialfälle. 

Ist  derKS  als  Strahlenkurve  in  ein  Punktepaar  mit  eigent- 
lichem Träger  entartet,  so  gibt  es  aus  dem  soeben  angefahrten 
Grunde  wieder  keinen  orthogonalmetrisch  neuen  Spezialfall.  Ebenso- 
wenig bei  der  Entartung  in  einen  Doppelpunkt. 

Ist  der  KS  aber  endlich  als  Strahlenkurve  in  ein  uneigent- 
liches Punktepaar  entartet,  so  haben  wir  als  oiihogonalmetrische 
Spezialfälle  das  absolute  und  das  orthogonale  Punktepaar, 
was  wir  entweder  aus  einer  oben  angestellten  Überlegung  oder  aus 
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der  Geometrie   in   der   uneigenÜichen  Punktreihe  ^   die  sich  mit  der 
im  eigentlichen  Büschel  deckt  (Art.  51),  entnehmen  können. 


178.  [Die  aiialytisohen  Kriterien  der  orthogonalmetrlsoh 
ansgeieichneten  KS- Arten.]  Um  die  Tabellen  in  Art.  148  und 
150  durch  die  analytischen  Kriterien  fär  die  orthogonalmetrisch  aus- 
gezeichneten KS- Arten  zu  erganzen,  legen  wir  natürlich  die  Qleichung 
des  KSes  in  gleichseitigen  orthogonalen  Parallelkoordinaten 
zugrunde: 


(1  b)    (p(u,  v^s)  =  «jiM*  +  2ai^uv  +  cf,jt?*  -f-  2a^^us  +  2a^^vs  +  o,,«*  =  0. 

Das  uneigentliche  Punktepaar  des  KSes  (la)  ist  dargestellt  durch 
die  aus  (1  a)  für  ^  ==  0  hervorgehende  Gleichung 

(2)  a^^x^  +  2a^^xy  +  a„y*  =  0, 

wenn  x,  y  jetzt  als  homogene  Koordinaten  in  der  uneigentlichen 
Punktreihe  aufgefaßt  werden.  Da  in  diesen  Koordinaten  x!*  +  y*  =  0 
die  Gleichung  des  absoluten  Punktepaares  J^,  J^  ist^  so  ist  das  un- 
eigentliche Punktepaar  (2)  das  absolute  für 

(3)  a„  =  a„  +  0,    a,,«0 

und  orthogonal  für 

(4)  (h,  +  a,,^0. 

Ist  nun  (Ib)  ein  nicht  entarteter  KS^  so  ist  er  mit  seiner  ad- 
jungierten  Punktkurve  identisch.  Das  durch  ihn  bestimmte  uneigent- 
liche Punktepaar  (s.  Art.  149)  ist  also  das  absolute  für 

(5)  ^l=A.,  +  0,    Ai,=  0, 
orthogonal  für 

(6)  ^l  +  A„-0. 

Ist  aber  (Ib)  ein  uneigentliches  Punktepaar  —  der  einzige 
nach  vorigem  Artikel  noch  in  Betracht  kommende  Fall^  —  also  ein 
Punktepaar  auf  der  Fundamentalgeraden  t«  »  t;  ->  0  des  Koordinaten- 
sjstems;  so  lautet  Gl.  (Ib) 

(7)  «11  u«  +  2a^^uv  +  cc^v^^  0, 
und  dieses  Punktepaar  ist  ^as  absolute  für 

(8)  «11  =«,2+0,    a„  =  0, 
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orthogoal  för 

(9)  an+«„  =  0. 

Somit  ergeben  sich  nach  Art.  148  and  150  die  folgenden  not- 
wendigen und  hinreichenden  Kriterien: 

Der  durch 

f{x,y,i)=^0  I  q>{u,v,s)^0 

dargestellte  ES  ist  far 


-4aii  =  -4a2j>,  bezw.  <0  • 


A  +  0,  A,,  =  A„  +  0,  ^,  =  0, 
Aii  =  A,2>,  bezw.  <0 
ein  imaginärer,  bezw.  reeller  Kreis, 
^  +  0,    ^3  +  0;    «11  +  0,2  =  0    I     A  +  0,   1^  +  0,   ^l+A„«0 

eine  gleichseitige  Hyperbel, 
A=^0,  a^i  =  088  +  0,  ai8=0 

ein  absolutes  Geradenpaar  (mit 
eigentlichem  Träger), 

Ä^O,    ^3+0,    a,i+a,,  =  0 

ein  orthogonales  Geradenpaar, 

«,8-0 
das  absolute  Punktepaar  J^y  c^, 

«^»^'«SS^-O,        «11  +  0,8=0 

ein     uneigentliches    orthogo- 
nales Punktepaar. 

Der  in  Art.  100  als  geometrischer  Ort  der  Punkte,  die  yon  einem 
festen  Punkt  gleichen  Abstand  haben,  definierte  reelle  Kreis  erfüllt 
nun,  wie  man  aus  Gl.  (35)  a.  a.  0.  sieht,  die  Bedingungen  des  hier 
definierten  Kreises.  Sind  umgekehrt  bei  (la)  die  oben  aufgestellten 
Bedingungen  des  reellen  oder  imaginären  Kreises  erfüllt,  so  ist  die 
Gleichung  umzuformen  in 

Sie  stellt  also  den  Ort  der  Punkte  dar,  die  von  dem  Punkt 


den  durch  die  Einheitsstrecke  gemessenen  festen  Abstand  +  1/ « 

haben,  wobei ^0  ist,  je  nachdem  der  Kreis  reell  oder  imaginär 
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ist.  Der  in  Art.  100  und  der  hier  definierte  reelle  Kreis  sind  also 
miteinander  identisch.  Zugleich  sieht  man,  daß  der  reelle  oder 
imaginäre  Ereis  mit  dem  Mittelpunkt  a\b,  dessen  Badius  zur  Einheits- 
strecke  des  Koordinatensystems  das  reelle  oder  rein  imaginäre  Ver- 
hältnis r  hat,  die  Gleichung  besitzt 

(11)  (^-ay+(y-6)'-rf 

Weil  aUe  Kreise  die  uneigentliche  Gerade  g^  in  den  beiden 
absoluten  Punkten  J^,  J^  schneiden^  heißen  diese  auch  die  imaginären 
uneigentlichen  Kreispunkte. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige:  Wenn  f{Xy  y,t)^0  ein  reelles 
nicht  paralleles  und  nicht  orthogonales  Geradenpaar  ist^  so  liegt  der 
reelle  Punkt  a;|y  in  dem  spitzen  oder  in  dem  stumpfen  Winkel 
des  Geradenpaares^  je  nachdem 

(12)  (a^i  +  a,^)f(x,  y,  t)  <  oder  >  0. 

Die  beiden  Gebiete,  in  die  das  Punktfeld  durch  ein  reelles 
nicht  paralleles  Geradenpaar  eingeteilt  wird,  können  also  erst 
in  der  äquiformen  Geometrie  voneinander  unterschieden  werden  und 
auch  da  nur,  wenn  (iii+  ^22 4"  ^^  ^l^o  ^^^  Pbat  kein  orthogonales 
ist.    (Vgl.  Übungsaufgabe  3  in  Art.  161.) 

2.  Man  beweise  analytisch,  daß  bei  einer  affinen  Transformation 
des  ebenen  Feldes  jeder  Kreis  in  eine  Ellipse  (die  auch  wieder  ein 
Kreis  sein  kann),  sein  Mittelpunkt  in  den  Mittelpunkt  der  Ellipse,  ein 
orthogonales  Kreisdurchmesserpaar  in  ein  Paar  konjugierter  Ellipsen- 
durchmesser übgergeht. 


179.  [Die  nicht  entarteten  KSe  als  Kreisprojektionen.] 

Nachdem  wir  den  Kreis  und  die  gleichseitige  Hyperbel  kennen  gelernt 
haben,  können  wir  eine  Reihe  ihrer  Eigenschaften  aufstellen,  indem 
wir  Sätze  der  projektiven  und  affinen  Geometrie  auf  diese  speziellen 
KSe  anwenden.  Vorher  aber  wollen  wir  zeigen,  daß  jeder  reelle  nicht 
entartete  KS  durch  Projektion  auf  eine  andere  Ebene  in  einen  reellen 
Kreis  verwandelt  werden  kann. 

Ist  in  der  Tat  K  ein  beliebiger  reeller  nicht  entarteter  KS,  g  eine 
reelle  eigentliche,  ihn  in  zwei  aggregriert  imaginären  Punkten  Ä^,  A^ 
schneidende  Gerade,  E  eine  beliebige  von  der  Ebene  des  KSes  ver- 
schiedene Ebene  durch  g  und  sind  Jj,  J^  die  absoluten  Punkte  von  E, 
so  sind  die  Geraden  Ä^J^  und  Ä^J^  aggregiert  imaginär  und  haben 
daher  einen   reellen  Schnittpunkt  0,  der  nicht  in  der  Ebene  von  K 
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liegt.  Ist  E'IJE;  so  sind  Jy^y  J,  auch  die  absoluten  Punkte  yon  E'. 
Projiziert  man  nun  K  yon  0  aus  auf  E'y  so  erhält  man  einen  KS  K\ 
der  wieder  reell  und  nicht  entartet  ist^  da  diese  Eigenschaften  bei 
beliebigem  Projizieren  und  Schneiden  erhalten  bleiben.  Bei  dieser 
Projektion  geht  aber  das  Punktepaar  A^y  Ä^  von  K  in  das  Punkte- 
paar J^y  J^  der  Ebene  E^  über.  K*  geht  also  durch  dieses  hindurch 
und  ist  folglich  ein  EreiS;  d.  h.: 

Jeder  reelle  nicht  entartete  KS  kann  als  Projektion 
eines  reellen  Kreises  aufgefaßt  werden. 

Da  man  den  Ort  der  Strahlen^  die  irgend  eine  ebene  Kurve  von 
einem  außerhalb  ihrer  Ebene  liegenden  Punkte  aus  projizieren^  als 
Kegel  bezeichnet;  so  ist  also  K  der  Schnitt  einer  Ebene  mit 
einem  Kegel^  der  durch  Projektion  eines  Kreises  entsteht. 
Als  ebene  Schnittfiguren  eines  solchen  Kegels  wurden  die  Kuryen 
zweiter  Ordnung  im  Altertum  in  die  Geometrie  eingef&hrt  und 
deshalb  als  ^^Kegelschnitte^  bezeichnet. 

Da  man  sich  yon  dem  Kegel,  der  durch  Projektion  eines  Kreises 
entsteht,  eine  anschauliche  Vorstellung  machen  kann,  so  erhält  man 
eine  solche  auch  von  seinen  ebenen  Schnitten.  Man  kann  auch  die  Be- 
dingungen angeben,  unter  denen  ein  solcher  Schnitt  eine  Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel  ist.  K^  sei  der  Kreis,  der  yon  einem  be- 
liebigen außerhalb  seiner  Ebene  liegenden  Punkte  0  aus  durch  einen 
Kegel  projiziert  wird,  g  eine  Gerade  in  der  Ebene  yon  K^^  E  eine 
beliebige  zur  Ebene  Og  parallele  Ebene,  deren  uneigentliche  Gerade 
also  die  Projektion  von  g  yon  0  aus  ist.  Dann  ist  der  KS  f,  den  E 
aus  dem  Kegel  ausschneidet  (der  also  die  Projektion  von  K^  dar- 
stellt), Ellipse  oder  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nachdem  g  den 
Kreis  K^  imaginär  oder  reell  schneidet  oder  berührt.  Ebenso  gilt 
das  Umgekehrte.     D.  h.: 

Eine  beliebige  Ebene  E  (die  nicht  durch  die  Spitze  0  des 
Kegels  geht)  schneidet  den  Kegel  in  einer  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel,  je  nachdem  die  ihr  parallele  Ebene  durch  0 
den  Kreis  K^  in  zwei  imaginären,  reellen  oder  zusammen- 
fallenden Punkten  schneidet. 


180.  [S&tze  nud  Aufgaben  ftber  den  Kreis.]  a)  Kreis  durch 
drei  Punkte,  —  Da  jeder  Kreis  durch  die  beiden  absoluten  Punkte 
Jj,  J^  geht,  ist  er  durch  drei  nicht  auf  derselben  Geraden  liegende 
eigentliche  Punkte,  yon  denen  auch  nicht  zwei  auf  einem  absoluten 
Strahl  liegen,  bestimmt.  Sind  x^\y^j  ^2\y%i  ^s'^s  diese  Punkte,  so 
ergibt  sich  nach  Art.  114  als  Gleichung  des  Kreises 
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(13) 


a;«  +  y«     x 

y 

1 

V+yi*    «1 

Vi 

1 

V+y»*   <"* 

Vi 

1 

V+y»*  «« 

Vt 

1 

«0. 


b)  Äquiforme  Normalform  der  Gleichung  des  Kreises.  —  Wählt 
man  den  Mittelpunkt  eines  Ejreises  als  Koordinatenanfangspunkt, 
seinen  Badius,  bezw.  den  des  konjugierten  Kreises  als  Längeneinheit^ 
so  ist  seine  Gleichung 

(ÄQ.N.)        ±(a;«+y>)  =  l 

mit  dem  oberen  Zeichen  fQr  den  reellen^  dem  unteren  Zeichen  für 
den  imaginären  Kreis.  Diese  Gleichung  nennen  wir  die  äquiforme 
Normalform  der  Kreisgleichung.  Sie  hat  dieselbe  Gestalt  wie 
die  affine  Normalform  der  Gleichung  einer  beliebigen  Ellipse.  Die 
Eichkurye  der  gleichseitigen  orthogonalen  Gartesischen  Koordinaten 
ist,  wie  wir  wissen,  ein  reeller  Kreis. 

c)  Polarität  in  hessug  auf  einen  Kreis,  —  Die  Normalform  der 
Kreisgleichung  benutzen  wir,  um  die  orthogonalmetrischen  Besonder- 
heiten der  Polaril^t  in  bezug  auf  einen  Kreis  als  Ordnungskurve  zu 
untersuchen.  Die  Polare  eines  Punktes  x^\y^  in  bezug  auf  den 
reellen  oder  imaginären  Kreis 

(14)  x>  +  y««6      (^=±1) 
hat  die  Gleichung 

(15)  xx^  +  yyi  =  « 
oder  die  Koordinaten 

(16)  ^  Mi  =  -6a;„    vi  =  -6yi 

und  steht  also  senkrecht  auf  dem  durch  den  Pol  x^\yi 
gehenden  Durchmesser.  Da  die  Orthogonalität  auch  für  imaginäre 
Elemente  definiert  ist,  so  gilt  dies  auch  fSr  alle  imaginären  Punkte 
^1 1  !/i  •  —  Speziell  steht  somit  auch  die  Tangente  in  einem  Kreispunkt 
immer  senkrecht  auf  dem  durch  ihn  gehenden  Radius. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  ein  KS  ein  Kreis  (oder  ein  absolutes 
Strahlenpaar)  sein  muß,  wenn  die  Polare  jedes  Punktes  senk- 
recht auf  dem  durch  ihn  gehenden  Durchmesser  steht  Um 
hieraus  nachher  eine  Reihe  von  wichtigen  Folgerungen  in  voller  All- 
gemeinheit ziehen  zu  können,  müssen  wir  zunächst  eine  Betrachtung 
über  imaginäre  Dreiecke  vorausschicken. 

Indem  wir  von  Dreiecken  mit  lauter  imaginären  Ecken  absehen, 
wollen  wir  ein  Dreieck  mit  einer  reellen  und  zwei  aggregiert 
imaginären  Ecken  der  Kürze  halber  als  ein  (in  engerem  Sinn)  ima- 
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ginäres  Dreieck  bezeichnen  und  auch  ein  solches  Dreieck  recht- 
winklig nennen^  wenn  für  zwei  seiner  Seiten  die  Bedingung  der 
Orthogonalitat  erfüllt  ist.  Da  zwei  aggregiert  imaginäre  Gerade 
niemals  orthogonal  zueinander  sind,  ist  ein  imaginäres  Dreieck 
nur  dann  rechtwinklig,  wenn  eine  und  folglich  auch  die  andere 
seiner  aggregiert  imaginären  Seiten  orthogonal  zu  seiner  reellen  Seite 
ist,  d.h.  wenn  es  eine  nneigentliche  reelle  Ecke  besitzt. 

Ein  eigentliches  imaginäres  Dreieck  kann  somit  niemals 
rechtwinklig  sein. 

Genau  wie  für  das  reelle  eigentliche  beweist  man  nun  auch  für 
das  imaginäre  eigentliche  Dreieck,  daß  sich  die  drei  mit  den  Ecken 
desselben  inzidierenden  und  zu  den  Gegenseiten  orthogonalen  Geraden 
(d.  h.  die  drei  Höhen  des  Dreiecks)  in  einem  und  demselben  Punkt, 
der  immer  reell  ist,  schneiden  müssen.  (Übungsaufgabe!).  Wenn  wir 
diesen  Punkt  den  „Höhenpunkt^^  des  Dreiecks  nennen,  können  wir 
also  sagen: 

Jedes  reelle  und  jedes  (in  engerem  Sinn)  imaginäre  eigent- 
liche Dreieck  besitzt  einen  reellen  Höhenpunkt,  der  bei 
dem  imaginären  Dreieck  niemals  mit  dessen  reeller  Ecke 
zusammenfallen  kann. 

Aus  der  oben  festgestellten  orthogonalen  Lage  der  Polaren  eines 
Punktes  zu  dem  mit  ihm  inzidierenden  Durchmesser  ergeben  sich  nun 
direkt  die  folgenden  für  reelle  und  imaginäre  Dreiecke  in  glei- 
cher Weise  gültigen  Sätze: 

Ein  KS  ist  dann  und  nur  dann  ein  Kreis  (oder  ein  absolutes 
Strahlenpaar),  wenn  der  Höhenpunkt  jedes  eigentlichen  Polar- 
dreiecks mit  dem  Mittelpunkt  des  ESes  zusammenfällt.  (Als 
Übungsaufgabe  beweise  man  dies  auch  auf  ähnliche  Art,  wie  der 
vorletzte  Satz  in  Art.  184  bewiesen  wird.) 

Ein  Kreis  ist  durch  ein  beliebiges  seiner  eigentlichen 
Polardreiecke  eindeutig  bestimmt.  (Dies  folgt  auch  aus  Übungs- 
aufgabe 1  in  Art.  82.)  Ist  dieses  Dreieck  rechtwinklig,  so  ent- 
artet der  Kreis  als  Punktkurve  in  das  durch  seine  rechtwinldige 
Ecke  gehende  absolute  Strahlenpaar,  als  Strahlenkurve  in  diese  Ecke 
als  Doppelpunkt.  Ist  das  gegebene  eigentliche  Polardreieck 
reell  (und  nicht  rechtwinklig),  so  ist  der  Kreis  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  der  Höhenpunkt  außerhalb  oder  inner- 
halb des  Dreiecks  liegt  (s.  Art.  155).  Wenn  aber  das  Dreieck 
(in  engerem  Sinn)  imaginär  ist,  so  ist  der  Kreis  immer  reell 
(s.  Art.  131). 

Ein  KS  ist  dann  und  nur  dann  ein  Kreis,  wenn  alle  seine 
uneigentlichen  Polardreiecke  rechtwinklig  sind. 
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Zu  einem  gegebenen  nnelgentlichen  rechtwinkligen  Polar- 
dreieck gehören  cx>^  Kreise.  Wenn  das  Dreieck  nor  eine  tin- 
eigentliche  Eck^  besitzt,  so  ist  jeder  Punkt  der  dieser  Ecke  gegen- 
überliegenden Seite  Mittelpunkt  eines  solchen  Kreises.  Hat  das  (dann 
immer  reelle)  Dreieck  aber  zwei  uneigentliche  Ecken,  so  ist  seine 
eigentliche  Ecke  der  Mittelpunkt  aller  zu  ihm  gehörigen  Kreise. 

Die  Polarkurre  (s.  Art.  129)*  eines  beliebigen  Kreises 

(17)  x'+  y'+  2a,^x  +  2a,^y  +  a^^O 

in  bezug  auf  den  Kreis  (14)  als  Ordnungskurve  hat  nach  (16)   die 
Gleichung 

(18)  u^+  t;«-  26a,^u  -  2€a,^v  +  a„-  0; 

sie  ist  daher  nach  den  Kriterien  des  Art.  178  dann   und  nur  dann 
ebenfalls  ein  Kreis,  wenn  a^g^-ags^O  ist,  d.h.: 

Die  Polarkurve  eines  Kreises  in  bezug  auf  einen  andern 
ist  dann  und  nur  dann  ebenfalls  ein  Kreis,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Kreise  konzentrisch  sind. 

d)  Potenz  eines  Punktes  in  hezug  auf  einen  Kreis,  —  Als  Potenz 
eines  Punktes  P  =  a;|y  in  bezug  auf  einen  reellen  oder  ima- 


Fig.  ISOa.  Fiff.  120  b. 

ginaren  Kreis  müssen  wir  nach  Art.  156  das  Produkt  der  auf  einer 
beliebigen  Sekante  durch  P  (s.  Fig.  120a  und  120b)  von  diesem  Punkt 
und  von  ihren  beiden' Kreispunkten  begrenzten  Strecken  PPi,  PP^j 
gemessen  durch  den  Kreisradius,  verstehen.^) 

Ist  also  jlf  =  a  1 6  der  Mittelpunkt  des  durch  Gl.  (11)  dargestellten 
Kreises,  P  der  Berührungspunkt  einer  von  P  an  den  Kreis  gelegten 
reellen  oder  imaginären  Tangente,  so  ist  nach  den  Formeln  a.  a.  0. 

1)  Diese  (geometrische)  Definition  der  Potenz  eines  Punktes  in  bezug  auf 
einen  Kreis  ist  von  der  Längeneinheit  des  Koordinatensystems  völlig  unab- 
hängig und  daher  der  sonst  üblichen  (analytischen),  bei  der  die  linke  Seit« 
Ton  Gl,  (20)  als  Potenz  definiert  wird,  vorzuziehen. 
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('»)     (il)'-^f'=(^°)'+(^)-i- 

Ist  aber  €  die  Längeneinheit  des  Koordinatensystems;  so  ergibt  sich 
hiemach 

(20)  (llf-  ^^  =  (a;  _  «)» +  (y  -  by  -  rK 

Als  Spezialisierang  zweier  affinen  Sätze  des  Art.  156  ergeben 
sich  also  für  reelle  Punkte  P  die  Sätze: 

Die  Potenz  eines  äußeren  Punktes  P  in  bezug  auf  einen 
reellen  Kreis  ist  gleich  dem  Quadrat  jeder  seiner  beiden 
durch  den  Kreisradius  gemessenen  Tangentenstrecken 
(s.  Fig.  120a). 

Die  Potenz  eines  inneren  Punktes  P  in  bezug  auf  einen 
reellen  Kreis  ist  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  halben 
in  P  auf  dem  Durchmesser  MP  senkrecht  stehenden  durch 
den  Kreisradius  gemessenen  Sehne  (s.  Fig.  120b). 

«  Übungsaufgabe:  Man  beweise:  Die  Potenz  eines  Punktes 
P  in  bezug  auf  einen  Kreis  ist  gleich  1  :  tg*(d^)  =  cotg*(rf^), 
wenn  d  den  mit  P  inzidierenden  Durchmesser;  t  eine  der  mit  P  in- 
zidierenden  Tangenten  des  Kreises  bedeutet. 


181.  [InTersion  oder  Spiegelnug  am  Kreis.]  Aus  der  Po- 
larität in  bezug  auf  einen  Kreis  können  wir  eine  andere  gegenseitig 
eindeutige  Zuordnung  in  der  Ebene  herleiten.  Ist  (Fig.  121)  P  =  x\y 
ein  beliebiger  eigentlicher  (reeller  oder  imaginärer)  Punkt  der  EbenC; 
p  seine  Polare  in  bezug  auf  den  durch 

(14)  x'+y'^€        (£»±1) 

gegebenen  „Inversionskreis"  K,,  und  ordnen  wir  dem  Punkte  P 
den  Schnittpunkt  P'=x'\y'  von  p  mit  dem  Radius  Vektor  OP  zu, 
so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  ein-eindeutige  Zuordnung 
aller  eigentlichen  auf  keiner  Asymptote  des  Kreises  liegen- 
den Punkte  der  Ebene,  die  man  die  Inversian  oder  Spiegelung 
am  Kreise  K,  nennt.  Dagegen  entspricht  bei  dieser  Zuordnung 
allen  uneigentlichen  Punkten  der  Ebene  der  Mittelpunkt  von 
K^,  und  zwar  den  von  J^  und  J^  verschiedenen  nur  der  Mittel- 
punkt, jedem  dieser  beiden  Punkte  aber  jeder  Punkt  der  durch  ihn 
gehenden  Asymptote.  Auf  die  uneigentlichen  und  die  auf  einer 
Asymptote  liegenden  Punkte  erstreckt  sich  also  die  ein-ein- 
deutige Zuordnung  der  Inversion  tatsächlich  nicht. 
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Aus  der  Herleitung  der  Inversion  folgt,  daß  reellen  Punkten  stets 
wieder  reelle,  imaginären  Punkten   aber   imaginäre  entsprechen, 

die  aber  nur  dann  aggregiert  ima- 
ginär sind,  wenn  sie  auf  einem  re- 
ellen Durchmesser  von  K^  liegen. 
Femer  sieht  man  direkt,  daß  die 
Paare  einander  inverser  Punkte  auf 
einem  reellen  Durchmesser  von  JE, 
die  Involution  bilden,  die  dieser 
Durchmesser  in  bezug  auf  den  Kreis 
K^  trägt,  d.  h.: 

Die  auf  einem  reellen  Durch- 
messer des  Inversionskreises 
liegenden  Paare  zueinander 
inverser  Punkte  bilden  eine 
hyperbolische  oder  eine  ellip- 
tische Involution,  je  nachdem  der  Inversionskreis  reell  oder 
imaginär  ist. 

Da  zwei  inverse  Punkte  P,  P'  durch  die  Gleichungen  • 

^y  —  y^'=  ^ 

verbunden  sind,  ergibt  sich 


Fig.  121. 


(21) 


X  = 


^y 


^'f_|.y'i;        y        ic'»  +  y'* 


Das  Produkt  ihrer  Radii  Yectores  (gemessen  durch  den  Radius  von 
K^  ist  also  absolut  genommen  gleich  Eins.  Deshalb  nennt  man 
dieses  Abbildungsverfahren  auch  das  Prinzip  der  reziproken  Ra- 
dien.^) Nach  (14)  liegt,  wenn  P  und  P'  reell  sind,  der  Mittelpunkt 
0  von  K^  nicht  zwischen  oder  zwischen  P  und  P',  je  nachdem 
«  =  -f  1  oder  =  —  1  ist.  Im  ersten  Fall  haben  Ol?  und  OT*  gleichen, 
im  zweiten  Fall  entgegengesetzten  Richtungssinn.  Also  ist  das 
Produkt  der  Radii  Vectores  zweier  reellen  inversen  Punkte 
(gemessen  durch  den  Radius  von  K^  =+1  oder  =—1,  je  nach- 
dem der  Inversionskreis  JST,  reell  oder  imaginär  ist.  (Dies 
folgt  übrigens  auch  daraus,  daß  dieses  Produkt  die  Potenz  der 
Involution  darstellt,  die  der  Durchmesser  "PV  in  bezug  auf  den 
Kreis  K^  trägt.) 

Die  Punkte  des  Inversionskreises  sind  die  einzigen  sich 


1)  Flacker,  Joam.  f.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  11  (1834),  S  219ff.  —  Liouville 
Journ.  de  Math.  I.  Serie,  T.  12  (1847),  S,  276. 
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selbst  inversen  Punkte  der  Ebene.  Bei  imaginärem  Inyer- 
sionskreis  existieren  also  keine  reellen  sich  selbst  inversen 
Punkte. 

Das  ;,Bild''  der  eigentlichen  reellen  Geraden 

(22)  ux  +  vy  +  s  =  0 

ist  nach  (21)  der  durch  den  Mittelpunkt  0  yon  K^  gehende  Kreis 

s{x^+  y*)  +  €ux  +  €vy  =  0; 

jede  solche  Qerade  ist  also  gemeinsame  Sehne  ihres  Bildes  und  des 
Inversionskreises. 

Da  aber  das  Bild  eines  Bildes  wieder  die  ursprüngliche  Kurve 
sein  muß,  ist  auch  das  Bild  jedes  durch  0  gehenden  Kreises  die  ihm 
und  dem  Inversionskreis  gemeinsame  eigentliche  reelle  Sehne.  Die  Tan- 
gente jenes  Kreises  im  Punkte  0  ist  seiner  Bildgeraden  parallel.  Hier- 
aus folgt  unmittelbar: 

Die  Bildkreise  zweier  Geraden  schneiden  sich  unter 
demselben  Winkel  wie  die  Geraden  selbst. 

Hieraus  wiederum  folgt  leicht^);  daß  irgend  zwei  Kurven  (d.  h. 
ihre  Tangenten  in  jedem  ihrer  Schnittpunkte)  im  allgemeinen  den- 
selben Winkel  einschließen  wie  ihre  Bildkurven  im  Bilde  dieses  Schnitt- 
punktes. (Nur  wenn  letzterer  mit  dem  Mittelpunkt  des  Inversionskreises 
zusammenfällt;  gilt  dieser  Satz  nicht.)  Eine  Abbildung  von  dieser 
Eigenschaft  nennt  man  eine  isogonale,  konforme  oder  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnliche  Abbildung. 

Wenn  die  Gerade  (22)  durch  0  geht,  entartet  ihr  BUd  in  sie 
selbst,  d.h.  jede  durch  den  Mittelpunkt  des  Inversionskreises 
gehende  Gerade  ist  sich  selbst  invers. 

Das  Bild  eines  nicht  durch  0  gehenden  Kreises 

(23)  x^+y^+  2a,^x^  2a^y  +  a^^Q      K  +  0) 
hat  die  Gleichung 

(24)  a,a(^  +  .vO  +  ^bo^^x  +  26a,,y  -f-l  -  0, 

es  ist  also  ebenfalls  ein  Kreis.  Deshalb  wird  die  Inversion  auch 
als  eine  Kreisverwandtschaft  bezeichnet.^) 

Jeder  Kreis,  der  durch  zwei  inverse  Punkte  geht,  ist 
sich  selbst  invers.  Denn  er  hat  mit  seinem  BUd  außer  diesen 
beiden  Punkten  zwei  sich  selbst  inverse  Punkte  (seine  beiden  eigent- 


1)  YergL  z.  B.  M.  Simon,  Anal.  Qeom.  d.  Ebene,  Samml.  Schubert  YIII, 
Leipz.  1900,  S.  108.  -w 

2)  Moebins,  Über  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  geometrischen  Fi- 
guren, Leipz.  Ber.  Bd.  5  (1853),  Ges.  Werke.  Bd.  2,  S.  213. 
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liehen  Schnittpunkte  mit  K^  gemein.  Aus  (23)  und  (24)  folgt,  daß 
jeder  sich  selbst  inverse  Kreis  durch  die  Gleichung 

{K)        rr«  +  y»  +  2^130;  +  20,3^  +  £  =  0 

dargestellt  ist.  Es  gibt  somit  bei  imaginärem  Inversionskreis  nur 
reelle,  bei  reellem  Inversionskreis  aber  sowohl  reelle,  wie  auch 
imaginäre  sich  selbst  inverse  Kreise. 

Die  Schnittpunkte  von  K^  und  K  liegen  auf  der  Geraden 

(25)  a^^x  +  a,3y  +  «  =  0, 

die  die  Polare  des  Mittelpunktes  M  von  K  in  bezug  auf  K^  und  zu- 
gleich die  Polare  des  Mittelpunktes  0  von  K^  in  bezug  auf  K  dar- 
stellt.    Daraus  folgt: 

Die  eigentlichen  Schnittpunkte  des  Inversionskreises 
mit  einem  sich  selbst  inversen  Kreise  sind  die  Berührungs- 
punkte der  von  dem  Mittelpunkt 
jedes  der  beiden  Kreise  an  den  an- 
dern gelegten  Tangenten  (Fig.  122a). 
Und  hieraus  folgt  weiter,  weil  der  Ra- 
dius eines  Kreises  immer  senkrecht  auf 
der  Tangente  in  seinem  Kurvenpunkt 
steht: 

Jeder  sich  selbst  inverse  Kreis 
schneidet  den  Inversionskreis  or- 
thoffonaL 

Flg.  122  •.  ® 

Zu  den  sich  selbst  inversen  Kreisen 
gehört  außer  dem  Inversionskreis,  der  dadurch  ausgezeichnet  ist,  daß 
er  nur  sich  selbst  inverse  Punkte  enthält,  auch  der  zu  diesem  kon- 
jugierte Kreis  K_^ 

(26)  a;«-hy«--^, 

bei  dem,  wie  (21)  zeigt,  stets  zwei  einander  diametral  gegenüber- 
liegende Punkte  zueinander  invers  sind.  Die  Schnittpunkte  dieses 
Kreises  mit  einem  beliebigen  sich  selbst  inversen  Kreise  liegen  auf 
der  Geraden 

(27)  a^^x  +  a^y  =  0. 

D.  L:  Jeder  sich  selbst  inverse  Kreis  schneidet  den  zum 
Inversionskreis  konjugierten  Kreis  in  zwei  einander  diame- 
tral gegenüberliegenden  Punkten  des  letzteren  (Fig.  122b). 

Da  von  den  beiden  Kreisen  JC,  und  K_^  immer  (und  nur)  einer 
reell  ist,  spricht  in  jedem  Fall  einer  der  beiden  letzten  Sätze  eine 
reelle  Eigenschaft  der  sich  selbst  inversen  reellen  Kreise  aus. 
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Als  Übungsaufgabe  zeige  man,  daß  alle  diese  Sätze  mit  Aus- 
nahme des  vorletzten  in  folgender  Form  auch  schon  in  der  affinen 
Geometrie  gelten: 

Bei  der  genau  analog  zu  definierenden  Inversion  an  einem  be- 
liebigen Zentral-ES  K,  entspricht  jeder  Geraden  ein  durch  den  Mittel- 
punkt 0  von  K^  gehender, 
zu  K^  homothetischer  ES  und 
umgekehrt,  jedem  nicht  durch 
0  gehenden,  zu  K,  homothe- 
tischen  KS  aber  wieder  ein 
solcher. 

Ein  zu  K,  homotheti- 
scher  ES  ist  sich  selbst  in- 
vers,  sobald  er  durch  zwei 
inverse  Punkte  geht. 

Die  eigentlichen  Schnitt- 
punkte des  Inversions-ESes 
mit  einem  sich  selbst  inversen 
ES  (der  zu  jenem  homothe-  Fig.  122  b. 

tisch  ist)  sind  die  Berührungs- 
punkte der  von  dem  Mittelpunkt  jedes  der  beiden  ESe  an  den  andern 
gelegten  Tangenten. 

Jeder  sich  selbst  inverse  ES  schneidet  den  zum  Inversions-ES 
konjugierten  ES  in  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Punkten  des 
•letzteren. 

(Wenn  der  Inversions-ES  eine  Hyperbel  ist,  können  die  bei- 
den letzten  Sätze  etwas  reelles  aussagen.  Man  stelle  fest,  wann 
dies  tatsächlich  der  Fall  ist.) 


(28) 


182.  [Ahnllohkeitskreis  nnd  Ahnllohkeltspunkte  zweier 
Kreise.]  Wir  suchen  jetzt  den  Ort  aller  Punkte,  deren  Tangenten- 
strecken an  zwei  Ereise  sich  wie  deren  Radien  verhalten.  Die  beiden 
Ereise  seien  durch  die  Gleichungen 

^i^(«-«i)'+(y-M*-V-o 

gegeben,  in  denen  wieder  r^  und  r,  reelle  oder  rein  imaginäre  Werte 
haben  dürfen.     Nach  (20)  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

(29)  Z-„=VJi:,-V^-0; 

er  ist  also  selbst  ein  Ereis,  der  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden 
gegebenen  Ereise  geht  und  reell  ist,  wenn  diese  beide  reell  oder 
beide  imaginär  sind,  aber  imaginär  wird,   sobald  nur  einer  der 
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gegebenen  Kreise  imaginär  ist.  Ist  £j  und  K^  reell  und  liegt  K^ 
wenigstens  teilweise  außerhalb  K^  nnd  K^,  so  folgt  leicht,  daß  die 
beiden  Winkel^  die  die  von  einem  außerhalb  K^  und  K^  liegenden 
Punkt  von  K^  bji  K^^  bezw.  K^  gelegten  Tangenten  bilden,  einander 
gleich  sind,  daß  also,  von  einem  solchen  Punkt  aus  gesehen,  K^  und  K^ 
gleich  groß  erscheinen.  Deshalb  nennt  man  den  Kreis  K^  den  Ahn- 
lichkeitskreis  YonK^  undjS!^.  Die  Zentrale  (d.  h.  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte)  von  K^  und  K^  geht  auch  durch  den  Mittel- 
punkt von  K^   und  schneidet   diesen  Kreis   in   den  beiden  Punkten 


(30) 


von  denen  der  erste  als  äußerer,  der  zweite  als  innerer  Ähnlich- 
keitspunkt von  K^  und  JBT,  bezeichnet  wird.  Sie  sind  reell  bei 
reellem,  imaginär  bei  imaginärem  Ähnlichkeitskreis,  und  die  von  ihnen 
ausgehenden  Tangenten  an  K^  fallen  mit  denen  an  K^  zusammen. 
Dies  folgt,  wenn  die  Tangenten  reell  sind,  unmittelbar  aus  der  oben 
angegebenen  Eigenschaft  des  Ähnlichkeitskreises;  allgemein  weist  man 
es  durch  eine  einfache  Rechnung  nach.  Da  die  beiden  Ähnlichkeits- 
punkte hiernach  ein  Paar  von  Gegenecken  des  gemeinsamen  Tangenten- 
vierseits  der  beiden  Kreise  bilden,  folgt  aus  ihrer  Lage  auf  der  Zen- 
trale der  Satz: 

Das  gemeinsame  Tangentenvierseit  zweier  Kreise  liegt 
stets  symmetrisch  in  bezug  auf  eine  seiner  Diagonalen. 

Übungsaufgaben:  1.  Die  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet: 
Einem  Yierseit,  das  symmetrisch  in  bezug  auf  eine  seiner 
Diagonalen  liegt,  lassen  sich  stets  zwei  und  nur  zwei  Kreise 
einschreiben.  —  Man  beweise  diesen  Satz  für  das  Vierseit  erster 
Art  und  überzeuge  sich  davon,  daß  er  fiir  jedes  so  beschafiFene  Vier- 
seit zweiter  oder  dritter  Art  erst  dann  allgemein  gilt,  wenn 
man  den  Begriff  des  Kreises  auch  auf  diejenigen  durch  die  absoluten 
Punkte  gehenden  KSe  ausdehnt,  deren  Gleichungen  imaginäre 
Koeffizienten  besitzen.  Zu  dieser  Ausdehnung  des  Kieisbegriffs  haben 
wir  bis  jetzt  keine  Veranlassung  gehabt;  sie  wird  sich  aber  in  Kap.  XV 
als  zweckmäßig  erweisen. 

2.  Wenn  ein  Vierseit  symmetrisch  in  bezug  auf  zwei  seiner  Dia- 
gonalen liegt,  so  kann  man  ihm  nur  einen  Kreis  einschreiben.  Der 
zweite  Kreis  entartet  dann  in  die  uneigentliche  Gerade  als  Doppel- 
gerade. 

3.  Man  beweise,  daß  das  AV  des  äußeren,  bezw.  inneren  Ähn- 
lichkeitspunktes in  bezug  auf  die  Mittelpunkte  von  K^  und  jS^  den 
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Wert  r^  :  r^y  bezw.  —r^-r^  hat,  daß  also  jene  durch  diese  harmonisch 
getrennt  werden. 

4.  Man  zeige^  daß  zu  zwei  beliebig  gegebenen  Kreisen  K^  und  E^ 
stets  ein  und  nur  ein  dritter  Kreis  K^  so  bestimmt  werden  kann,  daß 
K^  Ähnlichkeitskreis  von  K^  und  K^  wird. 


183.  [Krfimmimgakreis  eines  beliebigen  KSes  in  einem 
reellen  Knrvenpnnkt.]  Wir  zeigen  noch,  daß  unter  den  oo^  reellen 
Kreisen,  die  einen  beliebigen  nicht  entarteten  KS  in  einem  beliebigen 
eigentlichen  reellen  Punkte  berühren,  einer  und  nur  einer  existiert, 
der  in  diesem  Punkt  einen  mehrfachen  Kontakt  mit  dem  KS  hat. 

Zu  dem  Ende  sei  der  betreffende  Kurvenpunkt  Nullpunkt,  die 
Tangente  des  KSes  in  diesem  Punkt  y- Achse  eines  gleichseitigen 
orthogonalen  Systems,  so  daß  der  KS  die  Gleichung  hat 

(31)  fix,  y,  1)  =  a^^x^+  2a^xy  +  a^y^  +  2a^^x  -  0    (a|,+  0) 

und  die  ihn,    also   die    y- Achse   im  Nullpunkt  berührenden   Kreise 
durch  die  Gleichung 

(32)  gix,  y,  1)  =  x'+y^-  2rx  -  0 

dargestellt  werden,  wobei  r  noch  alle  reelleu  Werte  annehmen  kann. 
Nun  erhält  man  die  Geradenpaare  des  durch  die  Gleichung 

(33)  f-Xg^O 

dargestellten  Büschels  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man  für  X  je  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

(34)  C(A)  ^  -  (a,3  +  Xry  (a,,  -  A)  -  0 

wählt.     Das  Büschel  hat  also  im  Nullpunkt  einen  mindestens  zwei- 
fachen Kontakt,  wenn 

(36)  r  =  -^. 

Der  Kreis  mit  diesem  Radius,  d.  h.  der  Kreis 

(36)  a,^{x'+y')  +  2a,^x^0 

heißt  der  Krümmungskreis,   sein  Mittelpunkt  der  Krümmungs- 
mittelpunkt,  ^  =  —0^13  «0^2    der   Krümmungsradius,    l:r    die 
Krümmung  des  KSes  (31)  in  dem  betrachteten  Punkt. 
Den  einzigen  entarteten  KS  des  Büschels 

Heffter  u.  Koehler,  anAlytische  Geometrie,  L  28 
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(37)  fix,y,l)-x[x'  +  y*+2"^^x]^0 

erhält  man  nach  (34),  indem  man  X  =  a„  setzt;  er  hat  also  die 
Gleichung 

(38)  {a,,^a,,)x'+2a,,xy^0 

und  ist  daher  im  allgemeinen  ein  Geradenpaar,  das  im  Falle  o^^O, 
^11 4"^  ^  ^1^^  Doppelgerade  entartet  und  nur  im  Falle  ^n^^a^y 
a^^^O  YÖllig  unbestimmt  wird;  d.h.: 

Der  Krümmungskreis  hat  im  allgemeinen  nur  einen 
zweifachen  Kontakt  mit  dem  KS.  Nur  bei  gewissen  Punkten 
jedes  KSes  (deren  geometrische  Bedeutung  Art.  186  zeigen  wird) 
ist  der  Kontakt  ein  dreifacher.  Ist  der  KS  selbst  ein  Kreis, 
so  ist  der  Krümmungskreis  in  jedem  Punkte  mit  ihm  identisch. 

Übungsaufgabe:'  Man  bestimme  die  Gleichung  des  Krüm- 
mungskreises eines  KSes  in  dem  beliebigen  Punkt  x^lffi. 

184.  [Sätie  und  Antraben  Aber  die  gleichseitige  Hy- 
perbel.] Wählt  man  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  die  orthogo- 
nalen Asymptoten  als  Koordinatenachsen  und  die  Längeneinheit 
geeignet,  so  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  und  der  zu  ihr  kon- 
jugierten Hyperbel 

(39)  a:y=l,        a;y  =  ~l. 

Hieraus  und  aus  dem  schon  in  Art.  177  für  die  gleichseitige 
Hyperbel  aufgestellten  Satz  folgt  leicht: 

Zwei  konjugierte  Halbmesser  eines  Systems  konjugierter 
gleichseitiger  Hyperbeln  sind  einander  gleich. 

Zwei  konjugierte  gleichseitige  Hyperbeln  sind  kon- 
gruent. 

Femer  folgt  aus  Art.  156,  Art.  155  Aufgabe  3.  und  dem  vor- 
letzten Satz: 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  Differenz  der 
Quadrate  zweier  Sehnen,  die  einen  reellen  Kurvenpunkt  mit 
den  Kurvenpunkten  eines  inneren  Durchmessers  verbinden, 
gleich  dem  vierfachen  Quadrat  jedes  der  beiden  ihnen  paral- 
lelen Halbmesser  der  gegebenen,  bezw.  der  zu  ihr  konju- 
gierten Hyperbel. 

Wir  beweisen  femer  den  Satz: 

Ein  KS  ist  dann  und  nur  dann  eine  gleichseitige   Hy- 
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perbel  oder  ein  orthogonales  &c^radenpaar,  wenn  der  Höhen- 
punkt  jedes  ihm  eingeschriebenen  reellen  oder  (in  engerem 
Sinn)  imaginären  Dreiecks  ebenfalls  auf  ihm  liegt. 

Ist  P^P^P^  ein  beliebiges,  dem  ES  eingeschriebenes  Dreieck,  so 
besitzt  es,  auch  wenn  es  imaginär  ist,  eine  reelle  Seite,  etwa  P^  P^=p^, 
der  die  reelle  Ecke  P,  gegenüberliegt,  also  auch  eine  reelle  Höhe 
A3  J_j>5.  Wir  wollen  nun  zum  Beweis  des  Satzes  das  Koordinaten- 
system so  wählen,  daB  p^  die  o;- Achse,  h^  die  y- Achse  und  P3  der 
Einheitspunkt  JB^y  derselben  wird.  Aus  den  Koordinaten  rr^,  0;  o;,,  0;  0, 1 
von  P|,  Pj,  P3  ergeben  sich  dann  für  den  Höhenpunkt  H  des  Dreiecks 
die  Koordinaten  0,  —  ^i^a,  wobei  x^  und  x^  reell  oder  aggregiert 
imaginär  sein  dürfen.  Falls  das  (dann  immer  reelle)  Dreieck  recht- 
winklig ist,  fällt  sein  Höhenpunkt  selbstverständlich  ebenfalls  auf  den 
KS;  wir  dürfen  also  annehmen,  daß  es  nicht  rechtwinklig,  d.  h.  daß 

(40)  x,  +  0,    x,  +  0,    x,x,  +  l+0, 
und  außerdem,  daß 

(41)  ^,-0^  +  0 

ist,  da  sonst  P^  und  P^  zusammenfielen. 
Ist  nun  die  Gleichung  des  KSes 

(42)  f{x,  y,  1)  E^  a,,x'+2a,,xy  +  ...  +  ^3,«  0, 

so  sind  die  Bedingungen  unseres  Satzes  dann  und  nur  dann  erfüllt, 
wenn  die  yier  Gleichungen 

«82  +2028  +ÖJ8='0 

.ö»2^^V-  2a^j^x^x^+  a,3=  0 

gleichzeitig  bestehen,  wobei  wegen  (40)  a,,  nicht  Null  sein  kann. 
Aus  der  ersten  und  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  durch  Subtraktion 
und  Division  mit  dem  nach  (41)  von  Null  verschiedenen  Faktor  (x^^  —  x^) . 

(44)  a,,(a:,-h^,)  +  2a,3«0; 

aus  der  dritten  und  vierten  durch  Subtraktion  und  Division  mit  dem 
nach  (40)  von  Null  verschiedenen  Faktor  {x^  x^  +  1) 

(45)  a,,(l--a;ia:,)  +  2a^3«0. 

Subtrahiert  man  diese  GFleichung  aber  von.  der  dritten  Gleichung  (43)^ 
so  erhält  man 

28* 
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(46)  (hiiiOiX^  +  a^^O 

und  hieraus  und  aus  (44)  unter  Benutzung  der  ersten  Gleichung  (43) 
(a^i  +  ötjj)«^'^  ^f  ^^^^y  ^*  ^ss  +  0  iß*- 

(47)  au  +  «M«0; 

der  ES  (42)  muß  also  eine  gleichseitige  Hyperbel  oder  ein  orthogo- 
nales Geradenpaar  sein,  wenn  die  Gleichungen  (43)  bestehen,  um- 
gekehrt folgt  aus  (47)  und  den  drei  ersten  Gleichungen  (43)  die 
Gültigkeit  der  vierten;  jede  gleichseitige  Hyperbel  und  jedes  orÜiogo- 
nale  Geradenpaar  hat  also  die  verlangte  Eigenschaft. 
Endlich  gilt  noch  folgender  Satz: 

Ein  Zentral-ES  ist  dann  und  nur  dann  eine  gleichseitige 
Hyperbel^  wenn  sein  Mittelpunkt  auf  dem  einem  beliebigen 
(reellen  oder  imaginären)  Polardreieck  umschriebenen  Kreise 
liegt. 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Punkte  x^ly^,  ^ilVij  ^»IVs  ^ 
Polardreieck  des  KSes 

(48)  a^i x^+2a^^xy  +  (i„ yH  Oj,  =  0 
bilden,  lauten 

(49)  a^iX^x^+  a^^{x^y^  +  x^y^)  +  a^^y^y^+  a^^^O 

«ii^Ä^i  +  0^18(^3^1  +  ^xVi)  +  ^^uViVi  +  0^==  0- 
Die  Bedingung  dafttr,  daß  der  Zentral-KS  (48)  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ist,  lautet 

(50)  a,,  +  a,,=  0. 

Die  Gleichungen  (49)  und  (50)  sind  als  Gleichungen  für  o^,  Oj,,  a^^  a„ 
dann  und  nur  dann  vertraglich,  wenn 


(61) 


i)  = 


«1*1 

«iy»  +  «iyi 

yiy> 

1 

«,«, 

o^y»  +  ^ntVi 

ViVs 

1 

«.«1 

a^0yi  +  a;iy. 

y»yi 

1 

1 

0 

1 

0 

=  0 


ist     Andererseits  ist  die  Bedingung  daftir,  dafi  der  Mittelpunkt  0|0 
von  (48)  auf  dem  dem  Polardreieck  umschriebenen  Kreis  liegt, 

V+yi*    «1    yi 

(52)  j^  V+y»*  «I  y»  -0- 

V+y«*  «»  y» 
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Da  aber^  wie  die  Ausrechnung  ergibt,  D  '^  J  ist,  so  sind  die  beiden 
Bedingongsgleichongen  (51)  und  (52)  stets  gleichzeitig  erfQllt,  womit 
der  Satz  bewiesen  ist. 

Übungsaufgabe:  Man  beweise,  daß  eine  gleichseitige  Hyperbel 
i.  a.  schon  durch  vier  ihrer  Punkte,  von  denen  zwei  auch  aggregiert 
imaginär  sein  dürfen,  eindeutig  bestimmt  ist,  und  gebe  an,  wie  die 
vier  Punkte  nicht  liegen  dürfen,  wenn  die  Hyperbel  bestimmt 
sein  solL 
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Die  Hanptaehfien  der  Kegelschnitte. 

186.    [Die   Xreispnnktpolaren    eines   beliebigen  KB  es.] 

Wie  uns  in  der  affinen  Geometrie  die  Polarentheorie  zu  den  Be- 
griffen des  Mittelpunktes,  der  Durchmesser,  der  Asymptoten  führte, 
wenn  wir  sie  auf  die  uneigentliche  Punktreihe  anwandten,  so  wird 
sie  uns  auch  hier  neue  orthogonalmetrische  Begriffe  und  Eigenschafben 
liefern,  wenn  wir  sie  auf  das  absolute  Punktepaar  J^,  J^  anwenden. 
Wir  fragen  abo  nach  den  Polaren  von  J^,  J^  in  bezug  auf 
den  KS 

(1)  f{x,y,t)^o. 

Dies  sind  zwei  aggregiert  imaginäre  Durchmesser,  die  wir  die  Kreis- 
pnnktpolaren  nennen  und  mit  j^,  j^  bezeichnen  wollen.  Während 
also  bei  einem  KS  in  der  affinen  Geometrie  ein  einziges  besonderes 
Durchmesserpaar  hervortritt,  nämlich  das  Asymptotenpaar,  so  sind  es 
in  der  äquiformen  Geometrie  zwei  solche  Paare,  nämlich  außer 
dem  Asymptotenpaar  noch  das  Paar  der  Kreispunktpolaren. 

ji  und  J2  siii^l  l'öi  der  Parabel  natürlich  parallel,  während  sie 
sich  bei  einem  Zentral-KS   im  eigentlichen  Mittelpunkt  schneiden. 

Beim  Kreis  müssen  j^  und  j^y  da  J^  und  J^  Kurvenpunkte 
sind,  mit  diesen  bezw.  inzidieren,  also  muß 

(2)  ii  =  ^n    it-h 

sein.  Die  Kreispunktpolaren  sind  die  absoluten  Tangenten  des 
Kreises.  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind  J^  und  J^  ein- 
ander konjugiert,  also  muß  j^  durch  J^  und  j^  durch  J^  gehen, 
d.  h.  es  ist 

(3)  k^hy        h-h' 

Also  auch  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  (aber  in  keinem  dritten 
Fall)  sind  die  Kreispunktpolaren  absolute  Strahlen. 

Um  endlich  die  Gleichung  des  Durchmesserpaares  j^  J^  zu  finden, 
setzen  wir  in 

f{x,y,t\x',y\t')^0 
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für  x\  y'y  i  die  Koordinaten  von  J^y  bezw.  J,  ein  und  erhalten 

(4)  /;(^,y,0±i/i(^,y,0='O 

mit  dem  oberen^  bezw.  unteren  Zeichen  als  Gleichungen  der  einzelnen 
Geraden  j^  und  j^^  also 

(5)  /i(«,y,0*+/i(«,y,0*-o 

als  Gleichung  des  Geradenpaares  jx^is- 

186.  [Die  Hauptachsen  der  KSe.]  Durch  «wei  Strahlen- 
paare eines  Büschels  wird  projektiv  ein  drittes  bestimmt^  das  jedes 
der  beiden  ersten  harmonisch  trennt.  Das  Durchmesserpaar,  das  so- 
wohl das  Asymptotenpaar  als  auch  das  Paar  der  Ereispunktpolaren 
harmonisch  trennt,  nennen  wir  das  Hauptaehsenpaar  des  ES  es. 

Wir  wollen  das  Hauptachsenpaar  zunächst  bei  den  Zentral-KSen 
bestimmen  und  dürfen  dabei  von  einer  Mittelpunktsgleichung 

(6)  f{Xj  y,  0  =  »11^*+  2ai,a;y  +  a„y«+  053^*=-  0 

des  KSes  ausgehen,  weil  wir  auch  bei  Zugrundelegung  gleichseitiger 
orthogonaler  G  artesisch  er  Koordinaten  durch  eine  Parallelverschie- 
bung des  Achsenkreuzes  genau  wie  in  Art.  152  zu  einer  solchen  über- 
gehen können. 

Das  Asjmptotenpaar  hat  die  Gleichung 

(7)  f{x,  y,0)  =  a^i  x^  +  2.aij  rcy  +  a„  y»  =  0, 

das  Ereispunktpolarenpaar  hat  nach  (5)  die  Gleichung 

(8)  (a,»  +  a,\)x'+  2a,,{a,,  +  a,,)xy  +  K|  +  a,|)y«=  0. 

Das  Paar  der  Hauptachsen  hat  also  nach  Art.  37.  (49)  (weil  man 
aus  der  dortigen  Involutionsgleichung  durch  Weglassen  der  Akzente 
die  Doppelelemente  gewinnt)  die  Gleichung 

x^  xy  y* 

(9)  a„  -ai.  Oll        «0, 

oder,  wenn  man  den  bei  den  Zentral-KSen  von  Null  verschiedenen 
Faktor  ^35  fortläßt, 

(10)  ajj  x^  +  (0,2  -  a^i)xy  -  «ig  y*  =  0. 

Beim  Kreis  und  nur  beim  Kreis  sind  alle  Koeffizienten  dieser 
Gleichung  Null.  Da  bei  ihm  j^,  j^  mit  den  Asymptoten  identisch 
sind,  ist  in  der  Tat  jedes  orthogonale  Durchmesserpaar  ein 
Hauptachsenpaar. 
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In  jedem  andern  Falle  ist  das  Hauptachsenpaar  (10)  reell,  weil 
die  Determinante  der  Gleichung  (10)  negativ  ist.  Das  Hauptachsen- 
paar ist  orthogonal;  da  die  Koeffizienten  von  x^  und  y*  in  (10)  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.  Die  beiden  Hauptachsen  sind  konjugierte 
Durchmesser  des  KSes,  weil  sie  die  Asymptoten  harmonisch  trennen. 
Das  Hauptachsenpaar  (10)  ist  also  das  Mittellinienpaar  des 
Asymptotenpaares.  Jede  der  beiden  Hauptachsen  ist  also  zu 
allen  ihr  konjugierten  Geraden  orthogonal. 

Um  das  Hauptachsenpaar  auch  bei  der  Parabel  zu  bestimmen, 
müssen  wir  von  ihrer  Gleichung  in  einem  beliebigen  gleichseitigen 
orthogonalen  System  ausgehen.  Denn  bei  der  Transformation  in 
eine  Mittelpunktsgleichung  in  Art.  152  wurde  nur  die  eine  Achse 
gedreht;  wir  würden  also  bei  Entnahme  der  Transformation  aus 
Art.  152  im  allgemeinen  zu  einem  nicht  mehr  orthogonalen  System 
übergehen  und  müßten  dann  erst  wieder  eine  Drehung  der  andern 
Achse  vornehmen. 

Ist 

(11)  fix,  9,  t)  ^  a,,a^+  2a,,xy  +  •••  +  a^,fi=  0 

die  Gleichung  der  Parabel,  also 

(12)  (a^^x  +  a^^y  +  a^^ty^  {a^^x  +  a^^y  +  a^ty^O 

die  Gleichung  des  Durchmesserpaares  j^,  jj,  so  müßten  wir,  um  die 
Untersuchung  ebenso  wie  bei  den  Zentral -KSen  zu  fähren,  das 
Achsenkreuz  so  drehen,  daß  Gl.  (11)  in  eine  Mittelpunktsgleichnng 
übergeht,  Gl.  (12)  also  nach  der  Transformation  außer  t  nur  noch 
eine  Koordinate  enthält.  Aus  der  letzteren  Gleichung  und  aus  der 
Gleichung  ^*  ==  0  des  Asymptotenpaares  ergäbe  sich  dann  genau  wie 
Gl.  (9)  aus  (7)  und  (8)  die  Gleichung  des  Hauptachsenpaares.  Wir 
können  aber  die  Rechnung  durch  eiue  geometrische  Überlegung 
wesentlich  abkürzen. 

Da  nämlich  das  Asymptotenpaar  der  Parabel  in  die  uneigentliche 
Gerade  g^  als  Doppelgerade  entartet,  so  muß  jedjBS  zu  dieser  har- 
monische Geradenpaar  diese  Gerade  selbst  enthalten.  Die  uneigent- 
liche Gerade  ist  also  die  eine  Hauptachse  der  Parabel.  Da 
das  Hauptachsenpaar  aber  auch  das  Parallelenpaar  j^yj^  harmonisch 
trennen  soll,  so  muß  die  andere  Hauptachse  (nach  der  Geometrie  im 
Parallelbüschel,  die  mit  derjenigen  in  der  eigentlichen  Punktreihe 
identisch  ist,)  die  Mittellinie  des  Parallelenpaares  jj,  j,  sein.  Für 
diese  ergibt  sich  aber  aus  (12)  nach  Art.  160 

(13)  (a^»  +  a,»,) a:  +  a,2  {a^^  +  a^) y  +  (o^  a^j  +  a^^  a^,)  t  «  0 
oder  mit  Rücksicht  auf  -4^3  =  0  (also  «n  +  «S2  +  0) 

(14)  a,,x  +  a,,y  +  ''-^'^^±^  =  0. 
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Diese  (wegen  a^*  +  «j,  +  0)  eigentliche  reelle  Gerade  ist  also 
die  eigentliche^  g^  die  nneigentliche  Hauptachse  der  Pa- 
rabel. Beide  Hauptachsen  sind  konjugierte  Durchmesser  der 
Parabel;  da  sie  der  durch  die  uneigentliche  Asymptote  (als  Doppel- 
gerade) hervorgerufenen  parabolischen  Involution  angehören.  Die 
eigentliche  Hauptachse  ist  orthogonal  zu  allen  \)\r  konju- 
gierten Geraden;  denn  ihr  Pol  hat  die  Koordinaten  a-^^y  a^^^  0^ 
imd  dieser  Punkt  ist  zu  dem  uneigentlichen  Punkt  der  Hauptachse 
(~~  ^12  >  ^11  >  0)  orthogonal. 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  fassen  wir  dahin  zusammen: 

Außer  dem  Kreis  besitzt  jeder  nicht  entartete  KS  ein 
bestimmtes  reelles  Hauptachsenpaar^  das  bei  den  Zentral- 
KSen  ein  eigentliches,  bei  der  Parabel  ein  eigentlich-un- 
eigentliches Paar  konjugierter  Durchmesser  ist.  Jede  eigent- 
liche Hauptachse  ist  zu  allen  ihr  konjugierten  eigentlichen 
Geraden  orthogonal  und  bildet  daher  eine  Achse  orthogo- 
naler Symmetrie  für  den  KS. 

Die  (reellen  oder  imaginären)  Schnittpunkte  des  KSes  mit  den 
Hauptachsen  heißen  die  Scheitel  desKSes,  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  Scheiteltangenten.  Jede  Scheiteltangente  ist  ortho- 
gonal zu  der  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Haupt- 
achse. 

Stellt  man  endlich  den  KS  f{Xy  y,  <)  «=  0  in  Linienkoordinaten  dar 

(15;  F{u,  V,  s)  =  0, 

so  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  daf&r^  daß 
die  Gerade  Uy  v,  s  eine  Hauptachse  ist,  die  Gleichungen 


(16) 


F,{u,i},s)-.Q, 


U  V 

F^(u,v,s)    Fi(u,v,s) 


0. 


Denn  die  erste  drückt  aus,  daß  jene  Gerade  ein  Durchmesser  ist,  die 
zweite,  daß  die  eigentliche  Gerade  u,  v,  s  zu  ihrem  Pol  orthogonal 
ist.  Für  die  uneigentliche  Gerade  aber  wird  die  zweite  Gleichung 
stets,  die  erste  dagegen  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  der  KS 
eine  Parabel  ist.^) 

1)  Die  von  uns  gewählte  Definition  der  Hauptachsen  kennzeichnet 
sich  abgesehen  von  der  natürlichen  Anpassung  an  unsere  ganze  Methode  auch 
dadurch  als  sachgemäß,  daß  sie  bei  allen  KSen  gleichzeitig  beide  Haupt- 
achsen Liefert.  Definiert  man  dagegen  die  Hauptachsen  als  Durchmesser,  die  zu 
allen  ihnen  konjugierten  Geraden  (d.  h.  zu  ihrem  Pol)  orthogonal  sind,  so  fehlt 
die  uneigentliche  Hauptachse  der  Parabel;  definiert  man  sie  als  Mittellinien  des 
Asymptotenpaares,  so  bleibt  die  eigentliche  Hauptachse  der  Parabel  unbestimmt; 
definiert  man  sie  als  Mittellinien  des  Kreispunktpolarenpaares ,  so  bleiben  sie 
bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  unbestimmt. 
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Übungsaufgaben:  1.  Man  leite  die  Gleichung  des  Hauptachsen- 
paares  der  Parabel  in  der  oben  angedeuteten  Weise  wie  beim  Zentral- 
KS  her. 

2.  Man  zeige^  daß  nur  in  den  reellen  Scheiteln  eines  ES  es  der 
Erümmungskreis  einen  dreifachen  Eontakt  mit  ihm  besitzt. 

187.  [Transformation  der  0-leichnng  eines  Zentral-BSes 
auf  die  Hauptachsen.]  Wählen  wir  die  Hauptachsen  eines  Zentral- 
ESes  als  Eoordinatenachsen,  so  enthält  die  Gleichung  des  ES  es  nur 
die  Quadrate  der  Eoordinaten  und  das  konstante  Glied,  weil  die 
Hauptachsen  zusammen  mit  g^  ein  Polardreieck  des  ES  es  bilden. 
Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Angabe  der  Eoordinaten- 
transformatioU;  die  von  irgend  einem  gleichseitigen  orthogonalen 
System  zu  dem  aus  den  Hauptachsen  (mit  einander  gleichen  Einheits- 
strecken) gebildeten  System  führt,  und  um  die  Werte  der  drei  Eoeffi- 
zienten  in  der  resultierenden  Gleichung  des  ES  es. 

'  Dabei  dürfen  wir  wieder  annehmen,  daß  die  Gleichung  des  Zentral- 
ESes  schon  als  Mittelpunktsgleichung 

(17)  f(x,  y,  1)  ^  a,,x'+  2a,,xy'+  a,,y'+  a^^O 

gegeben  sei.  Ist  der  ES  ein  Ereis,  so  ist  a^^^i^i,  0^12  =  0,  d.h. 
Gl.  (17)  hat  selbst  schon  die  gewünschte  Form.  Dies  ist  nicht 
wunderbar,  da  beim  Ereis  je  zwei  orthogonale  Durchmesser,  also  hier 
die  X'  und  die  y-Achse,  schon  Hauptachsen  sind.  Wir  können  also 
fortan  den  Fall  ausschließen,  daß  (17)  einen  Ereis  darstellt. 

Um  die  Eoordinatentransformation  auf  die  Hauptachsen  anzu- 
geben, brauchen  wir  nach  Art.  101  (54)  nur  die  Richtungskosinus 
der  Hauptachsen  in  bezug  auf  die  alten  Eoordinatenachsen  zu  be- 
stimmen. Sind  nun  a,  ß  die  Richtungskosinus  irgend  eines  Durch- 
messers des  ES  es  (17),  also  a,  /3,  0  die  Eoordinaten  seines  uneigent- 
lichen Punktes,  so  ist  der  konjugierte  Durchmesser 

f{x,y,l\a,ß,0)  =  0 
oder 

(18)  xf,  (a,  ß,  0)  +  yf,  (a,  ß,  0)  +  f,  (a,  ß,  0)  =  0. 

Damit  dieser  zu  jenem  orthogonal  ist,  beide  also  das  Hauptachsen- 
paar bilden,  muß 

(19)  f,{a,ß,Q):f,{a,ß,Q)^a'.ß 

sein,  d.  h.  a  und  ß  müssen  den  beiden  Gleichungen 

+  <!„/) -i/S 


(20)  h" 
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und  aaßerdem  natürlich  der  Relation 

(21)  .  «»+^»-1 

genügen.  A  muß  also  Wurzel  der  zu  der  binären  quadratischen  Form 
f  {Xj  y,  0)  gehörigen  charakteristischen  Gleichung 

0,1  agg  —  X 

sein.  Die  Wurzeln  A^,  A,  dieser  Grleichung  sind  von  Null  ver- 
schieden, da  -435  +  0  ist;  sie  sind  reell  und  voneinander  ver- 
schieden, da  bei  Ausschluß  des  Kreises  die  Diskriminante  von  (22) 

(23)  (a,,  +  a„y-4A^=  («,,  -  a„)«+  4a,»  >  0 

ist.  Berechnet  man  nun  aus  (20)  und  (21)  für  A ««  A^  die  Richtungs- 
kosinus a^,  ß^  »nd  ebenso  für  il  ==  A,  die  Richtungskosinus  «j,  ß2, 
so  bestimmen  sie  in  der  Tat  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtuugen; 
denn  aus  den  Gleichungen  (20)  für  A  =»  A^  und  A  =  A,  folgt  wegen 
A.  +  ^ 

(24)  «,«,  +  A/J,-0. 

Also  lautet  die  gesuchte  Eoordinatentransformation  auf  die 
Hauptachsen  nach  Art.  101  (54) 


(25) 

wobei   p  =«  1    zu    setzen   ist,   wenn    bei    beiden   Koordinatensystemen 
dieselbe  Längeneinheit  benutzt  wird. 

Die  Berechnung  von  a^,  ß^,  «,,  ß^  aus  61.  (20)^)  hätten  wir  auch 
aus  der  Rechnung  in  Art.  118 — 120,  die  hier  nur  für  eine  binäre, 
statt  wie  dort  für  eine  ternäre  Form  geführt  worden  ist,  entnehmen 
können.  Wie  dort  folgt  daher  auch  hier  als  Ergebnis  der  Transfor- 
mation (25)  für  p  «=  1 : 

(26)  fix,  y,  1)  =  A, ^'«  +  A, y'»  +  a„  =  0, 

eine   Gleichung,    die    hier    den   auf    seine    Hauptachsen   be- 
zogenen Zentral-KS  darstellt. 

Also  haben  wir  das  Resultat: 

Die  Mittelpunktsgleichung  f(x,  y,  1)  =^0  eines  Zentral- 
KSes,  der  kein  Kreis  ist,  wird  auf  die"  Hauptachsen  trans- 
formiert, indem  man  die  Wurzeln  der  zu  f(x,y,  0)  gehörigen 

1)  Diese  Rechnung  enthält  zugleich  die  Ausführung  der  in  Art.  49  zu 
Gl.  (60)  führenden  Transformation. 
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charakteristischen  Gleichung  als  Koeffizienten  von  x'^  und 
y^  nimmt,  das  konstante  Glied  aber  unverändert  läßt.  Die 
Koeffizienten  der  diese  Transformation  yermittelnden  Glei- 
chungen (25)  ergeben  sich  unter  Berücksichtigung  von  (21) 
aus  den  Gleichungen  (20),  wenn  in  diesen  für  X  die  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  substituiert  werden. 

Dividiert  man  Gl.  (26)  noch  durch  —  a^g  und  versteht  unter  a 
und  h  positive  reelle  Zahlen,  so  ergibt  sich  (wenn  wieder  Xy  y  für 
x'yy   gesetzt  wird)  die  äquiforme  Normalform  der  Gleichungen 


(ÄQ.N.) 


_  f!  ^  y"  -  1 
f^_-  y*—  1 

-^•  +  ^'=1 
a«  ^  6«       ^ 


für  die  reelle  Ellipse, 

für  die  imaginäre  Ellipse, 

für  je  zwei  konjugierte  Hyperbeln, 


(s.  Fig.  123  und  124),  die  wir  bei  einem  gleichseitigen  orthogonalen 
System  im  allgemeinen  höchstens  dadurch  noch  weiter  vereinfachen 
könnten,  daß  wir  den  Koeffizienten  von  x^  oder  den  von  y*  gleich  ±  1 
machten.     Für  6  =«  a  dagegen  sind  die  Ellipsen  speziell  Kreise,  die 


Fig.  124 


Hyperbeln  speziell  gleichseitig;  hier  erhalten  wir  daher  durch  ge- 
eignete Wahl  der  Längeneinheit  des  Koordinatensystems  die  äqui- 
forme  Normalform  der  Gleichungen 


(ÄQ.N.) 


für  den  reellen  Kreis, 
für.  den  imaginären  Kreis, 


seitige  Hyperbeln. 


a;»  +  y'-l 

a?«-y»=l 

a?  —  y  =  1  I    fjij.  JQ  2wei  konjugierte  gleich- 

a;Hy'-lj 
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Eine  nicht  gleichseitige  Hyperbel  wollen  wir  spitz  oder  stampf 
nennen,  je  nachdem  ihre  reellen  Zweige  in  dem  spitzen  oder  stampfen 
Scheitelwinkelpaar  der  Asymptoten  liegen.    Die  Hyperbel 

(27)  S--S-1 

ist  also  spitz  oder  stampf,  je  nachdem  a  >  oder  <  b  ist. 

Übangsaafgabe:  Man  zeige  anter  Benutzung  von  Übangs- 
aafgabe  1.  in  Art.  178,  daß  eine  durch  die  Gleichung 

f{x,  y,  1)  =  0^10^+  2a^^xy  +  •  •  •  +  a,, «  0, 
bezw. 

q>(u,  V,  l)  =  aiiti'+2«i,wt;H hOjs^O 

dargestellte  Hyperbel  spitz  oder  stumpf  ist,  je  nachdem 

^(«11  +  O  <  oder  >  0, 
bezw. 

Aii  +  A„<  oder  >0. 

188.  [Orthogoaalnietriflohe  Speslalisdernngen  affiner 
Utie  Aber  Zentral-KSe.]  Bei  der  reellen  und  bei  der  imaginären 
Ellipse,  deren  Gleichung  Normalform  hat,  nennen  wir  die  x-Achse 
die  große,  die  y-Achse  die  kleine  Hauptachse  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  a  >  oder  <  b  ist. 

Bei  der  Hyperbel  unterscheiden  wir  die  innere  (reelle  Kurven- 
punkte  tragende)  und  die  äußere  (imaginäre  Kurrenpunkte  tragende) 
Hauptachse. 

Die  durch  den  Mittelpunkt  des  ES  es  und  einen  Kuirenpunkt 
begrenzten  Strecken  auf  den  Hauptachsen  nennen  wir  Halbachsen. 
Die  Zahlen  a  und  b  in  der  Normalform  der  KS- Gleichung  sind 
also  die  absoluten  Werte  der  durch  die  Längeneinheit  gemessenen 
Halbachsen  des  gegebenen,  bezw.  des  ihm  konjugierten  KSes.  Die 
Zahlen  2a  und  2b  werden  deshalb  auch  kurz  als  die  „Achsen- 
längen^'  des  ES  es,  bezw.  des  ilün  konjugierten  bezeichnet.  Bei  der 
Hyperbel  (27)  ist  26  das  Verhältnis  der  auf  den  reellen 
Scheiteltangenten  yon  den  Asymptoten  abgeschnittenen 
Strecken  zur  Längeneinheii 

Ist 

(28)  5,J  +  .,|;-1  (^i,^,  =  ±l) 

die    Gleichung    eines    beliebigen  Zentral-ESes    in  der  Normalform, 
so  ist 

(29)  «,g  +  «,||-0 
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die  Gleichung  seines  Asyinptotenpaares/ 

(30)  a'+?-'  =  0 

die   Gleichung  des   Paares  Ji,  j^   der   Kreispunktpolaren   und  na- 
türlich 

(31)  a:y  «  0 

die  Gleichung  des  Hauptachsenpaares. 

Die  in  Art.  155  ff.  aufgestellten  Sätze  können  jetzt  die  orthogonal- 
metrischen  Ergänzungen  erhalten: 

Die  reelle  Ellipse  besitzt  ein  und  — -  wenn  sie  nicht 
speziell  ein  Kreis  ist  —  nur  ein  Paar  konjugierter  reeller 
Halbmesser  yon  gleicher  Länge;  sie  liegen  (s.  Art  155  (32)) 
auf  dem  Durchmesserpaar 

(82)  S-S-0- 

Ein  System  konjugierter  Hyperbeln  besitzt,  wenn  die 
Hyperbeln  nicht  gleichseitig  sind^  kein  solches  Halbmesser- 
paar;  andernfalls  lauter  solche. 

Die  durch  je  zwei  reelle  konjugierte  Halbmesser  einer 
reellen  Ellipse  oder  eines  Systems  konjugierter  Hyperbeln 
bestimmten  Dreiecke  sind  dem  Halbachsendreieck  flächen- 
gleich. 

Wählt  man  beim  Chaslesschen  Satz  (Art.  157)  den  KS  K^  als 
reellen  KreiS;  K^  als  reelle  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ergibt  sich  (in 
reeller  Form  ausgesprochen): 

Die  Summe  (der  absolute  Betrag  der  Differenz)  der  Qua- 
drate je  zweier  konjugierten  Halbmesser  einer  Ellipse  (eines 
Systems  konjugierter  Hyperbeln)  ist  gleich  der  Summe  (dem 
absoluten  Betrag  der  Differenz)  der  Halbachsenquadrate. 

Wählt  man  K^  als  reellen  Kr«is,  K^  ais  reelle  Ellipse  oder 
Hyperbel,  so  folgt: 

Bei  der  reellen  Ellipse  ist  die  Summe  der  reziproken 
Quadrate  je  zweier  orthogonalen  reellen  Halbmesser  gleich 
der  Summe  der  reziproken  Halbachsenquadrate. 

Je  nachdem  bei  einem  System  konjugierter  Hyperbeln 
zwei  orthogonale  reelle  Halbmesser  dieses  Systems  der- 
selben oder  nicht  derselben  Hyperbel  angehären,  ist  diie 
Summe  oder  der  absolute  Betrag  der  Differenz  ihrer  rezi- 
proken Quadrate  gleich  der  absoluten  Differenz  der  rezi- 
proken  Halbachsenquadrate,   sowie   auch   gleich   dem   rezi- 
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proken  Quadrat  des  zu  einer  Asymptote  senkrechten  Halb- 
messers. 

Übungsaufgabe:  (Polargleicliung  eines  Zentral-ESes  in 
bezug  auf  den  Mittelpunkt.)  Man  zeige,  daß,  wenn  r  den  Ra- 
dius Vektor  eines  Punktes  vom  Mittelpunkt  aus  bedeutet,  die  Gleichung 

(34)  r»  =  ±  ,— .--.-^  (e«  =  "^.^ 

mit  den  oberen  Zeichen  eine  Ellipse,  mit  den  unteren  eine  Hy- 
perbel in  Polarkoordinaten  darstellt,  deren  Polarachse  ein  Halb- 
strahl der  großen,  bezw.  inneren  Achse  des  KSes  ist. 

Hieraus  kann  gefolgert  werden,  daß  die  reellen  Zentral- KSe 
tatsächlich  die  in  den  Figuren  dargestellte  Form  haben. 

189.  [TransfiMrmation  der  Parabelglelohnng  anf  Haupt- 
achse und  Soheiteltangente.]    Um  die  Parabelgleichung 

(11)    a^^x^  +  2a^^xy  +  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^^y  +  aj,  =  0    (^,3=0) 

auf  die  eigentliche  Hauptachse  und  die  Scheiteltangente  als  Koordi- 
natenachsen zu  transformieren,  nehmen  wir  zunächst  eine  Drehung  des 
Achsenkreuzes  vor,  so  daß  die  neue  o;'- Achse  der  eigentlichen  Haupt- 
achse parallel  wird.  Nach  61.  (14),  die  wir  uns  in  die  Hessesche 
Normalform  gebracht  denken,  müssen  wir  dann  setzen 


(35) 


x'^—^-^x- 


wobei  die  erste  Gleichung  so  bestimmt  ist,  daß  die  y'- Achse  senkrecht 
zur  rc'-Achse  wird.    Umgekehrt  ist  also 

(36) 


X  =  ^?J=^  x'  +  - **"=  v' 


V^'A  +  ^A      v«A  +  «.r 

Hierdurch  erhält  man  eine  Mittelpunktsgleichung  der  Parabel 

(37)  <y'  +  2«,;y'  +  2a;,x'  +  «^  =  0, 

und  die  Ausrechnung  ergibt  für  die   neuen  Koeffizienten  die  Werte 

(38)  a„-a,,  +  a,„a„ y^r^-j-'   ''»- VÖT^,'   "»'*»' 

von  denen  a^  und  a/3  nicht  Null  sein  können,  da  sonst  Ä'^O  wäre, 
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Setzt  man  jetzt  noch  in  Gl.  (37) 

(39)  y'  +  ?>  =  y",     x'+ 


^  «28  -" 


j^n _" 

was  wegen  «^  +  0  und  o,',  +  0  immer  zulässig  ist,  nimmt  man  also 
noch  eine  Parallelverschiebung  des  Achsenkreuzes  vor,  so  ergibt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (38)  die  Gleichung 

(40)  K  +  a„)/.+  ^^Lg»"-0 

oder  nach  Division  durch  aii  +  a^ 

(41)  y"»=2i>a:", 
wenn  zur  Abkürzung 

U2)  P  ^ ^^^^^ 

gesetzt  wird.  Die  Form  der  Gleichung  (40)  oder  (41)  zeigt  uns 
nach  Art.  158^   daß   die  a;"-Achse   die  eigentliche  Hauptachse^    die 

j^"- Achse  die  Scheiteltangente  der  Parabel 
ist  (s.  Fig.  125). 

Wir  bemerken  zu  dieser  Transformation 
noch^  daß  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel 
in  jeder  der  Gleichungen  (35)  (oder  (36)) 
noch  beliebig  gewählt  werden  kann,  da 
hierdurch  nur  der  positive  Richtungssinn 
auf  der  x'-  bezw.  y'- Achse  bestimmt  wird. 
Nach  (42)  kann  also  p  immer  positiv  ange- 
nommen werden. 

Für  x'  ^  ^  ist   /'  =  ±p.     Die  ZaU  2p 

heißt   der  ,,Parameter''  der  Parabel  (41). 

Dieser  ist  also  gleich  dem  Verhältnis  der- 
jenigen zur  Hauptachse  senkrechten  Parabelsehne  zur  Längeneinheit, 
deren  Länge  gleich  ihrem  vierfachen  Abstand  vom  Scheitel  ist 
(s.  Fig.  125).  Nimmt  man  den  Punkt  a/'  =  ^  als  Einheitspunkt  auf 
der  Hauptachse,  setzt  man  also  (indem  man  dann  wieder  zu  den 
Namen  rr,  y  zurückkehrt) 
(43)  x''  =  px,y"^py, 

so  erhält  man  die  äquiforme  Normalform  der  Parabelgleichung 

(ÄQ.N.)        y'^2x, 

die  sich  äußerlich  von  der  affinen  Normalform  der  Parabelgleichung 
nicht  unterscheidet,    aber   hier  nur  bei  Benutzung  von  Hauptachse 


Vig.  125. 
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und  Scheiteltangente  als  Koordinatenachsen  und  nur  bei  einer  ein- 
zigen Wahl  der  (beiden  Achsen  gemeinsamen)  Längeneinheit  er- 
reichbar ist. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  beweise:  Bringt  man  bei  der  Normal- 
form der  Parabelgleichung  beide  Glieder  auf  die  linke  Seite,  so  ist 
für  einen  beliebigen  Punkt  P  =  x\y  der  Ebene 


^-2,-(|5)" 


wenn  P  der  Berührungspunkt  einer  von  P  an  die  Parabel  gelegten 
Tangente  ist,  P^  und  P^  die  Endpunkte  der  rr- Koordinatenstrecken 
von  P  und  P  sind. 

2.  Man  leite  auch  die  Scheitelgleichungen  der  Hyperbel 
und  Ellipse 

(44a)  y*=2px  +  ^x*  . 

(44b)  y^^2px-^^x^  ""' 

her.  (Eine  einfachere  geometrische  Bedeutung  des  „Parameters^'  2^ 
dieser  Kurven  wird  sich  in  Art.  193.  Aufg.  6  enthüllen).  Aus  diesen 
Gleichungen  und  der  Scheitelgleichung  (41)  der  Parabel  sieht  man,  daß 
das  Quadrat  der  y- Koordinatenstrecke  eines  Kurvenpunktes  das  aus 
Parameterstrecke  und  rr- Koordinatenstrecke  gebildete  Rechteck  bei  der 
Hyperbel  an  Inhalt  übertrifft,  bei  der  Ellipse  darunter  bleibt* 
bei  der  Parabel  aber  ihm  gleich  ist.  Dieser  Eigenschaft  verdanken 
die  reellen  KSe  ihre  von  ApoUonius  eingeführten  Namen  vneQßoXijj 
iXksifig^  nuQttßoXii,  (excessus,  defectus,  aequatio).^) 

3.  Weil  die  äquiforme  Normalform  der  Gleichung  des  Kreises, 
der  gleichseitigen  Hyperbel  und  der  Parabel  gar  keine  verfügbaren  Kon- 
stanten mehr  enthält,  müssen  alle  Kreise,  ebenso  alle  gleichseitigen 
Hyperbeln  und  ebenso  alle  Parabeln  einander  ähnlich  sein,  d.  h. 
durch  äquiforme  Transformationen  ineinander  übergeführt  werden 
können.     Man  beweise  dies  ausführlich. 

4.  (Hauptachsen  der  entarteten  Kurven  IL  Ordnung.) 
Das  Asymptotenpaar  eines  eigentlichen  nicht  parallelen  Geradenpaares 
ist  mit  diesem  selbst  identisch,  das  der  andern  entarteten  Kurven 
n.  Ordnung  unbestimmt.  —  Da  bei  einem  eigentlichen  nicht  parallelen 
Geradenpaar  auch  die  Kreispunktpolaren  bestimmt  sind,  so  sind  für 
ein  solches  durch  Art.  185  und  186  auch  die  Hauptachsen  definiert: 


1)  Yergl.  M.  Cantor,  Geschichte  der  Mathematik  Bd.  1,  2.  Aufl.  (1894), 
S.  320  und  274  ff. 

Hefffcer  n.  Eoehler,  analytische  Geometriei  L  29 
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sie  ergeben  sich  als  das  Mittellinienpaar  des  gegebenen  Geraden- 
paares. —  In  den  übrigen  Entartungsfallen  der  Kurven  11.  Ordnung 
sind  die  Hauptachsen  durch  ihre  allgemeine  Definition  nicht  bestimmt. 

5.  (Hauptachsen  der  Kurven  TL,  Klasse.)  Da  eine  nicht 
entartete  Kurve  U.  Klasse  zugleich  Kurve  H.  Ordnung  ist,  so  ist 
auch  für  sie  das  Hauptachsenproblem  durch  dieses  Kapitel  erledigt. 
Eine  direkte  Definition  der  Hauptachsen  für  alle  Kurven  U.  Klasse 
wird  in  Art.  190  Aufg.  1  angedeutet.  Für  die  entarteten  Kurven 
n.  Klasse  ergibt  sich  dabei: 

Die  Hauptachsen  eines  eigentlichen  Pnnktepaares  sind  dessen 
Träger  und  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  den  Mittelpunkt  des  Paares.  — 
Die  Hauptachsen  des  eigentlich -uneigentlichen  Punktepaares  sind  dessen 
Träger  und  g^,  —  Als  Hauptachsen  eines  eigentlichen  Doppelpunktes 
kann  jedes  Paar  mit  ihm  inzidierender  orthogonaler  Strahlen  betrachtet 
werden.  —  Die  Hauptachsen  eines  uneigentlichen  Punktepaares  und 
Doppelpunktes  sind  völlig  unbestimmt. 

6.  Ein  KS  ist  dann  und  nur  dann  auf  ein  seinen  Haupt- 
achsen paralleles  Koordinatensystem  bezogen,  wenn  in  seiner  Glei- 
chung f(x,  y,  1)  =^0  in  orthogonalen  Koordinaten  das  Glied  mit 
xy  fehlt. 
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Vierzehntes  Kapitel. 

Brennpunkte  und  Fokaleigenschaften  der  Kegelsclinitte. 

190.  [Definition  der  Brennpunkte.]  um  za  weiteren  ortho- 
gonalmetrischen Eigenschaften  der  ESe  zn  gelangen^  fassen  wir  den 
ES  als  Earve  11.  Elasse 

(1)  y(ti,t;,5)  =  0 

auf  und  betrachten  die  durch  diese  und  das  absolute  Punktepaar  J^ ,  J^ 
erzeugte  ES- Schar 

(2)  y  (w,  t?,  s)  -X{u^+v^)  =  0. 

Diese  Schar  enthält  unter  ihren  ESen  außer  dem  absoluten  noch 
zwei  im  allgemeinen  yon  J^y  J^  verschiedene  Punktepaare.  Jeden 
Punkt,  der  einem  solchen  Paar  angehört,  d.  h.  jede  der  vier  andern 
(im  allgemeinen  von  eT^,  eT^  verschiedenen)  Ecken  der  Schar  (2) 
nennen  wir  einen  Brennpunkt  (focus)  jedes  ES  es  der  Schar, 
also  speziell  auch  des  durch  (1)  gegebenen  ES  es;  jedes  solche 
Punktepaar  ein  Brennpunktepaar.  Da  hiemach  alle  ESe  de): 
Schar  (2)  dieselben  Brennpunkte  haben,  nennt  man  die  Schar  selbst 
eine  Schar  konfokaler  ESe  oder  eine  konfokale  ES-Schar. 

Ist  nun  F  ein  7on  e^,  J^  verschiedener  Brennpunkt,  so  sind 
FJ^j  FJ^  Grundstrahlen  der  Schar,  also  Tangenten  jedes  ESes  und 
damit  die  Doppelstrahlen  der  von  F  in  bezug  auf  jeden  ES  der 
Schar  getragenen  Involutionen.  Ist  F  ein  eigentlicher  Punkt,  so 
sind  aber  FJ^^  FJ^  die  absoluten  Strahlen  durch  diesen  Punkt;  diese 
Involutionen  sind  daher  orthogonal,  d.  h.: 

Jeder  eigentliche  Brennpunkt  eines  ESes  ist  der  Träger 
eines  absoluten  Tangentenpaares,  also  einer  orthogonalen 
Strahleninvolution  in  bezug  auf  ihn  und  auf  jeden  ES  der 
mit  ihm  konfokalen  Schar. 

Umgekehrt:  Jeder  eigentliche  Punkt  F^  der  ein  absolutes 
Tangentenpaar,  also  eine  orthogonale  Strahleninvolution  in 
bezug  auf  den  ES  (1)  trägt,  ist  ein  Brennpunkt  der  Schar  (2). 
Denn  FJ^,  FJ^  sind  Tangenten  sowohl  von  y  =  0  als  von  t**-|-t;*«»0, 
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also  Grundstrahlen  der  Schar  (2),  und   daher  ist  ihr  Schnittpunkt  IT 
eine  Ecke  der  Schar ^  d.h.  ein  Brennpunkt. 

Um  die  Gleichungen  der  beiden  Brennpunktepaare  zu  er- 
halten ^  müssen  wir  nach  Kap.  IX  zwischen  Gl.  (2)  und  der  charak- 
teristischen Gleichung  der  Schar  (2) 


(3)   r(A)s 


hl  —  ^    «1»  «IS 


=  ««^*-(Ati  +  \,)i  +  A  =  0 


«11  «M  ~  ^       «JJ 

«M  «3»  «JS 

X  eliminieren  and  erhalten  dadurch  die  Gleichnng 

(4)  «,39  (u,  t;,  sf  -  (A,,  +  A„)  (u>  + 1;«)  y  (u,  t;,  s)  +  A  (u*  +  t;»)»  «  0. 

Aus  dieser  biquadratischen  Gleichung  ftlr  die  beiden  Brenn- 
punktepaare sieht  man  zunächst,  daß,  wenn  der  ES  9  »  0  nicht  ent- 
artet, also  A  +  O  18^;  <1<^  absolute  Punktepaar  J^^J^  selbst  zu 
den  Brennpunkten  oder  nicht  zu  ihnen  gehört,  je  nachdem  der  KS 
9  =»  0  eine  Parabel  oder  ein  Zentral-ES  ist.  Die  Parabel  besitzt 
also  nur  ein  von  J^,  J^  verschiedenes  Brennpunktepaar. 

Ist  A  =  0,  stellt  9  =  0  also  ein  (ev.  weiter  entartendes)  Punkte- 
paar  dar,  so  gehört  nach  (4)  dieses  selbst  stets  zu  den  Brenn- 
punkten, während 

(5)  «„9.  («, «,  s)  -  (A,,  +  A„)  (««  +  r»)  -  0 

die  Gleichung  des  andern  Brennpunktepaares  ist.  Ist  nun  An  +  Aj^+O, 
d.h.  stellt  9)  =  0  ein  Punktepaar  mit  eigentlichem  Träger  dar, 
fip  unterscheiden  wir  a^g^O:  eigentlich-uneigentliches,  und 
«38+0:  eigentliches  Punktepaar.  Im  ersten  Fall  fällt  nach  (5) 
das  zweite  Brennpunktepaar  mit  e^,  J^  zusammen.  Im  zweiten  Fall 
können  wir  die  Gleichung  des  reellen  oder  imaginären  Punktepaares 
in  der  Form 

(6)  9(M,t?,s)  =  M«TÄ^=0 

voraussetzen  und  erhalten  nach  (5)  und  (6)  als  zweites  Brennpunktepaar 

(7)  t;«±5^=0; 

dieses  ist  also  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  das  Punktepaar  (6) 
reell  oder  imaginär  ist. 

Ist  neben  A  =  0  auch  A^  +  Aj^^O,  so  stellt,  falls  «33 +0  ist,  9  =  0 
einen  eigentlichen  Doppelpunkt  dar,  und  beide  Brennpunktepaare 
fallen  nach  (4)  in  diesen  selbst  zusammen.  Ist  dagegen  auch  a^  =  0, 
d.  h.  stellt  9  «=  0  ein  uneigentliches  Punktepaar  oder  einen  uneigent- 
lichen Doppelpunkt  dar,  so  werden  die  Brennpunkte  völlig  un- 
bestimmt. 


Digitized  by 


Google 


190.  191.]  Brennpnnkte  dei  Kegelschnitte.  453 

Übungsaufgaben:  1.  Man  zeige,  daß  die  singnlären  Strahlen 
der  ES-Scbar  (2)  aus  den  Hauptachsen  und  der  uneigentlichen 
Geraden  bestehen,  ein  Umstand,  der,  wenn  man  von  den  Kurven 
U.  Klasse  ausgeht,  zur  Definition  der  Hauptachsen  benutzt 
werden  kann,  wodurch  dann  auch  die  Hauptachsen  der  entarteten 
Kurven  H.  Klasse  bestimmt  sind  (s.  Art.  189.  Aufg.  5). 

2.  Man  zeige,  daß  die  aus  (4)  für  die  von  J^,  J,  verschiedenen 
Brennpunkte  der  Parabel  hervorgehende  Gleichung 

«+09i^>^fS)  +  A(tiH  v«)  =  0 

sich  in  die  beiden  Gleichungen 

[2  Ai3  +  «13  Kl  +  ««)]«*  +  [2  A,3  +  «83  («u  +  «22)]«^  +  2  («J,  +  «L)  «  =  0 

spalten  läßt,  daß  also  der  eine  dieser  Brennpunkte  der  Mittelpunkt 
der  Parabel  und  der  andere  ein  eigentlicher  Punkt  ist,  dessen  Koor- 
dinaten sich  aus  der  allgemeinen  Parabelgleichung  direkt  ablesen 
lassen. 

3.  Man  gebe  die  Bedingungen  fUr  die  a^^  an,  unter  denen  ein 
Brennpunkt  des  KSes 

g){u,  V,  s)  =  €Ci^U^+  . . .  +  «33=  0 

im  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  liegt,  und  zeige,  daß  unter 
diesen  Bedingungen  die  Gleichung 

()p(M,t;,s)==0, 

wenn  man  in  ihr  u,  v,  s  als  Punktkoordinaten  auffaßt,  einen  Kreis 
darstellt. 

191.  [Brennpnnkte  der  Zentral-KSe  nnd  der  ParabeL] 

Der  zugrunde  gelegte  KS  sei  zunächst  ein  Zentral-KS,  so  daß  seine 
Gleichimg  auf  die  Hauptachsen  bezogen  lautet 

(8)  6iaV+£3&V=l, 

wo  «1  =  £,  =  ±  1  für  die  reelle,  bezw.  imaginäre  EUipse,  fj  =  —  ^2  '^  db  1 
für  die  Hyperbel,  bei  der  die  o;-,  bezw.  die  y-Achse  innere  Hauptachse 
ist.  Dann  sind  e^a^  und  €^h^  die  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  (3)  und  daher 

die  Gleichnngen  der  beiden  Brennpunktepaare.    Hieraus  ergeben  sich 


Digitized  by 


Google 


454 


Zweiter  Abschnitt    A.  Ebene.    Kapitel  XIY. 


[191. 


die  Koordinaten  der  beiden  Brennpnnktepaare 


(10) 


0,    y  =  ±VV^=^ 


und  man  sieht: 

Jedes  Brennpunktepaar  liegt  auf  einer  Hauptachse;  die 
Brennpunkte  sind  reell  auf  der  einen,  imaginär  auf  der 
andern,  nämlich  reell  bei  der  reellen  Ellipse  auf  der  großen, 
bei  der  imaginären  Ellipse  auf  der  kleinen,  bei  der  Hyperbel 


Fig.  126. 


Pig.  127. 


auf  der  inneren  Hauptachse  (s.  Fig.  126  und  127,  wo  auch  die 
Konstruktion  der  reellen  Brennpunkte  aus  den  Achsenlängen  an- 
gegeben ist). 

Beim  Kreis  fallen  nach  (10)  beide  Brennpunktepaare  in  den 
Mittelpunkt  zusammen. 

Die  KSe  der  konfokalen  Schar  (2)  haben,  wenn  ihr  der  Zentral-KS 
(8)  zugrunde  gelegt  wird,  in  Punktkoordinaten  die  Gleichungen 


(11) 


c,  a' 


-  X  ^  f,  6*  - 


Der  KS  (A)  ist  also  eine  reelle  EUipse,  eine  Hyperbel  oder  eine  ima- 
ginäre Ellipse,  je  nachdem  k  kleiner  als  die  kleinere  der  Zahlen 
s^a^,  £2^^  ^^^}  zwischen  beiden  liegt  oder  größer  als  die  größere  von 
ihnen  ist.  Die  Brennpunkte  jedes  KSes  (k)  werden  natürlich,  wie 
man  auch  unmittelbar  sieht,  durch  die  Formeln  (10)  bestimmt. 

Ist  der  zugrunde  gelegte  KS  eine  Parabel,  so  fällt,  wie  wir 
aus  vorigem  Artikel  wissen,  das  eine  Brennpunktepaar  mit  dem  abso- 
luten Paar  J^,  J^  zusammen,  während  nach  (4)  die  Gleichung  des 
andern  lautet 


(12) 


(All  +  A„)  <p  («, «,  s)  -  A  (m>  +  »*)  =  0. 
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ihre  Gleichung  in  homogenen  Linienkoordinaten  u,  v,  s 
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y  so  ist 


(13) 

und  GL  (12)  wirf 

(14) 


Die  Koordinaten  der  beiden  Brennpunkte  sind  also  (s.  Fig.  128) 


(15) 


f;  y 


Fig.  188. 


d.h.:  Bei  der  Parabel  ist  das  Yom  absoluten  Punktepaar  ver- 
schiedene Brennpunktepaar  reell  und  liegt  auf  der  eigent- 
lichen Hauptachse;  der  eine  Brenn- 
punkt ist  eigentlich,  der  andere  ist 
der  uneigentliche  Parabelpunkt  (der 
also  zugleich  die  Bolle  desMitteljpunktes, 
eines  Scheitels  und  eines  Brennpunktes 
übernimmt).  (S.  auch  Übungsaufg.  2  des 
Tor.  Art.) 

Durch  Gl.  (15)  ergibt  sich  der  Parameter 
2jp  in  der  Parabelgleichung 

(16)  y«=2i>^ 

als  die  zur  Hauptachse  senkrechte  Pa- 
rabelsehne durch  den  Brennpunkt  (ge- 
messen durch  die  Längeneinheit  s  des  Koordinatensystems).     Femer 
zeigt   sich;   daß    bei   der    äquiformen  Normalform   der  Parabel- 
gleichung 

(17)  y''-2x 

der  Brennpunkt  die  Strecke  zwischen  Scheitel  und  Einheitspunkt  E^ 
halbiert. 

Wir  wollen  eine  auf  ein  gleichseitiges  orthogonales  Koordinaten- 
system bezogene  Parabel,  deren  Hauptachse  mit  einer  der  Koordinaten- 
achsen zusammenfällt,  positiv  oder  negativ  nennen,  je  nachdem  die 
Strecke  vom  Scheitel  bis  zum  Brennpunkt  positiven  oder  negativen 
Richtungssinn  hat.  Die  KSe  der  konfokalen  Schar  (2)  haben  nun, 
wenn  ihr  die  Parabel  (13)  zugrunde  gelegt  wird,  in  Punktkoordinaten 
die  Gleichungen 

(18)  y'-(p-X){2x-X). 

Der  KS  (A)  ist  also,  wenn  l  +  p  ist,  stets  eine  Parabel  und  zwar 
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eine  positive  oder  negative,  je  nachdem  X^p,  Den  Übergang 
zwischen  den  positiven  und  negativen  Parabeln  bildet  die  Doppelgerade 

Übungsaufgaben:  1.  Ist  der  KS  durch  seine  Gleichung  in  belie- 
bigen gleichseitigen  orthogonalen  Cartesischen  Koordinaten  gegeben 

(19)  f(x,  y,  1)  =  a^^x^  +  2a^^xy  + \-a^»-^0, 

so  zeige  man,  daß  die  Koordinaten  x^,  y^  jedes  eigentlichen 
Brennpunktes  (damit  das  Tangentenpaar  dieses  Punktes  (s.  Art.  161 
Aufg.  4  (88))  das  absolute  Strahlenpaar  in  ihm  sei)  den  Gleichungen 

genügen  müssen,  und  bestimme  hieraus  die  Brennpunkte  der  Ellipse, 
Hyperbel,  Parabel,  wenn  ihre  Gleichungen  auf  die  Hauptachsen,  bezw. 
Hauptachse  und  Scheiteltangente  bezogen  sind.  Aus  (20)  folgt  auch, 
daß  die  Brennpunktepaare  eines  Zentral -KS  es  die  Schnittpunkte  zweier 
mit  ihm  konzentrischen  gleichseitigen  Hyperbeln  sind. 

2.  Man  bestimme  den  eigentlichen  Brennpunkt  der  Parabel 
auch  für  den  Fall,  daß  die  Parabel  durch  die  allgemeine  Gleichung  (19) 
dargestellt  ist  (s.  auch  Art.  190  Aufg.  2). 

3.  Man  beweise,  daß  jeder  reelle  Brennpunkt  mit  einem  imaginäi'en 
und  mit  einem  der  absoluten  Punkte  auf  derselben  Geraden  liegt. 
(Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  hätte  die  nicht  entartete  kon- 
fokale Schar  mehr  als  vier  Grundstrahlen!) 

192.  [Snmme  (Differenz)  und  Produkt  der  BrennatraUen 
bei  einem  Zentral-KS.]  Wir  beschränken  uns  in  diesem  Artikel  auf 
die  reelle  Ellipse 

(21)  S  +  S  =  l        («>«'. 


O" 


und  die  Hyperbel 

(22)  S-g  =  l- 


a" 


Die  Zahl 


(23)  2>V1fP  =  2c 

mit  dem  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse,  dem  unteren  für  die  Hyperbel 
heißt  die  lineare  Exzentrizität,  die  Zahl 


Digitized  by 


Google 


192.] 


Brennpunkte  der  Kegelschnitte. 


457 


die  bei  der  Ellipse  <  1,  bei  der  Hyperbel  >  1  ist,  die  numerische 
Exzentrizität  des  KSes.  (Die  lineare  Exzentrizität  ist  also  das 
Verhältnis  der  von  den  reellen  Brennpunkten  begrenzten  Strecke 
I  2^^  JPg  I  (^-  ^^S'  ^^^  ^^^  ^^^)  ^^^  Längeneinheit  s  des  Koordinaten- 
systems, während  die  numerische  Exzentrizität  vom  Koordinaten- 
system unabhängig  ist.)  Mit  Benutzung  der  numerischen  Exzentrizität 
läßt  sich  die  KS-Gleichung  in  die  Form  setzen 

(25)  x^  +  y^^±h^+e'x^ 

mit  dem  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse,  dem  unteren  für  die  Hyperbel. ' 

Bezeichnen  wir  nun  mit  r^,  r^ 
die  „Brennstrahlen"  eines  be- 
liebigen eigentlichen  Punktes  x  \  y 
der  Ebene,  d.  h.  seine  absolut  ge- 
nommenen Abstände  yon  den  re- 
ellen Brennpunkten  F^  (c  \  0)  und 
JPj  (—  c  1 0),  gemessen  durch  die 
Längeneinheit  des  Koordinaten- 
systems, so  ist,  falls  X I  y  ein  Kur- 
Yenpunkt  ist  (s.  Fig.  129), 


(26) 


lr,'-^(x-cy+y', 
\r,'=(x  +  cy+y\ 


also  nach  (23),  (24),  (25) 

ri*=  a*—  2aex  +  e^x^, 


Fig.  129 


8-- 


a*  +  2  aex  +  e^x^ 


und  daher,  da  r,  und  r,  positiv  sind,  für  die  Ellipse 

(27)  r^^  a  —  ex,      r^=  a  +  ex, 

für  die  Hyperbel 

(28a)  r^  =  —  a  -|-  ea;,    r^==^  a  +  ex, 

bezw. 

(28 b)  r^^  a  —  ex,         r^^  —  a  —  ex, 

je  nachdem  x  \  y  auf  dem  positiven  oder  negativen  Hyperbelzweig  liegt. 
Also  ist  für  die  Ellipse 

für  die  Hyperbel 

(30)  :F(r,-r,)  =  2a, 

mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen,  je  nachdem  x\y  auf  dem  posi- 
tiven oder  negativen  Hyperbelzweig  liegt,  also  stets 

(31)  |r,-r,|  =  2a. 

Gelten  umgekehrt  für  die  Brennstrahlen  r^,  r,  eines  Punktes  x  y 
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die  Gleichungen  (29)  oder  (31),  so  liegt  der  Punkt  auf  der  ISQipBe  (21) 
oder  Hyperbel  (22),  wie  eine  leichte  Rechnung  ergibt.  Also  haben 
wir  das  Resultat: 

Die  Ellipse  ist  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte, 
für  die  die  Summe  ihrer  Abstände  von  zwei  festen  Punkten, 
ihren  Brennpunkten,  konstant  ist. 

(Hierauf  beruht  die  Konstruktion  der  Ellipse  mittels  eines  Fadens, 
dessen  Enden  in  den  Brennpunkten  befestigt  sind,  während  ein  be- 
weglicher, die  Ellipse  beschreibender  Stift  an  dem  Faden  so  entlang 
geführt  wird,  daß  dieser  stets  gespannt  ist.) 

Die  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte, 
für  die  die  Differenz  ihrer  Abstände  von  zwei  festen  Punkten, 
ihren  Brennpunkten,  absolut  genommen  konstant  ist. 

(Hierauf  beruht  die  Konstruktion  der  Hyperbel  mittels  eines 
einfachen  Apparates  von  F.  van  Schooten^).) 

Aus  den  Formehi  (27)  und  (28)  folgt  femer 

(32)  r^r^^±(a^-e^x^) 

mit  dem  oberen  Zeichen  für  die  EUipse,  dem  unteren  für  die  Hyperbel. 
Ist  andererseits  h  der  Halbmesser,  dessen  Endpunkt  x\y  ist,  h'  ein 
ihm  in  bezug  auf  die  Ellipse,  bezw.  das  System  zweier  konjugierten 
Hyperbeln  konjugierter  Halbmesser,  dessen  (reeller)  Endpunkt  x'\y 
ist,  so  ist  nach  Art.  155  Gl.  (32)  und  (32a) 

(33)  Ä'>=  x'^+f/'^  ^y'+  ^  a;»«  ±  (a*-  e'x^ 

ebenfalls  mit  dem  oberen  Zeichen  für  die  EUipse,  dem  unteren  für 
die  Hyperbel.     Also  ist  nach  (32)  und  (33)  stets 

(34)  r,r,-Ä'*, 

d.h.  dasProdukt  der  Brennstrahlen  eines  Ellipsen-(Hyperbel-) 
Punktes  ist  gleich  dem  Quadrat  desjenigen  Halbmessers  der 
Ellipse  (der  ihr  konjugierten  Hyperbel),  der  dem  in  jenem 
Punkt  endenden  Halbmesser  konjugiert  ist. 

Übungsaufgabe:   Man  leite  aus  (33)  einen  Beweis  des  Satzes 

(s.  Art.  188)  her. 

193.  [Leitlinien  der  KSe.]  Die  Polare  eines  Brennpunktes 
eines  beliebigen  KSes  heißt  dessen  Leitlinie  oder  Direktrix.     Die 

1)  Vgl.  A.  vonBraunmühlim  Katalog  math.  Modelle  usw.  herausgegeben 
von  W.  Dyck,  München,  1892,  S.  69 f. 
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reellen  Leitlinien  der  auf  die  Hauptachsen  bezogenen  Zentral- 
KSe  (21),  (22)  wollen  wir  entsprechend  den  zu  ihnen  polaren  Brenn- 
punkten F^  und  F^  als  positive  (/i)  und  negatiye  Leitlinie  (f^) 
unterscheiden  (s.  Figur 

130    und    131).      Ihre  4 

Gleichungen       ergeben 
sich  aus 

(35)     $±^,^  =  1 

{^rx^±c,  y'  =  Ound 
lauten  also 


(36)    X 


-^  e 


mit  dem  oberen  Zeichen 

för   fi,    dem     unteren  Fig.  iso. 

far  /i. 

Sind  dl,  d^  die  (durch  s  gemessenen)  absolut  genommenen  Ab- 
stände des  Kurvenpunktes  x\if  von  fi,  f^,  so  ist 

(37)       d,^±^(a~ex), 

WO  für  die  Ellipse  immer  das  obere, 
für  die  Hyperbel  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  gilt,  je  nachdem  x\y 
auf  dem  negativen  oder  positiven  Hy- 
perbelzweig liegt.  Also  ist  nach 
(27),  (28)  und  (37),  wenn  auch  die 
entsprechende  Rechnung  fiir  d^  durch- 
geführt wird,  stets 


(38) 


j     *^    j      —  ß» 


d.h.  das  Yerhältnis  jedes  Brenn- 
strahls eines  Kurvenpunktes  zu  Fig.  isi. 
seinem  Abstand   von    der    ent- 
sprechenden Leitlinie  ist  gleich   der  numerischen  Exzentri- 
zität. 

Die  Leitlinien  der  Parabel  sind  die  Kreispunktpolaren  j^,  j^^  weil 
Jj ,  J^  Brennpunkte  sind,  femer  g^  als  Polare  des  uneigentlichen  Kurven- 
punktes, der  zugleich  Brennpunkt  ist,  und  die  reelle  eigentliche  Po- 
lare f  des  reellen  eigentlichen  Brennpunktes  F  (Fig.  132).  Für  diese 
ergibt  sich,  wenn  die  Parabelgleichung 

(16)  y'--2pz 
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lautet^  aus 

(39) 


y  +  y='P(p^  +  ^') 


nach  (15)  für  :r'  =  ^ ,  y'  =  0   die  Gleichung 


(40) 


P_ 

2 


Ist  d  der  absolut  genommene  Abstand  des  Kurvenpunktes  x\y 
Ton  der  Leitlinie  f,  r  sein  Brennstrahl^  so  ergibt  eine  einfache 
Rechnung,  daß 

(41)  r  =  d    oder    -^-1, 


Flg.  18«. 


und   daß   umgekehrt   jeder  Punkt,   der   dieser  Relation   genügt,   ein 

Parabelpunkt  ist.  Gl.  (41)  entspricht  den 
Gleichungen  (38)  für  !^entral-ESe;  man 
kann  daher  sagen,  daß  bei  der  Parabel 
die  numerische  Exzentrizität  e=l  idt.  Aus 
(41)  folgt: 

Die  Parabel  ist  der  geometrische 
Ort  derjenigen  Punkte,  die  von  einem 
festen  Punkt,  dem  Brennpunkt,  und 
Ton  einer  festen  Geraden,  der  Leit- 
linie, gleichweit  entfernt  sind. 

(Hierauf  beruht  die  Zeichnung  der  Pa- 
rabel mittels  eines  Apparates  yon  Isido- 
rus  von  Milet^).) 

Übungsaufgaben:  1.  Man  leite  aus  (38) 
die  Formeln  (29)  und  (30)  her. 

2.  Man  zeige  mit  Hilfe  der  Aufgabe  2  in  Art.  190,  daß  die 
eigentliche  Leitlinie  der  durch  die  Gleichung 

gegebenen  Parabel  die  Gleichung  hat 

2a^^x  +  2cif„j/  -  (a,i  +  «,,)  =  0. 

3.  Man  zeige,  daß  bei  jedem  nicht  entarteten  ES  der  Berührungs- 
punkt einer  Tangente  und  ihr  Schnittpunkt  mit  einer  Leitlinie  von 
dem  zugehörigen  Brennpunkt  aus  stets  durch  zwei  orthogonale 
Strahlen  projiziert  werden. 

4.  Man  beweise  den  Satz:  Ein  reeller  ES  ist  der  Ort  der 
Punkte,  die  von  einem  festen  Punkt  und  einem  festen  Kreis 

1)  S.  Encyklopadie  der  math.  Wiss.   III  C  1.  (Dingeldey),  S.  87. 
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gleichen  Abstand  haben.  Der  KS  ist  Ellipse  oder  Hyperbel 
oder  Parabel;  je  nachdem  der  feste  Punkt  innerhalb  oder 
außerhalb  des  Kreises  liegt  oder  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
uneigentlich  ist.  Der  feste  Punkt  ist  der  eine,  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  ist  der  andere  reelle  Brennpunkt  des  KSes;  der  Radius 
des  Kreises  ist  bei  der  Ellipse  gleich  der  großen  ^  bei  der  Hyperbel 
gleich  der  inneren  Achsenlänge^  bei  der  Parabel  unendlich  groß. 
Diese  um  die  Brennpunkte  beschriebenen  Kreise  übernehmen  also  bei 
den  Zentral-KSen  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Leitlinie  der  Parabel 
und  könnten  deshalb  als  Leitkreise  der  Zentral-KSe  bezeichnet 
werden. 

5.  Als  Fußpunktkurve  einer  Kurve  in  bezug  auf  einen 
Pol  bezeichnet  man  den  Ort  der  Fußpunkte  der  von  einem  festen 
Punkt  (dem  Pol)  auf  die  Tangenten  der  Kurve  gefaUten  Lote.  Man 
beweise:  Die  Fußpunktkurve  eines  ZentraUKSes  in  bezug 
auf  einen  Brennpunkt  ist  der  dem  KS  konzentrische  Kreis^ 
dessen  Radius  gleich  der  großen^  bezw.  inneren  Halbachse  ist. 

6.  Man  zeige,  daß  jeder  KS,  bezogen  auf  ein  Koordinatensystem, 
dessen  Nullpunkt  ein  reeller  Brennpunkt  und  dessen  2:-Achse  die 
durch  diesen  gehende  Hauptachse  ist,  die  Gleichung 

hat,  wo  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  p  =  —  ist,  bei  der  Parabel  aber 

p  die  bekannte  Bedeutung  hat.  Hieraus  sieht  man,  daß  auch  bei 
diesen  KSen  wie  bei  der  Parabel  der  schon  in  Art.  189  Aufg.  2  ein- 
gofQhrte  Parameter  gleich  der  im  Brennpunkt  auf  der  Hauptachse 
senkrechten  Sehne  (gemessen  durch  die  Längeneinheit  des  Koordinaten- 
systems) ist. 

7.  Die  auf  einen  Brennpunkt  bezogene  Polargleichung 
der  KSe.  Wählt  man  einen  Brennpunkt  F  eines  KSes  als  Pol, 
das  von  ihm  auf  seine  Leitlinie  gefällte  Lot  als  Polarachse  (s.  S.  242), 
eine  beliebige  Längeneinheit  b  und  einen  beliebigen  Drehungssinn 
als  positiv,  so  ist 

(42) 


1  +cco8(a:r) 


die  Polargleichung  des  KSes,  wenn  r  den  Brennstrahl  eines 
beliebigen  Kurvenpunktes,  gemessen  durch  £,  p  den  halben  Parameter 
und  e  die  numerische  Exzentrizität  bedeutet.  Gl.  (42)  stellt  also 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  dar,  je  nachdem  c<l, 
>  1  oder  «—  1  ist. 
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8.  Man  leite  aus  Gl.  (42)  den  Satz  her:  Die  Summe  der  rezi- 
proken Werte  zweier  orthogonalen  Fokalsehnen  (d.  h.  mit 
einem  Brennpunkt  inzidierenden  Sehnen)  ist  für  alle  solchen  Paare 
konstant. 

9.  Der  Ort  eines  Pnnktes,  für  den  -j  ^  ^  ist,  ist  ein  KS. 

194.  [Paare  koqjnglerter  Hormalstrahlen  oder  Achsen- 
paare  eines  KSes.]  Zu  jedem  eigentlichen  Strahl  der  Ehene 
gehört  ein  und^  wenn  der  Strahl  keine  Hauptachse  ist^  nur 
ein  ihm  in  bezug  auf  einen  KS  konjugierter  und  zugleich 
auf  ihm  normaler  Strahl:  der  ihm  konjugierte  Normalstrahl. 

Dies  ist  geometrisch  leicht  einzusehen;  denn  der  konjugierte 
Normalstrahl  einer  Geraden  g  muß  durch  den  Pol  von  g  imd  durch 
den  zu  g  orthogonalen  uneigentlichen  Punkt  gehen^  er  ist  also  dadurch 
bestimmt^  außer  wenn  diese  beiden  Punkte  zusammenfallen,  d.  h.  wenn 
g  eine  Hauptachse  ist. 

Zum  analytischen  Beweis  des  obigen  Satzes  und  zur  Bestimmung 
des  konjugierten  Normalstrahles  einer  gegebenen  Geraden  gehen  wir 
von  dem  beliebigen  ES  (X)  der  konfokalen  Schar 

(2)  (p(u,  V,  s)  -X(u^+v*)  «  0 

aus.    Ist  u,  V,  s  eine  beliebige  Gerade,  so  ist  u\  v,  s'  ihr  in  bezug 
auf  (A)  konjugiert,  wenn 

(43)  u{q>iiu,  V,  s)  —  Xu)  +  v{q)^{u,  v,  s)  —  Xv)  +  sq)^{u,  v,  s)  =  0 
ist,  und  beide  Geraden  sind  orthogonal,  wenn 

(44)  uu  +  vv  «  0. 

Addiert  man  die  mit  X  multiplizierte  Gl.  (44)  zu  (43),  so  ergibt  sich 
aus  der  so  modifizierten  Gl.  (43)  und  (44) 

(45)  u:v:s'^  —  vq>^{u,v,s)  :  U(p^{u,v,s)  :  v<Pi(u,v,s)  —  uq>^(u,VfS). 

Die  Gerade  m',  v\  s'  ist  also  dann  und  nur  dann  unbestimmt,  wenn 
entweder  w  =  v  =  0,  d.  h.  u,v,s  die  uneigentliche  Gerade  g^  ist,  oder 

(46)  qpj  (u,  Vys)  ^0    und    vq)^  {u,  v,  s)  —  wy,  (u,  v,  s)  =  0, 

d.  h.  nach  Ari  186  (16),  wenn  u,  v,  s  eine  Hauptachse  ist. 

Damit  ist  der  Satz  auch  analytisch  bewiesen,  und  es  hat  sich 
zugleich  ergeben: 

Jedem  Strahl  entspricht  in  bezug  auf  alle  ESe  einer 
konfokalen  Schar  derselbe  konjugierte  Normalstrahl. 

Erfüllen  die  Eoordinaten  u,  v,  s  einer  Geraden  nur  die  erste 
der  Gleichungen  (46),  ist  also  die  Gerade  ein  Durchmesser,  aber 
keine  Hauptachse,  so  sind  nach  (45)  ti',  v\  s'  die  Eoordinaten  von  g^] 


Digitized  by 


Google 


194.]  Brennpunkte  der  Kegelschnitte.  463 

i  h.  als  konjugierter  Normalstrahl  jedes  von  den  Haupt- 
achsen yerschiedenen  Durchmessers  muß  die  uneigentliche 
Gerade  betrachtet  werden. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  tragt  in  bezug  auf  jeden  KS  eine  Strahlen- 
inyolution,  und  jede  Strahleninvolution  mit  eigentlichem  Träger  besitzt 
ein  und,  wenn  der  Träger  kein  Brennpunkt  ist,  nur  ein  Achsen- 
paar. Ein  Achsenpaar  ist  aber  ein  Paar  konjugierter  Normalstrahlen. 
Also  trägt  nach  dem  obigen  Satz  jeder  eigentliche  Punkt  der 
Ebene  dasselbe  Achsenpaar  in  bezug  auf  alle  KSe  der  kon- 
fokalen Schar.  Wir  nennen  die  Paare  konjugierter  Normalstrahlen 
deshalb  fortan  einfacher  Achsenpaare  der  konfokalen  Schar  und 
jedes  einzelnen  ihrer  ESe. 

Auch  diese  geometrischen  Ergebnisse  sind  leicht  analytisch  dar- 
zustellen. Ist  x^lffi  irgend  ein  eigentlicher  Punkt,  so  ist  das  Tan- 
gentenpaar, das  er  mit  dem  KS  {k)  gemein  hat,  nach  Art.  161 
Aufg.  4  Gl.  (88) 

(47)  L(f,^y,y-  2M{y-y,)(x^x,)  +  N{x--x,y^  0, 
wo  zur  AbkQrzung 

L  =«11  — A  — 2ai5iCi-f  ajjiTi' 

(48)  -M'=ai|-aijyi-«t3^i  +  «38^iyi 
^  =  «f«  -  A  -  2a„yi  +  a„yi» 

gesetzt  wurde.  Also  ist  die  Gleichung  des  Achsenpaares  dieses  Tan- 
gentenpaares nach  Art.  49  (48)  (was  nach  Art.  68  auch  gilt,  falls 
^Til^i  ein  imaginärer  Punkt  ist) 

(49)  -  M{jf-y,y+  (N-L)(y-y,)  (x-x,)  +  M(x-x,y=  0, 

eine  Gleichung,  die  nach  (48)  von  X  unabhängig  ist.  Unbestimmt 
wird  sie  nur  für  JK  —  0,  L^  Ny  in  welchem  Falle  x^  \  y^  nach 
Art.  191  Aufg.  1  ein  Brennpunkt  der  Schar  ist,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  Vorangehenden  ergeben  sich  nun  unmittelbar  folgende 
geometrisch  besonders  wichtige  Eonsequenzen: 

Die  Winkel  jedes  von  einem  reellen  eigentlichen  Punkt 
(^iIVi)  ^'^  ^^^  KSe  der  konfokalen  Schar  zu  legenden  reellen 
Tangentenpaares  (^;  ^)  werden  durch  das  Achsenpaar  {q,q) 
dieses  Punktes  halbiert  (Fig.  133). 

Da  auch  die  Brennstrahlen  eines  Punktes  ^il^i  ein  solches 
Tangentenpaar  (an  den  in  die  reellen  Brennpunkte  der  Schar  ent- 
arteten ES)  sind,  ergibt  sich  insbesondere: 

Die  Winkel  der  Brennstrahlen  (rj,  r,)  jedes  reellen  eigent- 
lichen Punktes  (^J^i)  der  Ebene  werden  durch  das  Achsen- 
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paar  {q,  q)  des  Punktes  halbiert  (Fig.  133).     Und:  Die  durch 
einen  beliebigen  äußeren  Punkt  des  KSes  gehenden  beiden 

Tangenten  bilden  mit 
den  beiden  Brennstrah- 
len dieses  Punktes  glei- 
che Winkel. 

Ist  x^  I  y^  ein  Punkt  eines 
KSes  (A)  der  Schar^  so  fallen 
die  beiden  Tangenten  mit- 
einander und  mit  der  einen 
Achse  zusammen;  die  andere 
Achse  steht  also  auf  der 
Tangente  senkrecht  und 
heißt  darum  Normale  des 
KSes  (A)  im  Punkte 
x^\y^.  Das  Achsenpaar 
eines  Kuryenpunktes 
wird    also     yon    seiner 


Fig.  183. 


Tangente  und  Normale  gebildet. 

Außerdem  folgt  aus  den  letzten  Sätzen  noch: 

Die.  Winkel  der 
Brennstrahlen  (r^,  r,) 
eines  KS-Punktes 
(^ii^i)  werden  durch 
die  Tangente  {t)  und 
die  Normale  (n)  des 
KSes  in  diesem  Punkt 
halbiert  (Fig.  134). 
(Dies  ist  die  Eigenschaft, 
der  die  Brennpunkte 
ihren  Namen  verdanken. 
Denkt  man  sich  nämlich 
in  dem  einen  Brennpunkt 
eine  Lichtquelle,  deren  Strahlen  an  dem  KS^  d.  h.  an  seinen  Tangenten 
in  deren  Kurvenpunkten  reflektiert  werden ,  so  schneiden  sich  nach 
dem  letzten  Satze  alle  reflektierten  Strahlen  in  dem  andern  Brennpunkt.) 

Übungsaufgabe:  Man  spezialisiere  die  Rechnungen  dieses  Ar- 
tikels für  den  Fall,  daß  der  Zentral-KS  oder  die  Parabel  durch  ihre 
Gleichungen  in  der  Normalform  gegeben  sind. 

18B.  [Orthogonallt&t  der  konfokalen  SS -Schar.]    Aus  der 

Existenz  der  Achsenpaare  folgt  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
konfokalen  Schar. 


Fig.  134 
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Jeder  eigentliche  reelle  Punkt  P,  tragt  eine  Strahleninyolution 
anch  in  bezng  aaf  die  ES-Schar  (2).  Ist  P^  kein  Brennpunkt,  also 
keine  Ecke  der  Schar ,  so  ist  die  Involution  nach  Art.  142  nicht 
identisch;  weil  in  ihr  aber  die  beiden  absoluten  Strahlen  des  Punktes 
Pj  (als  Tangenten  an  das  Punktepaar  J^,  J^  der  Schar)  konjugiert 
sind,  muß  sie  gleichseitig  hyperbolisch  sein.  Ihre  Doppel- 
strahlen sind  also  orthogonal.  Sie  sind  aber  die  beiden  Strahlen 
oder  Tangenten,  für  die  Pj  Berührungspunkt  je  einer  Kurve  der  Schar 
ist.  Liegt  nun  P^  auf  einem  singulären  Strahl  der  Schar,  d.  h.  auf 
einer  Hauptachse,  so  ist  diese  zwar  eine  jener  beiden  Tangenten,  aber 
Pj  ist  nicht  „Kurvenpunkt"  der  von  dieser  Hauptachse  getragenen,  in 
das  Brennpunktepaar  entarteten  Kurve  der  Schar.  Liegt  dagegen  P^ 
nicht  auf  einer  Hauptachse,  so  ist  P^  Kur venp unkt  der  beiden 
sich  in  ihm  schneidenden  nicht  entarteten  reellen  Kurven  der  Schar, 
deren  Tangenten  in  P^  also  orthogonal  sind.  Diese  Tangenten  sind 
daher  nach  dem  vorigen  Artikel  das  Achsenpaar  dieses  Punktes, 
und  wir  haben  das  Resultat: 

In  jedem  eigentlichen  reellen  Punkt  der  Ebene,  der  nicht 
auf  einer  Hauptachse  liegt,  schneiden  sich  zwei  reelle  nicht 
entartete  KSe  einer  konfokalen  Schar  orthogonal.  Ihre 
Tangenten  im  Schnittpunkt  bilden  das  Achsenpaar  dieses 
Punktes.  Die  konfokale  Schal*  selbst  heißt  deshalb  eine  orthogo- 
nale KS-Schar. 

Um  dieses  Ergebnis  analytisch  zu  begründen,  stellen  wir  die 
KSe  der  Schar  (2)  durch  ihre  adjungierten  Gleichungen  in  Punkt- 
koordinaten dar,  wobei  also  jedes  in  der  Schar  enthaltene 
Punktepaar  durch  seinen  Träger,  d.  h.  jedes  Brennpunktepaar 
durch  die  es  tragende  Hauptachse  ersetzt  wird. 

Ist  der  zugrunde  gelegte  KS  (1)  ein  Zentral- KS,  so  enthält  die 
Schar  (2)  reelle  und  imaginäre  Ellipsen  und  Hyperbeln.  Wir  können 
daher  annehmen,  daß  (1)  eine  reelle  Ellipse,  die  Gleichung  der  Schar 
in  Pnnktkoordinaten  also 

(50)  ä'^  +  6^i:i  =  l        («>*) 

sei.     Um  zunächst  zu  zeigen,   daß  durch  jeden   reellen  eigentlichen 
Punkt  (c^\y^,  der  nicht  auf  einer  Hauptachse  liegt,  zwei  reelle  der  in 

(50)  dargestellten  KSe    hindurchgehen,   bilden   wir  aus  (50)   die  für 
X  quadratische  Gleichung 

(51)  (a* -  k)  (6* -  A)  -  (a*  -  X)y,^  -  (6* -  X)x,'  =  0, 

Für  X^a^  ist  ihre  linke  Seite  >  0,  für  X^h^  ist  sie  <  0,  für  ;i op 

Heffieru.  Koehler,  analytische  Geometrie,  L  30 
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aber  wieder  >  0.  (51)  besitzt  also  eine  reelle  Wurzel  A^,  die  <  6* 
ist,  und  eine  X^,  die  zwischen  6*  und  a*  liegt.  Der  ersteren  entspricht 
eine  reelle  Ellipse,  der  letzteren  eine  Hyperbel. 

Die  Tangenten  der  KSe  (X^)  und  (A^)  im  Punkt  ar^ly,  haben 
die  Qleichungen 

Da  nun  Xj^  \  y^  die  Gleichung  (50)  für  X=-  X^  und  für  A  =  Aj  erfüllt, 
so  ist 

(^^\  ^1       ^1     I     y\    __y±_ 

^    ^    r  ^i'    ,    2/1'    _   ^1' yi^i  =  0 

""li  — X,  La*— X^  "^&«— 1^        a»-X,       6*  — aJ~"^- 

Die  beiden  Tangenten  der  KSe  (A^)  und  (A^)  in  x^  \y^  sind  also  ortho- 
gonal, womit  unser  Satz  analytisch  bewiesen  ist. 

Liegt  nun  ^^  |  y^  auf  einer  Hauptachse,  ohne  Brennpunkt  zu  sein, 
so  liefert  GL  (51)  zwei  reelle  Wurzeln,  deren  Einsetzung  in  (50)  eben 
diese  doppelt  zu  zählende  Hauptachse  und  einen  reellen  nicht  ent- 
arteten KS  der  Schar  ergibt.  Da  diese  beiden  Linien  sich  ebenfalls 
orthogonal  schneiden,  so  bleibt  also  der  obige  Satz  auch  noch  für 
Punkte  auf  einer  Hauptachse  gültig,  falls  man  die  in  der 
Schar  (2)  enthaltenen  Brennpunktpaare  durch  die  sie  tragen- 
den Hauptachsen  ersetzt. 

Ist  dagegen  x^\y^  ein  Brennpunkt,  so  erhält  man  aus  (50) 
nur  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Kurve,  nämlich  die  Hauptachse 
durch  diesen  Brennpunkt. 

Um  dieselben  Resultate  auch  für  die  Parabelschar  analytisch 
zu  bestätigen,  sei  die  zugrunde  gelegte  Parabelgleichung  in  der 
Normalform  gegeben,  die  Gleichung  (18)  der  Parabelschar  in  Punkt- 
koordinaten  also 

(54)  y««(i-A)(2^_A). 

Ist  dann  x^  \  y^  ein  reeller  eigentlicher,  nicht  auf  der  Hauptachse 
liegender  Punkt,  so  hat  die  quadratische  Gleichung  für  A 

(55)  A»-  (2x,  +  1)A  +  2xi  -y^^^O 

eine  Wurzel  A^  <  1  und  eine  A,  >  1 .  Durch  jeden  solchen  Punkt 
gehen  also  zwei  Parabeln  der  Schar,  zwischen  deren  Scheiteln 

X  =s—     und     X  =*~ 

der  gemeinsame  Brennpunkt  sc  =  —  liegt,  d.  h.  eine  positive  und 
eine  negative  Parabel. 
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Die  Tangenten  der  Parabeln  (A^)  und  (A,)  in  x^  |  y^  haben  die 
Gleichungen 

(r,a^  f  »y,  "  (1  "  ^)(^  +  «i)  +  ^i  (1  " -^i)  =  0 

^     ^  tyy.-(l->l,)(x  +  a:J  +  i,(l-A,)  =  0. 

Da  aber  nach  (55) 

(57)  ^^i-Vi'-^h^,        2x^+l^X^  +  X^ 

ist;  so  ergibt  sich 

(58)  y^.+  (i_A,)(l-A,)  =  0; 

d.  h.  die  beiden  Tangenten  (56)  sind  orthogonal^  ^.  z.  b.  w. 

Liegt  Xy^  I  y^  auf  der  Hauptachse,  ohne  Brennpunkt  zu  sein,  ist 
also  y^^  =  0,  so  tritt  nach  (55)  und  (54)  an  Stelle  der  einen  Parabel 
wieder  die  doppelt  zählende  Hauptachse,  so  daß  der  Satz  auch  hier 
in  dem  bei  der  Schar  von  Zentral -KSen  angegebenen  Sinne  gflltig  bleibt. 

Ist  Xy^ly^  dagegen  der  eigentliche  Brennpunkt,  so  erhält  man 
aus  (55)  und  (54)  wieder  nur  die  Hauptachse  als  einzige  durch  ihn 
hindurchgehende  Kurve  (A). 

Da  jeder  Punkt  x^  \  y^  in  einem  Quadranten  des  a;y- Achsenkreuzes 
der  Schnittpunkt  zweier  und  nur  zweier  konfokalen  ESe  der  Schar 
(50)  ist,  deren  Parameter  die  Wurzeln  A^,  Aj  der  61.  (51)  sind,  und 
umgekehrt  je  zwei  reellen  Zahlen  Ai,  A,,  deren  eine  <  6*  ist,  deren 
andere  zwischen  6*  und  a*  liegt,  eine  reelle  Ellipse,  bezw.  Hyperbel 
der  Schar  (50)  entspricht,  die  in  jenem  Quadranten  einen  und  nur 
einen  Schnittpunkt  haben,  so  kann  man  diese  Zahlenpaare  als  Koor- 
dinaten der  Punkte  in  einem  Quadranten  der  Ebene  benutzen. 
Man  nennt  sie  elliptische  Koordinaten.  —  Entsprechend  kann 
man  aus  den  Gleichungen  (54)  und  (55)  parabolische  Koordinaten 
für  die  Punkte  in  einer  der  beiden  Halbebenen  herleiten,  in  die  die 
Ebene  durch  die  beiden  Hauptachsen  der  konfokalen  Parabelschar 
zerlegt  wird.  —  Sowohl  die  elliptischen  wie  die  parobolischen  Koor- 
dinaten sind  orthogonale  Koordinaten. 

186.  [Die  Brennpnnktsinvolntlon  auf  Jeder  Hauptachse.] 

Auf  jeder  Hauptachse  eines  KSes  kann  man  die  Brennpunkte  natür- 
lich als  Doppelpunkte  einer  Inyolution  auffassen,  die  bei  allen  KSen 
der  konfokalen  Schar  dieselbe  ist,  und  die  wir  die  Brennpunkts- 
inyolution  dieser  Hauptachse  nennen  wollen.  Sie  ist  bei  der  reellen 
Ellipse  hyperbolisch  auf  der  großen,  elliptisch  auf  der  kleinen  Haupt- 
achse, bei  der  imaginären  Ellipse  verhält  sie  sich  umgekehrt,  — 
bei  der  Hyperbel  ist  sie  hyperbolisch  auf  der  inneren,  elliptisch  auf 
der  äußeren  Hauptachse,  —  bei  der  Parabel  gleichseitig  hyperbolisch 
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auf  der   eigentlichen  ^    auf  der    uneigentlichen   Hauptaclise   aber    die 
orthogonale  Involution. 

Die  Brennpunktsinvolution  steht  nun  mit  den  Achsen- 
paaren  der  konfokalen  Schar  in  einem  interessanten  Zusammenhang. 
Sind  P  und  P'  ein  reelles  Punktepaar  einer  Brennpunktsinvolution, 
g  eine  beliebige  reelle  mit  P  inzidierende  Gerade,  g'  J^g  durch  P\ 
r^,  rj  die  Brennstrablen  des  Punktes  gg',  so  sind  g,  g  und  >\,  r,  zwei 
harmonische  Paare,  deren  eines  orthogonal  ist  und  folglich  die  Winkel 
des  anderen  halbiert.  Die  Winkel  der  Brennstrahlen  werden  aber 
durch  das  Achsenpaar  des  Punktes  gg  halbiert;  also  müssen  g^  g 
mit  diesem  identisch,  d.  h.  konjugierte  Normalstrahlen  sein.  Hier- 
aus folgt: 

Sowohl  die  reellen,  wie  auch  die  imaginären  Brenn- 
punkte eines  KSes  werden  durch  je  zwei  konjugierte  Nor- 
malstrahlen, insbesondere  also  auch  durch  die  Tangente 
und  die  Normale  jedes  Kurvenpunktes  harmonisch  getrennt. 

Die  konjugierten  Normalstrahlen  der  Strahlen  eines 
Strahlbüschels,  dessen  reeller  Träger  auf  einer  Hauptachse 
liegt,  bilden  wieder  ein  Strahlbüschel,  dessen  Träger  auf  der- 
selben Hauptachse  liegt  und  dem  Träger  des  ersten  Büschels 
in  der  Brennpunktsinvolution  konjugiert  ist. 

Übungsaufgabe:  Man  beweise  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes 
direkt,  daß  jeder  reelle  Brennpunkt  eines  ES  es  in  bezug  auf  diesen  eine 
orthogonale  Strahleninvolution  trägt. 

187.  [Der  Haupt-  oder  Direktorkreis  eines  Kegelschnittes.] 

Da  sich  die  eigentlichen  Brennpunkte  eines  KSes  als  die  Träger  je 
eines  absoluten  Tangentenpaares  (einer  orthogonalen  Strahleninvolution) 
erwiesen  haben,  liegt  es  nahe,  nun  auch  nach  denjenigen  Punkten  zu 
fragen,  die  ein  orthogonales  Tangentenpaar  (eine  gleichseitig- 
hyperbolische Involution  in  bezug  auf  den  KS)  tragen.  Den  Ort 
dieser  Punkte  können  wir  sofort  angeben.  Er  besteht  aus  den  Punkten, 
deren  Tangentenpaar  an  den  gegebenen  KS  durch  das  Tangentenpaar 
an  die  absoluten  Punkte  harmonisch  getrennt  wird,  er  ist  somit  nach 
Art.  144  der  zu  dem  gegebenen  KS  und  dem  absoluten  Pimktepaar 
harmonische  Kegelschnitt. 
Sind  also 

^     ^  I   ^(w,  V,  s)  =  MHt;»-0 

die  Gleichungen  des  gegebenen  KSes  und  des  absoluten  Punktepaares, 
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80  ist  nach  Art.  144  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

(60)  H^^^  a^{x^  +y')-  2a,,x  -  2a„y  +  (a,,  +  «,,) t'  =  0; 

er  ist  also  i.  a.  ein  Kreis,  der  konzentrisch  zu  dem  gegebenen  KS 
liegt,  und  wird  als  der  Haupt-  oder  Direktorkreis  des  KSes 
9  =  0  bezeichnet. 

Der  Hauptkreis  entartet  dann  und  nur  dann,  wenn 

(61)  «88[«38(«11  +  «22)  -  («13  +  «2D]  =  «»»(All  +  ^2)  =  0 

ist,  und  zwar  in  ein  Geradenpaar,  wenn  nicht  zugleich  «j,  =  0  und 
All  +  A^j  «  0  ist,  —  in  g^  als  Doppelgerade,  wenn  diese  beiden  Be- 
dingungen zugleich  erfüllt  sind,  ohne  daß  a^  +  or^g  =  0  ist,  —  in 
alle  Punkte  der  Ebene  aber,  wenn  auch  noch  die  letzte  Bedingung 
erfüllt  ist.     Hieraus  folgt: 

Bei  einem  Zentral-KS,  der  keine  gleichseitige  Hyperbel 
und  kein  eigentlicher  Doppelpunkt  ist,  entartet  der  Haupt- 
kreis nicht,  bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel  und  bei  einem 
eigentlichen  Doppelpunkt  entartet  er  in  ein  absolutes 
Strahlenpaar,  bei  der  Parabel  und  dem  eigentlich-uneigent- 
lichen Punktepaar  in  ein  eigentlich-uneigentliches  Geraden- 
paar, bei  dem  uneigentlichen  nicht  orthogonalen  Punkte- 
paar in  g^  als  Doppelgerade,  bei  dem  orthogonalen  Punkte- 
paar endlich  in  alle  Geraden  der  Ebene. 

Ist  der  KS  9  =  0  eine  Parabel  oder  ein  eigentlich-uneigentliches 
Punktepaar,  also  «gj  =  0, 
aber  nicht  zugleich  «u  =  0,3 
=  0,  so  hat  das  eigentlich- 
uneigentliche  Geradenpaar, 
in  das  der  Hauptkreis  ent- 
artet, die  Gleichung 

(62)  I2a,,x  +  2cc,^y 
-(«ii  +  «,M^=-0. 

Bei  der  Parabel  ent- 
artet also  der  Haupt- 
kreis in  die  beiden  Leit- 
linien (s.  Art.  193,  Aufg.  2). 

Ist  ein  nicht  entar- 
teter Zentral-KS  durch 
seine  Gleichung  in  Normal- 
form 

(63) 


Flg.  135. 


4-  f   ^-  -  1 

-r  fj  ,,:  —  i- 


(fl,  f,=±l) 
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gegeben^  so  ist  die  Gleichung  seines  Hauptkreises 


(64) 


x^  +  y^-h<^^+B,b\ 


Der  Hauptkreis  ist  also  bei  der  Ellipse  reell  (s.  Fig.  135)  oder  ima- 
ginär^  je  nachdem  sie  selbst  reell  oder  imaginär  ist.  (Speziell  beim 
Kreis  ist  er  der  mit  ihm  konzentrische  EreiS;  dessen  Radius  zu  dem  des 
gegebenen  sich  wie  )/2  :  1  verhält.)  Bei  der  Hyperbel  ist  der  Haupt- 
kreis reell  (s.  Fig.  136)  oder  ima- 
ginär Je  nachdem  die  innere  Haupt- 
achse größer  oder  kleiner  als  die 
äußere^  also  die  Hyperbel  spitz 
oder  stumpf  ist.  (Bei  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  entartet  er, 
wie  wir  schon  wissen,  in  ein  ab- 
solutes Strahlenpaar,  nämh'ch  in 
das  absolute  Durchmesserpaar 
oder,  was  hier  dasselbe  ist,  das 
Paar  der  Kreispunktpolaren.) 

Übungsaufgaben:  1.  Man 
bestimme  die  Gleichung  des  zu 
dem  KS 


Fig.  136. 


(65) 


f{x,  y,  1)  =  »11  rr*  +  2a^^xy  + h  öfjs  =  ^ 


gehörigen  Hauptkreises 


(66) 


^m(^'+  y')  -  2^8^;  -  2Ä,,y  +  A,,  +  ^2,-  0 


unter  Benutzung  der  Gleichung,  die  das  Tangentenpaar  eines  beliebigen 
Punktes  x^ly^  der  Ebene  an  den  KS  (65)  darstellt  (s.  Art.  161. 
Aufg.  4.  (88)). 

2.  Man  bestimme  aus  (60)  die  Gleichung  des  absoluten  Durch- 
messerpaareS;  in  das  der  Hauptkreis  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
entartet. 

3.  (Brennpunkte  der  entarteten  Kurven  H.  Ordnung.) 
Die  Brennpunktpaare  einer  Kurve  H.  Ordnung  werden  definiert  als 
die  Brennpunktpaare  der  ihr  adjungierten  Kurve  IL  Klasse.  Die 
Brennpunkte  eines  Geradenpaares  fallen  also  in  dessenTräger 
zusammen,  diejenigen  einer  Doppelgeraden  werden  völlig  unbestimmt. 

Man  zeige,  daß  man  zu  dieser  Definition  der  Brennpunkte  fQr 
ein  nicht  paralleles  Geradenpaar  auch  dadurch  gelangt,  daß  man  einen 
Zentral -KS  in  dieses  entarten  läßt. 


Digitized  by 


Google 


Fünfzehntes  Kapitel. 

Kegelsclmittbascliel   und  Kegelschnittscliareii  in  der  äqniformen 

Geometrie. 

A.  Das  KegelsohnittbÜBOhel. 

188.  [Orthogonalmetrlsch  aasgeseiohnete  KBe  in  einem 
beliebigen  KB-Bflsohel.  Die  Brennpnnktsknrve.]  Wenn  wir 
das  KS-Büschel 

(1)  fix,  y,  t)  -  kg{x,  y,  t) 

=  aiiX^+  2a^^xy  +  a„y*+  2a^^xt  +  2a^^yt  +  a^t^ 
-  A(6n^'+  2l,^xy  +  6„y*+  2\^xt  +  2h^;yt  +  h,^fi)  =  0 

auf  seine  orthogonalmetrischen  Eigenschaften  hin  untersuchen,  so 
können  wir  uns  zwei  Fragen  vorlegen:  erstens  die  Frage,  ob  es  in 
einem  beliebigen  KS-Büschel  immer  orthogonalmetrisch  ausgezeich- 
nete Kurven  gibt,  und  zweitens  die  Frage  nach  denjenigen  KS- 
Büscheln,  die  selbst  orthogonalmetrisch  ausgezeichnet  sind. 

Wir  fragen  also  zunächst:  Enthält  das  beliebige  durch  (1)  ge- 
gebene KS-Büschel  eine  gleichseitige  Hyperbel?  Die  Bedingung 
dafür,  daß  der  KS  (k)  eine  (ev.  entartete)  gleichseitige  Hyperbel  ist, 
lautet  nach  Art.  178 

(2)  an  +  «2.-^0u+6,,)  =  0. 

Es  gibt  also  i.  a.  einen  KS  (A)  im  Büschel,  der,  wenn  er  nicht  ent- 
artet, eine  gleichseitige  Hyperbel  ist.  Wenn  er  entartet,  ist  er  bei 
einem  nicht  homothetischen  KS-Büschel  ein  orthogonales  Geraden- 
paar, beim  homothetischen  KS-Büschel  aber  dessen  eigentlich- 
uneigentliches  Geradenpaar  (bezw.  Doppelgerade),  da  nach  Art.  162 
für  dieses 

ist.  In  der  Tat  kann  man  auch  ein  solches  G^radenpaar  als  orthogo- 
nales Geradenpaar,  also  als  entartete  gleichseitige  Hyperbel  an- 
sehen, weil  die  uneigentliche  Gerade  g^^  den  zu  dem  uneigentlichen 
Punkt  der  eigentlichen  Geraden  des  Paares  orthogonalen  Punkt  ent- 
hält.    Hiernach  ergibt  sich: 
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Jedes  KS-Büschel  enthält  eine  und  i.  a.  nur  eine  (ev.  ent- 
artete) gleichseitige  Hyperbel.  Diese  kann  bei  einem  nicht 
homothetischen  KS-Büschel  in  ein  reelles*)  eigentliches  orthogo- 
nales Geradenpaar  entarten-,  sie  entartet  immer  in  ein  eigentlich- 
uneigentliches  Geradenpaar  (oder  in  g^  als  Doppelgerade),  wenn  das 
Büschel  homothetisch  ist. 

Mehr  als  eine  gleichseitige  Hyperbel  kann  das  Büschel  (1)  nur 
dann  enthalten,  wenn  Gleichung  (2)  mehr  als  eine  Wurzel  besitzi^  also 

(4)  011+  «22=^1+^22=0 

ist.  Dann  enthält  das  ES-Büschel  aber  ofiFenbar  lauter  gleichseitige 
Hyperbeln  (und  deren  Entartungen)  und  ist  ein  orthogonal  aus- 
gezeichnetes KS-Büschel,  das  wir  im  folgenden  Artikel  betrachten 
werden. 

Wenn  das  KS-Büschel  (1)  einen  Kreis  enthalten  soll,  muß  sein 
Parameter  nach  Art.  178  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 

j  «11  -  »22  -  -^(^11  -  ^22)  =  0 

genügen,  also  muß 

(6)  («n  —  a«)  ^2  =  (^11  -  ^22)  «12 

sein.  Diese  Bedingung  ist  im  allgemeinen  nur  beim  homothe- 
tischen KS-Büschel  erfüllt.  Bei  ihm  entspricht  aber  nach  (3)  dem 
aus  (5)  bestimmten  X  das  eigentlich -uneigentliche  Geradenpaar,  das 
man  in  der  Tat,  da  es  durch  die  beiden  absoluten  Punkte  der 
Ebene  geht,  als  entarteten  Kreis  ansehen  darf.  Wir  können  also 
sagen : 

Ein  KS-Büschel  enthält  im  allgemeinen  keiifen  Kreis. 

Ist  aber  Gleichung  (6)  erfüllt,  ohne  daß 

(7)  a^i  -  a«  =  611  -  62s,  =  »12  =  612  =  0 

ist,  so  enthält  das  KS-Büschel  (1)  einen  (ev.  entarteten)  Kreis. 
Gilt  endlich  (7),  so  sind  alle  seine  nicht  entarteten  KSe  Kreise.  Beide 
Arten  von  KS- Büscheln,  das  KS-Büschel  mit  einem  Kreis,  sowie 
das  Kreis-Büschel  werden  wir  unter  den  orthogonalmetrisch  aus- 
gezeichneten KS- Büscheln,  denen  wir  uns  im  folgenden  Artikel  zu- 
wenden, wiederfinden. 


1)  Dieses  einzige  orthogonale  Geradenpaar  muß  reell  sein;  denn  aggre- 
giert imaginäre  orthogonale  Geradenpaare  gibt  es  nicht  (s.  S.  98  Anm.  1)). 
Wenn  aber  ein  aus  zwei  nicht  aggregiert  imaginären  Geraden  bestehendes 
Paar  orthogonal  ist,  so  gilt  das  Gleiche  von  dem  zu  ihm  aggregiert  imagi- 
nären Paar.    Das  Büschel  enthielte  also  dann  zwei  orthogonale  Geradenpaare. 
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Übungsaufgabe  über  die  Brennpunktskurve  eines  KS- 
Büschels: 

Nach  Art.  191,  Übungsauf g.  1  ergeben  sich  die  Brennpunkte  des 
KSes  (A)  des  Büschels  (1)  aus  den  Gleichungen 

oder,  wenn  wir  uns  diese  nach  Potenzen  von  A  geordnet  denken,  aus 
den  Gleichungen 

«Q  +  «1 A  +  o,  A*  =  0 

in  denen  die  a^  und  6^  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  von 
Xy  y,  t  sind.  Durch  Elimination  von  A  ergibt  sich  hieraus  die  homo- 
gene Gleichung  achten  Grades  in  Xy  y,  t 

(9)  (a^\  -  ai&o)(ai&2  -  aj6i)  -  {%\  -  a^b^y -  0 

für  den  Ort  der  Brennpunkte  aller  KSe  des  Büschels  (1).  Da  aber 
die  Gleichungen  (8)  für  G^^{X)  =  0,  d.  h.  für  die  beiden  (ev.  entarteten) 
Parabeln  des  Büschels  durch  ^  =  0,  also  durch  die  Koordinaten  jedes 
Punktes  von  g^  erfüUt  werden,  muß  sich  der  Faktor  fi  von  (9)  ab- 
spalten lassen,  d.  h. 

Die  Brennpunktskurve  eines  KS-Büschels  ist  i.  a.  eine 
Kurve  sechster  Ordnung*). 

Durch  eine  einfache  geometrische  Überlegung  kann  man  den 
folgenden  wichtigen  Satz  beweisen: 

Die  Brennpunktskurve  eines  allgemeinen  nicht  orthogo- 
nalmetrisch ausgezeichneten  KS-Büschels  besitzt  immer 
sechs  und  nur  sechs  Doppelpunkte  in  den  Ecken  und  den 
Fußpunkten  der  Höhen  des  dem  Büschel  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks. 

Die  einen  Doppelpunkt  der  Kurve  bildenden  Brennpunkte  können 
entweder  demselben  oder  verschiedenen  KSen  angehören.  Im  ersten 
Fall  muß  der  betreffende  KS,  da  das  Büschel  keinen  Kreis  enthält. 


1)  Vergl.  hierzu  G.  Bauer,  Von  der  Kurve  VI.  Ordnung,  welche  der  Ort  der 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ist,  welche  durch  vier  Punkte  gehen,  (Münchener 
Sitzungsber.  1905,  S.  97)  und  die  dort  angegebene  Literatur.  —  Der  Leser  dieses 
Buches  wird  die  Brennpunktskurve  gern  auch  dort  auf  ein  gleichseitiges  ortho- 
gonales Parallelkoordinatensystem  bezogen  sehen.  Er  braucht  dazu  nur  ein  be- 
liebiges solches  der  dortigen  Untersuchung  zugrunde  gelegt  zu  denken  und 
dann  unter  den  Zeichen  Xj,  x^y  x^  der  eleganten  Bau  ersehen  Gleichung  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  zu  verstehen,  die  die  Seiten  des  dem  Büschel 
(erster  oder  zweiter  Art)  gemeinsamen  Polardreiecks  in  Hessescher  Normalform 
darstellen. 
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ein  Geradenpaar  sein  (s.  Art.  197^  Übnngsaufg.  3);  derartige  Doppel- 
punkte sind  also  nur  die  drei  Ecken  E,  F,  O  des  dem  Büschel  ge- 
meinsamen Polardreiecks.  Ein  Doppelpunkt  P  aber^  in  dem  die  Brenn- 
punkte zweier  yerschiedenen  KSe  zusammenfallen,  trägt  in  bezng  auf 
beide  eine  orthogonale  Involution;  die  Pole  von  PE  in  bezng  auf 
diese  beiden  ESe  müssen  also  zugleich  auf  der  zu  PE  orthogonalen 
Geraden  A  und  auf  der  Polaren  e  von  E  liegen,  und  es  muß  somit 
entweder  h  mit  e  zusammenfallen  oder  PE  eine  Seite  des  Polar- 
dreiecks EFG  sein.  Daraus  folgt  aber,  daß  P  nur  der  Fußpunkt 
einer  Höhe  des  Polardreiecks  sein  kaun.  —  Ist  andererseits  P  der 
Fußpunkt  der  zur  Seite  EF  gehörigen  Höhe,  so  sind  EF  und  PG 
für  jeden  KS  des  Büschels  die  Achsen  der  von  P  getragenen  In- 
volution, und  daraus  ergibt  sich  leicht,  daß  in  der  Tat  P  ein  Brenn- 
punkt zweier  ESe  des  Büschels  ist. 

188.  [Orthogonalmetrlsoh  ansgeseiohnete  SB-Büschel.] 

Wie  wir  in  Art.  162  gesehen  haben,  erzeugt  ein  ES -Büschel  auf  der 
uneigentlichen  Geraden  g^  eine  elliptische,  eine  hyperbolische,  eine 
parabolische  oder  eine  identische  Involution,  durch  welche  jedesmal  die 
parallelmetrische  Art  des  Büschels  bestimmt  wird.  Jedes  ES-Bü- 
schel,  bei  dem  diese  Involution  einen  orthogonalmetrischen  Spezialfall 
darbietet,  werden  wir  also  als  ein  orthogonalmetrisch  ausgezeichnetes 
ES -Büschel  zu  betrachten  haben.  Nun  ist  der  einzige  orthogonalme- 
trische Spezialfall  der  elliptischen  Involution  die  orthogonale,  der  hyper- 
bolischen die  gleichseitig -hyperbolische,  der  identischen  die  in  ein  ortho- 
gonales, sowie  die  in  das  absolute  Punktepaar  entartete  Involution, 
während  die  parabolische  Involution  überhaupt  keinen  solchen  Spezial- 
fall darbietet.  Ein  ES-Büschel,  dessen  Involution  auf  ^^  orthogonal 
ist  oder  in  ein  orthogonales  Punktepaar  entartet,  enthält 
offenbar  nur  gleichseitige  Hyperbeln;  es  ist  ein  nicht  homothetisches 
oder  ein  homothetisches  gleichseitiges  Hyperbel-Büschel.  Ein 
Büschel,  dessen  Involution  auf  g^  gleichseitig  hyperbolisch  ist, 
enthalt,  weil  in  dieser  die  absoluten  Punkte  J^  und  J^  konjugiert 
sind,  einen  Ereis;  es  ist  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit 
einem  Ereis,  der  aber  auch  in  ein  absolutes  Strahlenpaar  entarten 
kann.  Entartet  endlich  die  Involution  auf  g^  in  das  absolute  Punkte- 
paar, so  enthält  das  Büschel  lauter  Ereise,  und  wir  erhalten  als 
Spezialfall  des  homothetischen  Ellipsen-Büschels  das  Ereis-BüscheL 

Nach  dem  vorigen  Artikel  haben  wir  somit  für  die  orthogonal- 
metrischen Spezialfälle  des  ES -Büschels  folgende  Eriterien: 

Das  ES-Büschel  (1)  ist  für 

1.  «11  +  «22 '^  ^u  +  ^22  "^  0'   ®i^  gleichseitiges  Hyperbel- 
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Büschel  und  zwar  ein  nicht  homothetisches  oder  ein 
homothetisches^  je  nachdem  nicht  alle  oder  alle 

2.  (a,i  — -  a^a)  b^^  —  (b^^  —  b^)  o,,  =  0,  aber  nicht  a^  ■—  o^g 
=  feil  —  622  =  »12  =  ^12  ^  ^'  6^^  Ellipsen-Hyperbel- 
Büschel  mit  einem  Kreis^ 

3.  a^i  —  «jj,  =  6ji  —  ftgj  =  ai2  =  612  =  0:    ein   Kreis-Büschel. 

Übungsaufgabe:  Man  leite  die  obigen  Kriterien  direkt  aus  der 
Gleichung 

her,  die  nach  Art.  142  die  von  dem  KS-Büschel  (1)  auf  g„  erzeugte 
Involution  darstellt. 

200.  [Das  gleiohseitlge  Hyperbel-Bflsohel.]  Wir  betrachten 
zuerst  das  nicht  homothetische  gleichseitige  Hyperbel-Büschel, 
das  als  Hyperbel-Büschel  nur  erster  oder  dritter  Art  sein  kann 
(s.  Art.  163).  Wenn  drei  seiner  Grundpunkte  Ä,  B,  C  gegeben  sind, 
von  denen  zwei  auch  aggregiert  imaginär  sein  dürfen,  so  muß  der 
vierte  Grundpunkfc  D,  weil  das  Büschel  nur  orthogonale  Geraden- 
paare enthält,  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  ABC  sein,  d.  h.: 

Ein  nicht  homothetisches  gleichseitiges  Hyperbel-Büschel 
ist  schon  bestimmt  durch  drei  Grundpunkte,  die  ein  eigent- 
liches Dreieck  mit  mindestens  einer  reellen  Ecke  bilden. 

Wenn  dieses  Dreieck  rechtwinklig  (also  sicher  reell)  ist,  so  fallen 
in  seiner  rechtwinkligen  Ecke  zwei  Grundpunkte  des  Büschels  zu- 
sammen, und  die  zu  dieser  Ecke  gehörige  Höhe  ist  die  gemeinsame 
Tangente  aller  Hyperbeln  des  Büschels. 

Der  Mittelpunkts-KS  eines  nicht  homothetischen  gleich- 
seitigen Hyperbel-Büschels  ist  ein  Kreis,  weil  das  Büschel  auf 
gu  eine  orthogonale  Involution  erzeugt  und  diese  mit  der  von  dem 
Mittelpunkts-KS  auf  g^  hervorgerufenen  Involution  identisch  ist 
(s.  Art.  168). 

Ist  das  gleichseitige  Hyperbel-Büschel  von  der  ersten  Art,  so 
folgt  aus  der  Anwendung  der  Sätze  des  Art.  168  über  den  Mittel- 
punkts-KS (s.  a.  Art.  169,  Übungsaufg.  10)  auf  den  Mittelpunkts-Kreis 
dieses  Büschels  unmittelbar: 

Der  Kreis,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  eines 
beliebigen  reellen  Dreiecks  ABC  mit  dem  Höhenpunkt  D 
geht,  geht  auch  durch  die  Fußpunkte  der  drei  Höhen  und 
durch  die  Mitten  der  drei  von  je  einer  Ecke  und  dem  Höhen- 
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punkt  begrenzten  Strecken  -4D,  BD,  CD.  Er  berührt  die 
sechzehn  Kreise,  welche  den  vier  Dreiecken  ABC,  ABDy 
äCD,  BCD  eingeschrieben  werden  können,  und  heißt  der 
Neun- Punkte-Kreis  oder  der  Fenerbachsche  Ereis  des  Drei- 
ecks ABC})  —  Derselbe  Kreis  ist  oflFenbar  zugleich  auch  der 
Fenerbachsche  Kreis  der  Dreiecke  ABD,  AGD,  BCD.  (Wenn 
das  Dreieck  ABC  nur  eine  reelle  Ecke  hat,  so  sind  Ton  den  neun 
Punkten  seines  Feuerbach  sehen  Kreises  nur  drei  reell;  wenn  es  reell, 
aber  rechtwinklig  ist,  so  reduzieren  sich  die  neun  Punkte  seines 
Feuerbachschen  Kreises  auf  fünf,  und  von  den  sechzehn  ihn  berüh- 
renden Kreisen  fallen  viermal  vier  zusammen.) 

Das  homothetische  gleichseitige  Hyperbel-Büschel  ist 
durch  zwei  eigentliche  und  einen  uneigentlichen  (immer  reellen) 
Grundpunkt  bestimmt,  weil  sein  zweiter  uneigentlicher 
Grundpunkt  der  zu  dem  ersten  orthogonale  Punkt  sein  muß. 

Übungsaufgaben:  1.  Ein  gleichseitiges  Hyperbel-Büschel  ist 
dann  und  nur  dann  konzentrisch,  wenn  es  die  absoluten  Punkte 
der  Ebene  als  singulare  Punkte  besitzt. 

2.  Jedes  nicht  homothetische  gleichseitige  Hyperbel- 
Büschel  läßt  sich  in  der  Form 

x^-y^+  2a^^xt  +  2a^,yt  +  a^^t'  -  2kxy  «  0 

darstellen.  Diese  Gleichung  stimmt  mit  Gleichung  (8)  des  Art  164 
überein,  wenn  man  in  jener  x^,  x^,  t  als  gleichseitige  orthogonale 
Koordinaten  betrachtet.  Aus  ihr  folgen  also  genau  wie  dort  die 
analytischen  Bedingungen  dafür,  wann  das  Büschel  erster  oder  dritter 
Art  oder  ein  spezielles  KS-Büschel  ist,  und  ebenso  ergibt  sich,  daß 
alle  Spezialfälle,  die  bei  einem  beliebigen  Hyperbel-Büschel  auftreten 
können,  auch  noch  beim  gleichseitigen  möglich  sind. 

3.  Jedes  homothetische  gleichseitige  Hyperbel-Büschel 
erlaubt  die  Darstellung 

x'^y'-^fi^  X(2\,xt  +  2b,,yt  -f  h,,fi)  =  0. 

Da  diese  Gleichung  sich  als  spezieller  Fall  der  Gleichung  (15)  in 
Art.  166  erweist,  führt  ihre  Diskussion  genau  zu  denselben  Resultaten, 
die  wir  dort  schon  gefunden  haben. 

4.  Man  beweise,  daß  auf  der  Zentrale  des  einem  Dreieck  um- 
schriebenen und  des  zu  ihm  gehörigen  Feuerbachschen  Kreises  der 
Schwerpunkt,  sowie  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  liegt,  und  daß  diese 
beiden  Punkte  innerer  und  äußerer  Ähnlichkeitspunkt  beider  Kreise 

1)  Feuerbach,  Eigenschaften  einiger  merkwürdiger  Punkte  des  gerad- 
lini^n  Dreiecks.    Nürnberg  1822. 
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sind.  (Daß  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  der  Schwer- 
punkt und  der  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  auf  einer  Geraden  liegen, 
hat  schon  Euler  gefunden,  weshalb  diese  Gerade  häufig  als  ^;die 
Eulersche  Gerade  des  Dreiecks''  bezeichnet  wird.) 


201.  [Das  Bllipsen-Hyperbel-Bflsohel  mit  einem  Kreis.] 
Dieses  Büschel,  das  wir  auch  kürzer  als  ES-Büschel  mit  einem 
Kreis  bezeichnen  können,  weil  ein  KS-Büschel  mit  einem  Kreis 
immer  ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  sein  muß,  erzeugt  auf  Qu  eine 
gleichseitig-hyperbolische  oder  symmetrische  Involution 
(s.  Art.  ir»9)  und  kann  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  sein,  weil 
jede  hyperbolische  Involution  reelle,  aggregiert  imaginäre  und  nicht 
aggregiert  imaginäre  Punktepaare  enthält.  Der  Kreis,  den  das 
Büschel  (1)  unter  der  Bedingung  2.  des  Art.  199  enthält,  kann  auch 
in  ein  absolutes  Strahlenpaar  entarten,  aber  nur  beim  Büschel 
zweiter  Art,  weil  sein  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmter  Para- 
meter immer  reell  ist 

Wenn  das  KS-Büschel  zweiter  oder  dritter  Art  ist,  so  haben 
wir  für  die  Lage  der  Grundpunkte  nur  die  triviale  Bedingung:  es  ist 
ein  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit  einem  Kreis,  wenn  seine  vier  Ginind- 
punkte  auf  einem  Kreis  (oder  einem  absoluten  Strahlenpaar)  liegen. 
Ist  aber  das  Büschel  von  der  ersten  Art,  so  folgt  daraus,  daß  es 
auf  g^  eine  gleichseitig  hyperbolische  Involution  hervorruft  und 
dieser  die  von  seinen  drei  reellen  Geradenpaaren  ausgeschnittenen 
Punktepaare  angehören,  unmittelbar  die  (mit  dem  bekannten  Satz 
über  das  Kreisviereck  sich  deckende)  Bedingung: 

Ein  KS-Büschel  erster  Art  ist  dann  und  nur  dann  ein 
Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit  einem  Kreis,  wenn  in  dem 
einfachen  nicht  überschlagenen  Viereck,  das  man  aus  den 
Grundpunkten  bilden  kann,  die  Summen  je  zweier  einander 
gegenüberliegenden  Winkel  einander  gleich  sind. 

Da  der  Mittelpunkts-KS  auf  g^  dieselbe  Involution  hervorruft, 
wie  das  Büschel  selbst,  ergibt  sich  ferner: 

Der  Mittelpunkts-KS  jedes  Ellipsen-Hyperbel-Büschels 
mit  einem  Kreis  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  (oder  ein 
orthogonales  Geradenpaar). 

Aus  Art.  168  folgt  endlich  (als  eine  Art  von  Analogon  zu  dem 
Peuerbachschen)  der  Satz: 

Bei  einem  vollständigen  Kreisviereck  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten,  sowie  die  Mittel- 
punkte der  sechs  aus  seinen  Ecken  gebildeten  Punktepaare 
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immer  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  (Von  den  neun  so  be- 
stimmten Punkten  sind  aber  beim  Kreisviereck  zweiter  Art  nur  fünf, 
bei  dem  dritter  Art  nur  drei  reell.)  Diese  ^^gleichseitige  Neun- 
Punkte-Hyperbel  eines  Kreisvierecks"  berührt  die  sechzehn 
zu  ihr  homothetischen  KSe,  die  zu  je  vieren  einem  der  vier 
aus  den  Ecken  des  Vierecks  gebildeten  Dreiecke  einge- 
schrieben werden  können. 

Übungsaufgaben:  1.  Jedes  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit 
einem  Kreis  erlaubt  die  Darstellung: 

(10)  x'  +  y^  +  2a^^xt  +  2a^^yt  +  (H^f-k{h,,x'  +  2h,^xy  +  \^y')^0. 

Man  diskutiere  sie  und  stelle  fest,  daß  bei  diesem  Büschel  alle 
Arten  von  Kontakt  möglich  sind. 

2.  Für  das  Ellipsen-Hyperbel-Büschel  zweiter  Art  mit  einem 
Kreis  beweise  man: 

a)  Wenn  das  Büschel  ein  eigentliches  Polardreieck  besitzt,  so 
ist  der  Kreis  des  Büschels  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  der  Höhen- 
punkt des  Polardreiecks  außerhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt; 
wenn  aber  das  Polardreieck  rechtwinklig  ist,  entartet  er  in  ein  ab- 
solutes Strahlenpaar. 

b)  Wenn  das  Büschel  ein  Polardreieck  mit  einer  uneigent- 
lichen Ecke  besitzt,  so  muß  dieses  rechtwinklig  sein,  und  der  Kreis 
des  Büschels  ist  reell  oder  imaginär  oder  entartet,  je  nachdem  sein 
Mittelpunkt  nicht  zwischen  oder  zwischen  den  beiden  eigentlichen 
Ecken  des  Polardreiecks  liegt  oder  mit  einer  dieser  Ecken  zu- 
sammenfällt. 

3.  Durch  die  Gleichung 

(11)  Oii^c«  +  2a^^xy  +  a^^y^-  X(2xy  +  ^)  =  0      (a,,a^  >  0) 

läßt  sich  jedes  konzentrische  EUipsen-Hyperbel-Büöchel  darstellen. 
Dasselbe  enthält  dann  und  nur  dann  einen  Kreis,  wenn 

(12)  a,,  =  Oj, 

ist.  Man  zeige,  daß  (12)  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Orthogonalität  der  beiden  Parallelenpaare  des  Büschels  ist, 
woraus  weiter  folgt,  daß  ein  solches  Büschel  nie  von  der  dritten 
Art  sein  kann.  Ein  konzentrisches  KS-Büschel  erster  oder 
zweiter  Art  ist  also  dann  und  nur  dann  ein  Ellipsen- 
Hyperbel-Büschel  mit  einem  Kreis,  wenn  seine  beiden  Pa- 
rallelenpaare senkrecht  aufeinander  stehen. 

4.  Man  zeige,  daß  ein  KS-Büschel  mit  einer  eigentlichen  Doppel- 
geraden und  einem  (reellen  oder  imaginären)  Geradenpaar  dann  und 
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nur  dann  ein  EUipsen-Hjperbel-Büschel  mit  einem  Kreis  ist,  wenn 
die  Doppelgerade  einer  Mittellinie  des  Geradenpaares  parallel  läuft, 
und  gebe,  falls  das  Geradenpaar  imaginär,  die  Bedingungen  dafür  an, 
daß  der  Kreis  des  BQschels  reell,  imaginär  oder  entartet  ist. 

5.  Man  beweise  geometrisch  und  analytisch,  daß  die  Hauptachsen- 
paare aller  KSe  eines  Ellipsen -Hyperbel -Büschels  mit  einem  Kreis 
einander  parallel  sind,  und  daß  umgekehrt  jedes  nicht  homothe- 
tische  KS-Büschel  mit  einander  parallelen  Hauptachsenpaaren  ein 
Ellipsen-Hyperbel-Büschel  mit  einem  Kreis  ist. 

202.  [Das  Krels-Bflsohel.]  Nach  Art.  199  ist  ein  KS-Büschel 
ein  Kreis-Büschel,  wenn  die  von  ihm  auf  g^  erzeugte  Involution  in 
das  absolute  Punktepaar  entartet.  Das  Kreis-Büschel  gehört  also 
zu  den  homothetischen  Ellipsen-Büscheln  (s.  Art.  165)  und 
kann  als  solches  nur  von  der  zweiten  oder  dritten  Art  sein.    Sind 


^-'    15:' 


iTi  =  a;*  +  y«  +  2a,^xt  +  2a^^yt  +  a^t^  =  0 
+  y^  +  2\^xt  +  26^3^^  -I-  6,3<«  =  0 


zwei  Kreise,  so  enthält  das  durch  sie  bestimmte  Kreis-Büschel 

(14)  jKi  -  AZ,  =  0 

für  reelles  X  als  nicht  entartete  KSe  nur  Kreise,  die  bei  dem  Kreis- 
Büschel  dritter  Art  alle  reell,  bei  dem  zweiter  Art  aber  zum  Teil 
imaginär  sind.     Für  A  =  1  erhält  man  in 

(15)  K^-K^^O 

das  einzige  reelle  Geradenpaar  des  Büschels,  das  aus  der  uneigent- 
lichen Geraden  ^„  und  einer  beim  allgemeinen  Kreis-Büschel  eigent- 
lichen Geraden  mit  der  Gleichung 

(16)  2(a,3  -  \,)x  +  2(0,3  -  K)y  +  «,3  -  ftss  =  0 

besteht.  Diese  Gerade  nennt  man  die  „Ghordale^^  oder  die  „Radikal- 
achse" des  Kreis-Büschels.  (Da  für  jeden  ihrer  Punkte  K^  =  JST,  ist 
und  K^y  K^  als  zwei  beliebige  Kreise  des  Büschels  angesehen 
werden  können,  kann  die  Chordale  bei  der  in  Anm.  1)  S.  426  er- 
wähnten Definition  der  Potenz  auch  als  Linie  gleicher  Potenzen  für 
alle  Kreise  des  Büschels  oder  als  dessen  „Potenzlinie"  bezeichnet 
werden.) 

Das  Kreis-Büschel  ist  nur  dann  ein  spezielles,  wenn  seine 
Chordale  die  Kreise  des  Büschels  berührt  oder  wenn  sie  mit  g^  zu- 
sammenfällt. Es  kann  also  nur  einen  einfachen  eigentlichen  oder 
zwei  imaginäre  uneigentliche  Kontakte  haben  und  besteht  im  zweiten 
Falle  aus  lauter  konzentrischen  Kreisen. 
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Das  allgemeine  Kreis-Büschel  ist  von  der  zweiten  oder 
dritten  Art^  je  nachdem  seine  Chordale  die  Kreise  desselben 
imaginär  oder  reell  schneidet. 

Die  Zentrale  zweier  beliebigen  Kreise  des  Büscheb  hat  die 
Gleichung 

(17)  («28  -  hz)^  -  {^19  -  hz)y  -  («3*3)  =  0, 

d.h.  die  Mittelpunkte  aller  Kreise  eines  nicht  konzentrischen 
Kreis-Büschels  liegen  auf  einer  zu  seiner  Chordale  senk- 
rechten Geraden.  Dies  folgt  ohne  jede  Rechnung  auch  daraus^  daß  bei 
jedem  nicht  konzentrischen  homothetischen  KS-Büschel  der  Mittel- 
punkts-KS  in  g^  und  eine  eigentliche  Gerade  entartet  und  das  Polar- 
dreieck des  Büschels  eine  uneigentliche  Ecke  besitzt,  also  beim  Kreis- 
Büschel  rechtwinklig  sein  muß  (s.  Art.  169  und  180). 

Die  beiden  eigentlichen  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
sind  die  Doppelpunkte  der  Involution,  die  das  Büschel  auf  der 
Zentrale  erzeugt;  sie  liegen  symmetrisch  zur  Chordale,  da  diese  mit 
g^  zusammen  ein  Punktepaar  jener  Involution  liefert.  Sie  sind  beim 
Kreis-Büschel  zweiter  Art  reell,  bei  demjenigen  dritter  Art  ima- 
ginär, weil  das  Polardreieck  bei  dem  ersteren  immer  reell  ist,  bei 
dem  letzteren  aber  nur  eine  uneigentliche  reelle  Ecke  hat.  Man 
nennt  die  beiden  Punkte  die  Grenzpunkte  des  Büschels,  weil  sie 
beim  Kreis-Büschel  zweiter  Art  die  Grenze  zwischen  den  Mittelpunkten 
der  reellen  und  denen  der  imaginären  Kreise  bilden.  (Da  jeder  Kreis 
des  Büschels  die  Zentrale  in  zwei  zu  den  Grenzpimkten  harmonischen 
Punkten  triffi,  liegen  beim  Büschel  zweiter  Art  die  Mittelpunkte  der 
imaginären   Kreise   zwischen   den  Grenzpunkten.)     Hieraus  folgt: 

Bei  einem  allgemeinen  Kreis-Büschel  ist  entweder  das 
Grenzpunktepaar  reell  und  das  eigentliche  Grundpunkte- 
paar imaginär  oder  umgekehrt. 

Die  Grenzpunkte  eines  Kreis-Büschels  sind  die  Träger 
der  beiden  ihm  angehörigen  absoluten  Strahlenpaare,  deren 
jedes  beim  Büschel  zweiter  Art  aggregiert,  bei  dem  dritter 
Art  nicht  aggregiert  imaginär  ist.  (Beim  konzentrischen 
Kreis -Büschel  fallen  diese  Paare  mit  dem  absoluten  Strahlenpaar  des 
Mittelpunktes,  bei  dem  Kreis-Büschel  mit  eigentlichem  Kontakt 
mit  demjenigen  des  Kontaktpunktes  zusammen.) 

Wenn  wir  bei  einem  allgemeinen  Kreis- Büschel  die  Zentrale 
als  a:-,  die  Chordale  als  y- Achse  wählen  (lind  ^==1  setzen),  so  hat 
es  die  Gleichung 

(18)  x'  +  y^^2kx  +  p==0      (p  +  0), 
also  die  Grundpunkte 


Digitized  by 


Google 


202.  203.]        Kegelschnittbüachel  und  Kegelschnittschar  (äquiform).  481 

(19)  a;  =  0,     y  =  ±l/=^ 

und  die  Grenzpunkte 

(20)  x  =  ±Vp,    y-0, 

wodurch  die  oben  gefundenen  Resultate  nochmals  bestätigt  werden. 
Das  durch  (18)  dargestellte  Kreis-Büschel  ist  zweiter  oder  dritter 
Art,  je  nachdem  p>  oder  <  0. 

Wenn  es  Kreise  gibt,  die  alle  Kreise  des  Büschels  (18)  ortho- 
gonal schneiden,  so  müssen  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Chordale  des- 
selben liegen,  weil  diese  ja  auch  (mit  g^  zusammen)  dem  Büschel 
angehört.  Ist  andrerseits  der  Punkt  0|X'  ein  beliebiger  Punkt  der 
Chordale,  so  ist  seine  Potenz  in  bezug  auf  alle  Kreise  des  Büschels 
=  A'^-f  j?;  von  den  um  ihn  beschriebenen  Kreisen  schneidet  also  nur 
der  mit  dem  Radius  Y^'^  +  Py  ^'^'  ^^^  Kreis 

(21)  5;2  +  y2_2ry-i)  =  0 
alle  Kreise  des  Büschels  (18)  orthogonal ;  d.  h. : 

Alle  Kreise,  welche  die  Kreise  eines  gegebenen  Kreis- 
Büschels  (18)  orthogonal  schneiden,  bilden  wieder  ein  Kreis- 
Büschel  (21),  das  das  zu  dem  gegebenen  konjugierte  Kreis- 
Büschel  genannt  wird.  Die  Zentrale  des  einen  ist  immer 
die  Chordale  des  anderen,  die  Grundpunkte  des  einen  sind 
die  Grenzpunkte  des  anderen.  Eines  der  beiden  Büschel 
ist  folglich  stets  von  der  zweiten,  das  andere  von  der  drit- 
ten Art. 

Übungsaufgabe:  Man  zeige,  daß  der  Ähnlichkeitskreis  zweier 
beliebigen  Kreise  eines  Kreis -Büschels  diesem  immer  angehört,  und 
daß  jeder  Kreis  des  Büschels  Ahnlichkeitskreis  von  oo*  Paaren  von 
Kreisen  ist,  die  dem  Büschel  angehören. 

B.   Die  KegelsohnittBOliar. 

203.  [Orthogonalmetrisoli  ausgeselohnete  KSe  iit  einer 
beliebigen  KS-Sohar.]  Wir  fragen  zunächst,  wie  in  Art.  198  beim 
KS-Büschel,  danach,  ob  eine  beliebig  gegebene  KS-Schar 

(22)  q>(u,  V,  s)  -  kjlj{u,  V,  s) 

=  «11 M*  +  2  a^^uv  +  «8,  V*  +  2  cc^^us  +  2  cc^^vs  +  a^s^ 
-  Hßiy  +  2/Ji2Wt;  +  ftat;^  +  2  ß,^us  +  2  ß,,vs  +  ß^s')  =  0 

gleichseitige  Hyperbeln  oder  Kreise  enthält.  Für  diese  Unter- 
suchung ist  es  zweckmäßig,  sowohl,  den  Begriff  der  gleichseitigen 

Heffter  u.  Koehleri  analytische  Qeometrie,  L  Sl 
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Hyperbel^  wie  auch  denjenigen  des  Kreises  auch  auf  solche  ESe 
auszudehnen ;  deren  Gleichungen  imaginäre  Koeffizienten  besitzen. 
Wir  nennen  deshalb  von  jetzt  an  jeden  nicht  entarteten  KS,  der 
durch  zwei  zueinander  orthogonale  uneigentliche  (reelle  oder  ima- 
ginäre) Punkte  geht,  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  jeden  nicht 
entarteten  KS;  der  durch  die  absoluten  Punkte  J^^  J^  der  Ebene  geht, 
einen  Kreis. 

Nach  Art.  178  ist  der  KS  (A)  der  Schar  (22)  dann  und  nur  dann 
eine  (ev.  in  ein  uneigentliches  Punktepaar  oder  in  einen  Doppelpunkt 
entartende)  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  A  eine  Wurzel  der  qua- 
dratischen Gleichung 

(23)  r,,{x)  +  r„{k) 

=  ^l  +  A„  +  [(ABX,  +  (AB)„]A  +  (B„  +  B„)A»  -  0») 

ist,  d.  L : 

Eine  beliebige  KS-Schar  enthält  i.  a.  zwei  gleichseitige 
Hyperbeln,  und  diese  sind  reell,  imaginär  oder  sie  fallen  zusammen, 
je  nachdem 

(24)    D  =  4(^,  +  A„)(B,l  +  B„)-[(AB)„  +  (AB)„]»<,  >  oder  =  0. 

Wenn  Gleichung  (23)  identisch  erfiillt  ist,  so  enthält  die  Schar 
lauter  gleichseitige  Hyperbeln.  Sie  gehört  dann  als  gleichseitige 
Hyperbel-Schar  zu  den  orthogonalmetrisch  ausgezeichneten  KS- 
Scharen.  Da  nach  Art.  150  ein  entarteter  KS  mit  reellem  A,  wenn 
(23)  für  ihn  erf&Ut  ist,  ein  Doppelpunkt  oder  ein  uneigentliches 
Punktepaar  ist,  muß  die  allgemeine  gleichseitige  Hyperbel -Schar 
jedenfalls  ein  uneigentliches  Punktepaar  enthalten.  (Statt  des  Doppel- 
punktes enthält  sie,  wie  wir  später  sehen  werden,  zwei  einander 
aggregiert  imaginäre  Punktepaare.)  Nimmt  man  das  uneigentliche 
Paar  in  (22)  als  6asis-KS  V'  =■  0,  so  findet  man,  daß  es  bei  der  gleich- 
seitigen Hyperbel -Schar  orthogonal  sein  muß.  Wir  müssen  also, 
wenn  wir  nachher  alle  orthogonalmetrischen  Spezialfälle  der  KS-Schar 
aufsuchen,  diese  Schar  unter  den  KS- Scharen  mit  orthogonalem  un- 
eigentlichem Punktepaar  wiederfinden. 

Bei  jeder  konzentrischen  KS-Schar  (22)  muß  eine  Wurzel  von 
(23)  das  uneigentliche  Paar  liefern,  diese  Gleichxmg  also  reelle  Wur- 
zeln haben,  und  sie  hat  zwei  verschiedene  Wurzeln,  wenn  die  Schar 
weder  eine  Parabel -Schar,  noch  eine  solche  mit  orthogonalem  un- 
eigentlichem Punktepaar  ist,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  wieder 
als  Basis -KS  ^  »  0  das  uneigentliche  Punktepaar  wählt.  Demnach 
können  wir  sagen: 

1)  Für  die  Bezeichnungen  (AB)^^  vergl.  man  Art.  143,  Gl.  (28). 
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In  jeder  konzentrischen  KS-Schar,  die  weder  eine  Pa- 
rabel-Schar ist;  noch  ein  orthogonales  uneigentiiches 
Punktepaar  enthält;  ist  eine  reelle  gleichseitige  Hyperbel 
enthalten,  die  nur,  wenn  die  Schar  eine  spezielle  ist^  (in  einen 
Doppelpunkt)  entarten  kann. 

Bei  einer  allgemeinen  nicht  konzentrischen  KS-Schar  kön- 
nen die  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln  niemals  entarten.  (Falls  ihre 
Parameter  k  reell  sind,  ist  dies  unmittelbar  klar;  es  auch  für  den 
Fall,  daß  die  Hyperbeln  imaginär  sind,  zu  beweisen,  sei  eine  Übungs- 
aufgabe.)    D.h.: 

Eine  allgemeine  nicht  konzentrische  KS-Schar  enthält 
immer  zwei  (reelle,  imaginäre  oder  zusammenfallende) 
gleichseitige  Hyperbeln. 

Wenn  die  nicht  konzentrische  KS-Schar  von  der  zweiten 
Art  ist,  so  können  wir  uns  in  (22)  ein  reelles  und  ein  imaginäres 
Punktepaar  derselben  als  Basiskegelschnitte  gewählt  denken.  Dann 
wird  All  -f  Aj,  <  0,  B^  +  B^j,  >  0,  also  in  (24)  D  immer  <  0. 

Eine  nicht  konzentrische  KS-Schar  zweiter  Art  enthält 
also  immer  zwei  reelle  gleichseitige  Hyperbeln. 

Bei  der  nicht  konzentrischen  Schar  erster  oder  dritter  Art 
ist  es  sowohl  möglich,  daß  ihre  gleichseitigen  Hyperbeln  reell,  wie 
auch,  daß  sie  imaginär  sind;  die  Entscheidung  darüber  gibt  eben 
Gleichung  (24).  Wenn  aber  eine  KS-Schar  ein  gemeinsames  eigent- 
liches (reelles  oder  imaginäres)  Polardreieck  besitzt,  läßt  sich  auch 
geometrisch  leicht  feststellen,  welcher  der  beiden  Fälle  eintritt. 
Nach  Art.  184  liefert  nämlich  jeder  Punkt  des  dem  Polardreieck  um- 
schriebenen Kreises  als  eindeutig  bestimmten  KS  mit  diesem  Mittel- 
punkte eine  reelle  gleichseitige  Hyperbel,  und  umgekehrt  muß  jede 
reelle  gleichseitige  Hyperbel,  die  dieses  Polardreieck  besitzt,  ihren 
Mittelpunkt  auf  jenem  Kreis  haben.  Somit  haben  wir  für  die  Realität 
der  gleichseitigen  Hyperbeln  einer  solchen  Schar  das  einfache  geo- 
metrische Kriterium: 

Eine  allgemeine  nicht  konzentrische  KS-Schar  mit 
eigentlichem  gemeinsamem  Polardreieck  enthält  zwei  reelle, 
imaginäre  oder  zusammenfallende  gleichseitige  Hyperbeln, 
je  nachdem  der  dem  Polardreieck  umschriebene  Kreis  die  Mit- 
telpunktsgerade der  Schar  reell  schneidet,  imaginär  schnei- 
det oder  berührt. 

Wenn  die  KS-Schar  (22)  einen  Kreis  enthalten  soll,  so  müssen 
nach  Art.  178  die  Gleichungen 

(26)  r,,(x)-r„(x)-o,    r,,{x)^o 

31  • 
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gleichzeitig  erfüllt  sein.  Dies  ist  bei  einer  beliebig  gegebenen  ES- 
Schar  i.  a.  nicht  der  Fall,  d.  h.: 

Eine  ES-Schar  enthält  im  allgemeinen  keinen  Ereis. 

Wir  müssen  somit  eine  ES -Schar,  die  einen  Ereis  enthält,  als 
eine  orthogonalmetrisch  ausgezeichnete  ES-Schar  betrachten. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  folgere  auch  aus  dem  vorletzten 
Satze,  daß  die  gleichseitigen  Hyperbeln  der  nicht  konzentrischen  ES- 
Schar  zweiter  Art  immer  reell  sein  müssen  und  niemals  zusammen- 
fallen können  (s.  Art.  176). 

2.  Man  zeige,  daß  bei  einer  Schar  mit  einem  Doppelpunkt  nur 
die  eine  oder  beide  gleichseitigen  Hyperbeln  in  diesen  entarten,  je 
nachdem  die  Schar  außer  dem  Doppelpunkt  noch  ein  Punktepaar 
enthält  oder  nicht. 

3.  Eine  allgemeine  nicht  konzentrische  ES -Schar,  die  eine 
stumpfe  Hyperbel  (s.  Art.  187)  enthält,  enthält  immer  zwei  reelle 
gleichseitige  Hyperbeln. 

4.  Wenn  die  Gleichung  (22)  eine  allgemeine  Parabel-S'char 
darstellt,  also  «s«  ***  fts  =*  ^  ^s*;  so  hat  Gleichung  (23)  stets  zwei 
komplexe  Wurzeln,  die  der  Gleichung  r(>L)  =  0  nicht  genügen  können. 
Nachdem  wir  den  BegriflF  der  gleichseitigen  Hyperbel  einmal  auf  ima- 
ginäre ESe  ausgedehnt  haben,  müssen  wir  also  auch  sagen: 

Jede  allgemeine  Parabel-Schar  enthält  zwei  imaginäre 
gleichseitige  Hyperbeln. 

5.  Bei  einer  allgemeinen  konzentrischen  ES-Schar,  die 
weder  eine  Parabel-Schar  ist,  noch  ein  orthogonales  uneigentliches 
Punktepaar  enthält,  sind  die  Mittellinien  des  Diagonalenpaares  des  von 
den  (reellen  oder  imaginären)  Grundstrahlen  gebildeten  Parallelogramms 
die  Asymptoten  der  in  ihr  enthaltenen  reellen  gleichseitigen  Hyperbel 

204.  [Orthogonalmetrisoli  ausgeseiohnete  KS-Soharen.] 

Wie  wir  gesehen  haben,  gehört  zu  den  orthogonalmetrisch  ausgezeich- 
neten ES -Scharen  jede  ES -Schar,  die  einen  Ereis  enthält.  Ist  (22) 
eine  solche  Schar,  so  müssen  die  Gleichungen 

■  ru(A)  -  r„{X)  =  A,,  -  A«  +  [(AB),,  -  (AB)„]A 
(25)  +(Ba-B„)A«  =  0 

l  r„(^)  =  A„  +  (AB)„^+B„^«  =  0 

gleichzeitig  erfüllt  sein.  Für  einen  entarteten  ES  (iL)  sind  diese 
beiden  Gleichungen  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  er  ein  Doppel- 
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punkt  oder  ein  uneigentliches  Punktepaar  ist.  Dies  sind  also  die 
einzigen  Entartungsfalle,  die  beim  Kreis  als  Kurve  zweiter  Klasso 
auftreten  können.  Wenn  wir  sie  ausschließen,  wodurch  insbesondere 
jede  Parabel- Schar  ausgeschlossen  ist,  so  ergibt  sich  für  die  KS- 
Scharen,  die  einen  nicht  entarteten  Kreis  enthalten,  folgende  Ein- 
teilung: 

Die  KS-Schar  (22)  ist 

1)  eine  nicht  konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis, 
wenn  die  Gleichungen  (25)  eine  Wurzel  gemeinsam  haben  imd  dieser 
kein  uneigentliches  Punktepaar  entspricht, 

2)  eine  nicht  konzentrische  KS-Schar  mit  zwei  Kreisen, 
wenn  die  Gleichungen  (25)  beide  Wurzeln  gemeinsam  haben  und 
keiner  von  ihnen  ein  uneigentliches  Punktepaar  entspricht, 

3)  eine  konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis,  wenn 
die  Gleichungen  (25)  beide  Wurzeln  gemeinsam  haben,  aber  einer 
von  ihnen  ein  uneigentliches  Punktepaar  entspricht. 

Endlich  können  die  Gleichungen  (25)  auch  identisch  erfüllt  sein. 
Wir  erhalten  dann  eine  KS-Schar,  die  als  nicht  entartete  KSe  nur 
Kreise  enthält:  die  Kreis-Schar.  Sie  muß  (was  man  als  Übungs- 
aufgabe beweisen  möge)  lauter  konzentrische  Kreise  enthalten, 
und  deshalb  muß  sich  unter  ihren  entarteten  KSen  das  absolute 
Punktepaar  befinden.  Die  Kreis-Schar  gehört  also  zu  den  KS- 
Scharen,  die  ein  orthogonalmetrisch  ausgezeichnetes  Punkte- 
paar enthalten,  zu  denen  wir  uns  jetzt  wenden,  da  diese  Scharen, 
auch  wenn  sie  keinen  Kreis  enthalten,  eben  durch  eines  ihrer  Punkte- 
paare orthogonalmetrisch  ausgezeichnet  sind. 

Wenn  die  KS-Schar  (22)  ein  orthogonalmetrisch  ausgezeich- 
netes Punktepaar  enthält,  so  kann  dieses  nur  entweder  das  abso- 
lute oder  ein  orthogonales  uneigentliches  Punktepaar  sein;  die 
Schar  (22)  ist  also  dann  eine  konzentrische  KS-Schar.  Für  sie 
müssen  denmach  jedenfalls  die  Gleichungen 

(26)  C^j  -  A/Ji3  =  aj3  -  A/3,3  =  «83  -  A/J83  =  0  . 

gleichzeitig  bestehen,  d.  h.  die  Bedingungen 

erfüllt  sein  (s.  Art.  176). 

Enthält  nun  die  Schar  (22)  das  absolute  Punktepaar,  ist  sie 
also  eine  kon fokale  KS-Schar  (s.  Art.  190),  so  müssen  gleichzeitig 
mit  (26)  auch  noch  die  Gleichungen 

(28)  a,,  -  «2,  ~  Kßn  -  Ä2)  =  «12  -  ^As  =  0 
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bestehen,  also  außer  (27)  noch  die  Bedingungen 


«11  -  «M 

«1» 

«1»       «28 

«88 

ßii  —  ßi» 

ßu 

ßa    fts 

^88 

(29) 

\^i9(ßn"ßii)-ßi3(^n-^i)^^>  ^^ii^ßi%-ßiz<^i2-^      (/=i,2.5) 

erfüllt   sein.     Für   die   konfokale   KS- Schar   erhalten   wir   somit   das 
Kriterium : 

Die  KS-Schar  (22)  ist  dann  und  nur  dann  eine  konfokale 
KS-Schar,  wenn  sämtliche  Determinanten  der  Matrix 

(30) 

verschwinden. 

Wenn  die  Schar  (22)  nicht  das  absolute,  sondern  ein  orthogo- 
nales uneigentliches  Punktepaar  enthält,  so  muß  sie  nur  statt  der 
Gleichungen  (27)  und  (29)  die  Gleichungen  (27)  und 

(31)  a,Mi  +  A2)  -  ßi^i^ii  +  «22)  =  0  (««^ «. 3) 

erfüllen,  d.  h. : 

Die  KS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine  KS-Schar  mit 
orthogonalem  uneigentlichem  Punktepaar,  wenn  sämtliche 
Determinanten  der  Matrix 


(32) 

«11  +  «88       «18 

ßu  T  ßn    /^w 

«88 
ß2. 

«88 
^8 

verachwinden. 

Bei  den  beiden  zuletzt  betrachteten  KS- Scharen  ist  infolge  der 
Auszeichnung  ihres  imeigentlichen  Punktepaares  auch  das  Vierseit 
der  Grundstrahlen  orthogonalmetrisch  ausgezeichnet.  Bei 
der  allgemeinen  konfokalen  KS-Schar  bilden  jene  ein  absolutes 
Vierseit,  bei  der  allgemeinen  KS-Schar  mit  orthogonalem 
uneigentlichem  Punktepaar  ein  orthogonales  Vierseit  (d.h.  sie 
sind  zwei  zueinander  orthogonale  Parallelenpaare).  Um  keinen  ortho- 
gonalmetrischen Spezialfall  der  KS-Schar  zu  übergehen,  werden  wir 
nun  noch  nach  denjenigen  KS-Scharen  fragen  müssen,  die  orthogonal 
ausgezeichnete  Grundstrahlen -Vierseite,  d.  h.  absolute  oder  zueinander 
orthogonale  Grundstrahlen  besitzen,  ohne  das  absolute  oder  ein  ortho- 
gonales Punktepaar  zu  enthalten. 

Wenn  eine  KS-Schar  nicht  vier,  sondern  nur  zwei  absolute 
Grundstrahlen  besitzt,  so  ist  deren  Träger  ein  gemeinsamer  Brenn- 
punkt für  alle  ihre  KSe,  und  diese  können  außer  ihm  keinen  Brenn- 
punkt gemein  haben.  Wir  wollen  eine  solche  KS-Schar  deshalb  eine 
semikonfokale  KS-Schar  nennen.  —  Außer  ihr  finden  wir  endlich 
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durch  die  zuletzt  aufgeworfene  Frage  uur  noch  die  nicht  konzen- 
trische ES-Schar  mit  (mindestens)  einem  Paar  orthogonaler 
Grundstrahlen. 

Da  diese  beiden  orthogonalmetrischen  Spezialfälle  der  ES-Schar 
im  Vergleich  zu  den  vorher  gefundenen  nur  ein  geringeres  Interesse 
in  Anspruch  nehmen  können^  begnügen  wir  uns  damit^  hier  und  in 
Art.  210  und  211  einige  von  ihnen  handelnde  Übungsaufgaben  zu 
stellen: 

Übungsaufgaben:  1.  Die  KS-Schar  (22)  ist  dann  (aber  nicht 
nur  dann!)  eine  semikonfokale  KS-Schar,  wenn 

(33)  «11  —  cfjsj  -  a„  «  /»ii  —  /J„  «  ft,  =  0 

ist  und  die  Gleichungen  (27)  nicht  gleichzeitig  bestehen.  Wo  liegt 
der  gemeinsame  Brennpunkt? 

2.  Die  ES-Schar  (22)  ist  dann  (aber  nicht  nur  dann!)  eine 
nicht  konzentrische  ES-Schar  mit  mindestens  einem  Paar 
orthogonaler  Grundstrahlen,  wenn 

(34)  «ii+a2«=0;    ^nßki-^kißii'^^  ('',*= 1,2) 

ist  und  die  Gleichungen  (27)  nicht  gleichzeitig  bestehen.  Die  Haupt- 
kreise aller  ESe  der  Schar  gehen  durch  jeden  Punkt,  in  dem  sich 
zwei  orthogonale  Grundstrahlen  schneiden. 

3.  Jede  semikonfokale  Parabel-Schar  erlaubt  die  Darstellung 

(35)  u^  +  v*  +  2us-2Xvs  =  0. 

Sie  ist  immer  von  der  dritten  Art  und  enthalt  die  beiden  absoluten 
Punkte  in  zwei  verschiedenen  Punktepaaren.  Die  Scheitel  aller 
ihrer  Parabeln  liegen  auf  einem  Ereis. 

4.  Jede  nicht  konzentrische  Parabel-Schar  mit  zwei 
orthogonalen  Grundstrahlen  erlaubt  die  Darstelhmg 

(36)  M^  +  2  «13  US  —  X(i?«  +  2  ß^j^vs)  =  0. 

Die  Leitlinien  aller  ihrer  Parabeln  gehen  durch  den  Schnittpunkt  der 
orthogonalen  Grundstrahlen. 

206.  [Die  nicht  konzentrische  KS-Sohar  mit  einem  und 
diejenige  mit  swei  Bereisen.]  Die  ES-Schar  (22)  ist  eine  nicht 
konzentrische  Scbar  mit  einem  Ereis,  wenn  die  Gleichungen 

(25)  Fii  (A)  ~  n,  (A)  =  0,       Tia  (A)  =  0 

nur  eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen  und  dieser  kein  uneigentliches 
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Punktepaar  entspricht.  Die  Schar  kann  keine  Parabel-Schar  sein.  Ihr 
Kreis  (der  auch  in  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  entarten  kann) 
ist  niemals  ^^in  weiterem  Sinn'^  imaginär,  da  Kreise  mit  imagi- 
nären Gleichungskoeffizienten  in  einer  Schar  nur  paarweise  aggregiert 
auftreten  können. 

Nehmen  wir  an,  die  Schar  sei  eine  allgemeine  und  besitze 
ein  gemeinsames  Polardreieck  mit  einer  uneigentlichen  Ecke  (zwei 
solche  Ecken  können  nicht  auftreten,  weil  die  Schar  sonst  konzentrisch 
wäre),  so  muß  dieses  Dreieck,  da  die  Schar  einen  Kreis  enthält, 
rechtwinklig  sein  (s.  Art.  180)  und  also,  da  die  Gegenseite  seiner 
uneigentlichen  Ecke  die  Mittelpunkts-Gerade  der  Schar  ist,  diese  die 
eine  Hauptachse  aller  KSe  der  Schar  sein.  Nimmt  man  somit  die 
Mittelpunkts -Gerade  als  rr-Achse  des  Koordinatensystems,  so  hat  die 
Schar  die  Gleichung 

(37)  a,y+cc^^v'+2a,^us+a^s^^l(ßi,u'+ß^^v^+2ß,^us  +  ß^s')=^0. 

Dann  ist  aber  F^^i^)  identisch  gleich  Null  und  die  Gleichungen  (25) 
haben  beide  Wurzeln  gemein.     Daraus  folgt: 

Das  gemeinsame  Polardreieck  einer  allgemeinen  nicht 
konzentrischen  KS- Schar  mit  einem  Kreis  ist  stets  ein 
eigentliches  Dreieck. 

Daraus,  daß  der  Kreis  der  Schar  nach  Art.  180  seinen  Mittel- 
punkt im  Höhenpunkt  des  Polardreiecks  haben  muß,  und  aus  Art.  155 
ergibt  sich  somit  das  einfache  geometrische  Kriterium: 

Eine  allgemeine  nicht  konzentrische  KS-Schar  ist  dann 
und  nur  dann  eine  KS-Schar  mit  einem  Kreis,  wenn  der 
Höhenpunkt  ihres  gemeinsamen  Polardreiecks  auf  die  Mittel- 
punkts-Gerade fällt,  und  ihr  Kreis  ist  reell  oder  „in  engerem 
Sinn''  imaginär,  je  nachdem  der  Höhenpunkt  außerhalb 
oder  innerhalb  des  Polardreiecks  liegt. 

Eine  nicht  konzentrische  KS-Schar  mit  zwei  Kreisen 
ist  die  Schar  (22),  wenn  die  Gleichungen  (25)  beide  Wurzeln  gemein 
haben  und  keiner  derselben  ein  uneigentliches  Punktepaar  entspricht. 
Wohl  aber  kann  wieder  einer  der  Kreise  in  einen  eigentlichen  Doppel- 
punkt entarten.  Nehmen  wir  an,  die  Schar  sei  eine  allgemeine, 
sie  enthalte  also  zwei  nicht  entartete  Kreise,  so  muß  sie  ein  ge- 
meinsames rechtwinkliges  Polardreieck  mit  einer  uneigentlichen 
Ecke  besitzen.  Andrerseits  läßt  sich  eine  Schar,  die  ein  solches 
Polardreieck  besitzt,  wie  wir  gesehen  haben,  stets  durch  Gleichung  (37) 
darstellen  und  enthält  also  immer  zwei  Kreise.  Eines  ihrer  Punkte- 
paare liegt  dann  auf  der  Mittelpunkts -Geraden  (weil  diese  eine  Seite 
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des  Polardreiecks  ist),  die  beiden  anderen  Punktepaare  liegen  sym- 
metrisch zu  ihr.    Wir  haben  also  das  einfache  geometrische  Kriterium : 

Eine  allgemeine  ES-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine 
nicht  konzentrische  KS-Schar  mit  zwei  Kreisen,  wenn  ihr 
gemeinsames  Polardreieck  rechtwinklig  ist  und  eine  un- 
eigentliche Ecke  besitzt,  wenn  also  das  Vierseit  ihrer 
Grundstrahlen  symmetrisch  zu  einer  seiner  Diagonalen  liegt. 

Da  das  auf  der  Mittelpunkts-Geraden  liegende  Punktepaar  reell 
oder  aggregiert  imaginär  sein  muß,  läßt  sich  die  Schar  stets  durch 
die  Gleichung 

(38)  a,y+  cc^v'+s'-  A(A,u*+  2 ß.^us  +  ß^s')  =  0 

darstellen,  wo  fts+O  sein  muß,  da  die  Schar  sonst  konzentrisch 
wäre.  Aus  dieser  Darstellung  sieht  man,  daß  nach  (25)  die  beiden 
Kreise  der  Schar  dann  (aber  nicht  nur  dann)  zusammenfallen,  wenn 
^11  ==  ^2«  ^^^  Ai  ==  Ö  is*;  ^-  ^-  wenn  die  durch  den  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems  gehenden  absoluten  Strahlen  Grundstrahlen 
der  Schar  sind.  Alle  KSe  einer  solchen  Schar  haben  aber  nach 
Art.  204  einen  Brennpunkt  gemein;  die  Schar  gehört  also  zu  den 
semikonfokalen  KS-Scharen. 

206.  [Übungsanfgaben  Aber  die  nicht  konzentrischen 
KS-Scharen  mit  einem  und  mit  swei  Bereisen.] 

1.  Die  Gleichung  einer  nicht  konzentrischen  KS-Schar  mit 
einem  Kreise  läßt  sich  immer  auf  die  Form  bringen: 

(39)  u,,u^+  a,,v^+2a,,us  +  2a,^vs  ^  X(u'+ v'+ ß^.s')  »  0 

(«11  4=  «22.     Ä8+0). 

(Für  ttj!  =  0,3  stellt  die  Gleichung  eine  semikonfokale  Schar  mit  zwei 
zusammenfallenden  Kreisen  dar.) 

2.  Das  auf  der  Mittelpunkts-Geraden  einer  nicht  konzentrischen 
KS-Schar  mit  zwei  Kreisen  liegende  Punktepaar  besteht  aus  deren 
beiden  Ahnlichkeitspunkten  (s.  Art.  182). 

3.  Der  Gleichung  einer  nicht  konzentrischen  KS-Schar 
erster  oder  zweiter  Art  mit  zwei  Kreisen  kann  immer  die  Form 
gegeben  werden 

(40)  a,^u^+2cc^^us  +  cc^s^  -  A(t;H  ß^,s^  =  0, 

wo  bei  der  Schar  erster  Art  stets  ß^^KO  ist,  bei  der  zweiter  Art 
aber  /S33  nur  dann  <  0  angenommen  werden  darf,  wenn  Aj,  >  0  ist. 
—  Man  zeige,  daß  die  Schar  erster  Art  stets  zwei  reelle  Kreise 


Digitized  by 


Google 


490  Zweiter  Abschnitt.    A.  Ebene.    Kapitel  XV.  [206.  207, 

enthält,  —  daß  die  Schar  zweiter  Art  mit  imaginärem  Punkte- 
paar  auf  der  Mittelpunkts-Geraden  stets  einen  reellen  und  einen  in 
engerem  Sinn  imaginären  Kreis  enthält.  —  Wenn  bei  der  Schar 
zweiter  Art  das  reelle  Punktepaar  auf  der  Mittelpunkts-Geraden 
liegt,  enthält  sie  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  in  engerem  oder  zwei 
in  weiterem  Sinn  imaginäre  Kreise.  —  (Die  Schar  dritter  Art  kann 
nur  zwei  reelle  oder  zwei  in  weiterem  Sinn  imaginäre  Kreise  enthalten.) 

4  Aus  (38)  folgt,  daß  eine  nicht  konzentrische  KS-Schar 
niemals  mehr  als  zwei  Kreise  enthalten  kann. 

5.  Aus  vier  reellen  eigentlichen  ein  vollständiges  Vierseit 
bildenden  Geraden  lassen  sich  drei  einfache  Vierseite  bilden,  von 
denen  nur  eines  weder  überschlagen  ist,  noch  eine  einspringende  Ecke 
besitzt.  Die  Ecken  eines  solchen  Vierseits  seien  A,  JB,  C,  D  in  dieser 
Reihenfolge;  unter  seinen  Seiten  verstehen  wir  die  Strecken  AB^ 
BC,  CD,  DA.    Dann  gelten  die  Sätze: 

a.  Wenn  sich  dem  reellen  einfachen  Vierseit  AB  CD  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  M  einschreiben  Hißt,  so  ist  die  Summe  der 
Winkel  AMB  und  CMD  gleich  Null  oder  gleich  zwei  Rechten,  je 
nachdem  der  Kreis  außerhalb  oder  innerhalb  des  Vierseits  liegt  (Der 
Satz  folgt  unmittelbar  daraus,  daß  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in 
bezug  auf  die  durch  die  Punktepaare  AC  und  BD  bestimmte  KS-Schar 
eine  gleichseitig  hyperbolische  Involution  trägt,  weil  die  abso- 
luten Strahlen  des  Punktes  M  in  ihr  konjugiert  sind.) 

b.  Einem  solchen  Vierseit  kann,  wenn  es  höchstens  ein  Paar 
paralleler  Gegenseiten  besitzt,  dann  und  nur  dann  ein  Kreis  ein- 
geschrieben werden,  wenn  entweder  die  Summen  oder  die  (absolut 
genommenen)  DiflPerenzen  je  zweier  Gegenseiten  einander  gleich  sind. 
(Man  vgl.  auch  den  ersten  Satz  in  Art.  201.)  Sind  beide  Bedingungen 
zugleich  erfüllt,  so  lassen  sich  dem  Vierseit  zwei  Kreise  einschreiben. 
—  Dieser  Satz  liefert  also  ein  geometrisches  Kriterium  dafür,  ob 
eine  durch  ihre  Grundstrahlen  gegebene  nicht  konzentrische  KS-Schar 
erster  Art  keinen,  einen  oder  zwei  Kreise  enthält. 

207.    [Die  konzentrlsohe  KS-Schar  mit  einem  BZreis.] 

Wenn  die  KS-Schar  (22)  eine  konzentrische  ist,  so  haben  die  Gleichungen 

(25)  r,i(A)-r„(A)  =  o,     r„w  =  o 

stets  eine  W^urzel  gemein,  der  das  uneigentliche  Punktepaar  der  Schar 
entspricht  (s.  Art.  204).  Wenn  wir  also  wieder  nur  allgemeine 
KS-Scharen  betrachten,  so  ist  die  Schar  (22)  dann  .  und  nur  dann 
eine  konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis,  wenn  die  Glei- 
chungen (25)  auch  die  zweite  Wurzel  gemein  haben  und  diese   von 


Digitized  by 


Google 


207.]  KegelschnittbÜBchel  und  Eegelschnittscbar  (äquiform).  491 

der  ersten  verschieden  ist.  Das  gemeinsame  Polardreieck  der  Schar 
besitzt  zwei  nneigentliche  Ecken  und  muß,  weil  sie  einen  Kreis 
enthält,  rechtwinklig  sein.  Seine  eigentlichen  Seiten  sind  also  die 
Hauptachsen  für  aUe  KSe  der  Schar,  d.h.: 

Jede  konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis  ist  eine 
koaxiale  KS-Schar. 

Die  Gleichung  dieser  KS-Schar  laßt  sich  demnach  immer  auf  die 
Form  bringen 

(41)  a,y+  cc,,v^+  <HzS'-^(ßiy+ß,,v^+ß,,s')  -  0. 

Bilden  wir  umgekehrt  aus  dieser  Gleichung,  welche  jede  koaxiale 
Schar  von  Zentral -KSe  n  darstellt,  die  Gleichungen  (25),  so  ist 
die  zweite  identisch  erfüllt  und  die  erste  besitzt  dann  und  nur  dann 
eine  zweifache  Wurzel,  wenn 

(42)  («1,  -  a„)  ß,,  -  (A,  -  ß,,)  a„  =  0 

ist.  Dann  ist  aber  die  Bedingung  (30)  des  Art.  204  für  die  kon- 
fokale Schar  erfüllt,  d.h.: 

Eine  koaxiale  KS-Schar  von  Zentral-KSen  enthält  ent- 
weder einen  Kreis,  oder  sie  ist  eine  konfokale  KS-Schar.^) 

Ganz  analog  wie  in  den  früheren  Fällen  finden  wir  für  unsere 
Schar  das  geometrische  Kriterium: 

Eine  allgemeine  KS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine 
konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis  (oder  konfokal), 
wenn  ihr  gemeinsames  Polardreieck  rechtwinklig  ist  und 
zwei  uneigentliche  Ecken  besitzt,  wenn  also  das  Vierseit 
ihrer  Grundstrahlen  symmetrisch  zu  zweien  seiner  Diago- 
nalen liegt.  (Konfokal  ist  die  Schar  nur  dann,  wenn  die 
Grundstrahlen  absolute  Strahlen  sind.) 

Die  allgemeine  konzentrische  KS-Schar  mit  einem  Kreis  kann 
nur  von  der  ersten  oder  von  der  zweiten  Art  sein;  denn  ihr  Polar- 
dreieck muß  reell  sein,  weil  es  das  Hauptachsenpaar  aller  KSe  der 
Schar  als  Seiten  besitzt. 


1)  Eine  allgemeine  Parabel-Schar  kann  niemals  koaxial  sein;  denn 
schon  eine  nur  konzentrische  Parabel-Schar  enthält  höchstens  zwei  Punkte- 
jiaare  (s.  Art.  174).  Die  konzentrische  Parabel-Schar  erlaubt  aber  immer  die 
Darstellung 

Fflr  sie  besitzen   also   die  Gleichungen  (25)  stets  die  Doppelwurzel  >L==02, 
während  die  Schar  nur  für  j^it^'O  eine  koaxiale  ist. 
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Übungsaufgaben:  1.  Man  folgere  auch  aus  (41),  indem  man 
die  Gleichung  r(A)  =  0  bildet,  daß  die  koaxiale  KS-Schar  niemals 
von  der  dritten  Art  sein  kann. 

2.  Wenn  die  konzentrische  ES-Schar  mit  einem  Kreis  von  der 
ersten  Art  ist,  so  ist  ihr  Kreis  immer  reell,  —  Wenn  sie  von  der 
zweiten  Art,  aber  ihr  uneigentliches  Punktepaar  reeU  ist,  so  ist 
ihr  Kreis  stets  imaginär  (s.  Art.  172).  —  Wenn  aber  ihr  uneigent- 
liches Punktepaar  imaginär  ist,  kann  ihr  Kreis  sowohl  reell,  wie 
auch  imaginär  sein.     Man  bestätige  dies  an  der  Gleichung 

(43)     a,y+  a,^v^+  s'-X(u^+  ß,,v^  =  0     {a,,a,,>0,  ft,+  1), 

durch  die  sich  jede  konzentrische  Schar  mit  einem  Kreis  darstellen  läßt. 

3.  Aus  (43)  und  (25)  folgt,  daß  eine  konzentrische  KS-Schar 
mehr  als  einen  Kreis  nur  enthalten  kann,  wenn  /S^a  "^  ^  ^^^^  ^ii  ^  ^2» 
die  Schar  also  eine  spezielle  konfokale  KS-Schar  ist.  Sie  enthält 
dann  lauter  konzentrische  Kreise.  Hieraus  und  aus  Art.  206  (Übungs- 
aufg.  4)  folgt,  daß  es  außer  der  konfokalen  Kreis-Schar  überhaupt 
keine  £>eis-Schar,  daß  es  also  keine  allgemeine  Kreis-Schar  gibt. 

208.  [Die  KS-Sohar  mit  orthogonalem  nnelgentllcliem 
Puuktepaar.]  Die  KS-Schar  (22)  ist  eine  Schar  mit  orthogonalem 
uneigentlichem  Punktepaar,  wenn  alle  Determinanten  der  Matrix 


(32) 


0^11+  «S«       «18       «23       «mII 

Ai  +  ßn    As     ßn     Aa  II 

verschwinden.  Ihr  orthogonales  Punktepaar  muß  reell  sein;  denn 
aggregiert  imaginär  kann  ein  orthogonales  Punktepaar  niemals 
sein,  und  wenn  das  orthogonale  Punktepaar  der  Schar  nicht  aggregiert 
imaginär  wäre,  so  müßte  sie  auch  das  zu  diesem  aggregierte  eben- 
falls uneigentliche  Paar  enthalten.  Die  Schar  müßte  also  eine  ent- 
artete sein  (d.  h.  lauter  entartete  KSe  enthalten).  Wir  können  so- 
mit das  orthogonale  Paar  der  Schar  auf  den  Koordinatenachsen  an- 
nehmen und  (indem  wir  dann  noch  in  (22)  A  =  A'  +  a^j  setzen)  ihre 
Gleichung  immer  auf  die  Form  bringen 

(44)  cCiiU^  +  cc^^v^  +  2ai^us  +  2cc^^v8  +  a^s^—2Xuv  «»  0. 

Nach  Art.  197  Gleichung  (60)  hat  der  Hauptkreis  des  KSes  (A) 
der  Schar  die  Gleichung 

(45)  «m(^'+  y*)  -  2ai^x  —  2a^y  +  «11+  a«,-  0, 

d.  h.  alle  KSe  dieser  Schar  besitzen  denselben  Hauptkreis 
(bezw.   dieselbe   Leitlinie,    wenn   die   Schar    eine   Parabel-Schar  ist). 
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Jeder  Punkt  dieses  Kreises  ist  Schnittpunkt  zweier  orthogonalen 
Tangenten  des  KSes  (A);  er  tragt  also  in  bezug  auf  die  KS-Schar 
eine  orthogonale  Involution,  in  bezug  auf  jeden  KS  der- 
selben aber  eine  gleichseitig-hyperbolisehe  Involution. 

Wenn  wir  jetzt  die  kein  besonderes  Interesse  darbietende  Parabel- 
Schar  ausschließen,  so  können  wir  die  Schar  mit  orthogonalem  un- 
eigentlichem Punktepaar  auch  als  KS-Schar  mit  gemeinsamem 
Hauptkreis  bezeichnen.  Wir  können  dann  auch  den  gemeinsamen 
Mittelpunkt  als  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  wählen  und  die 
KS-Schar  also  immer  durch  die  Gleichung 

(46)  «11  w*  +a^v^-s^-2Xuv^0. 

darstellen.    Aus  ihr  ergibt  sich,  daß  die  Schar  erster  Art  ist  für  cc^^  >  0, 
«22 >0,  zweiter  Art  für  aji<0,  a22<  0,  dritter  Art  aber  für  a^^cc^iKO. 
Da  die  Gleichung  des  Hauptkreises  jetzt  lautet 

(47)  «*+y*-K  +  «M)  =  o, 

ist  dieser  also  immer  reell  bei  der  KS-Schar  erster  Art,  immer 
imaginär  bei  derjenigen  zweiter  Art,  während  er  bei  der  KS-Schar 
dritter  Art  sowohl  reell,  wie  auch  imaginär  sein  kann.  Die  KS-Schar 
erster  Art  enthält  also  nur  spitze  Hyperbeln  und  reelle  Ellipsen, 
diejenige  zweiter  Art  nur  stumpfe  Hyperbeln  und  imaginäre 
Ellipsen.  (S.  Art.  197.)  Die  Schar  dritter  Art  enthält  nur  Hyperbeln. 
Für  die  KS-Schar  mit  gemeinsamem  Hauptkreis  haben  wir  das 
geometrische  Sjiterium: 

Eine  allgemeine  KS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine 
solche  mit  gemeinsamem  Hauptkreis,  wenn  die  beiden  Pa- 
rallelenpaare, die  ihre  Grundstrahlen  bilden,  orthogonal  zu- 
einander sind. 

Wir  müssen  nun  noch  untersuchen,  wie  es  in  unserer  Schar  mit 
den  gleichseitigen  Hyperbeln  steht;  denn  in  Art.  203  haben  wir 
die  Schar  mit  orthogonalem  uneigentlichem  Punktepaai*  ausgeschlossen. 
Bildet  man  aus  (46)  die  Gleichung  (23) 

(23)  r„(A)  +  r„(A)  s  -  («,,  +  ««) = 0, 

SO  sieht  man,  daß  sie  i.  a.  nur  die  Doppelwurzel  A  =  oo  besitzt,  der 
das  uneigentliche  Punktepaar  der  Schar  entspricht,  d.  h. 

Die  KS-Schar  mit  orthogonalem  uneigentlichem  Punkte- 
paar enthält  i.  a.  keine  gleichseitige  Hyperbel. 
Ist  aber 

«11 +  «22=0, 

so  ist  (23)  identisch  erfüllt,   d.h.: 
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Wenn  eine  KS-Scliar  mit  orthogonalem  uneigentlichem 
Pnnktepaar  eine  gleichseitige  Hyperbel  enthält^  enthält  sie 
nur  gleichseitige  Hyperbeln. 

Die  allgemeine  gleichseitige  Hyperbel-Schar  ist  immer 
eine  KS-Schar  dritter  Art;  sie  besitzt  also  stets  ein  Paar 
reeller  und  ein  Paar  aggregiert  imaginärer  paralleler  Grund- 
strahlen^  und  beide  Grundstrahlenpaare  sind  orthogonal  zu 
einander. 

Während  eine  allgemeine  Kreis-Schar  unmöglich  ist,  wie  wir 
in  Art.  207,  Übungsaufg.  3  gesehen  haben,  gibt  es  unendlich  viele 
allgemeine  gleichseitige  Hyperbel-Scharen,  die  aber  alle  ein- 
ander ähnlich  sind,  da  jede  bei  geeignet  gewähltem  Einheitspunkt  des 
Koordinatensystems  durch  die  Gleichung 

(48)  u*-t;*~s»-2Awt;  =  0 
dargestellt  werden  kann. 

Übungsaufgaben:  1.  Man  überlege,  daß  bei  einer  gleichseitigen 
Hyperbel-Schnr  die  Diagonalen  des  orthogonalen  Vierseits  der  Grund- 
strahlen absolute  Strahlen  sind,  und  beweise  dies  dann  analytisch, 
indem  man  die  Gleichungen  der  gemeinsamen  konjugierten  Durch- 
messer der  Schar  (48)  aufstellt. 

2.  Eine  KS-Schar  mit  orthogonalem  uueigentlichem 
Punkte  paar  kann  auch  eine  konzentrische  KS-Schar  mit  einem 
Kreis,  also  koaxial  sein.  Unter  welchen  Bedingungen  tritt  dieser 
FaU  ein? 

3.  Die  Parabel-Schar  mit  orthogonalem  uneigentlichem  Punkte- 
paar erlaubt  immer  die  Darstellung 

(49)  u^+  2vs  -  A(m«+  2ß^^uv  -  v^  =  0. 

Wann  ist  sie  koaxial?  Man  stelle  die  Gleichung  ihrer  eigentlichen 
Leitlinie  und  diejenige  der  Geraden  auf,  die  dieser  Leitlinie  in  bezug 
auf  die  Schar  konjugiert  ist. 

209.  [Die  konfokale  KS-Schar.]  Unter  allen  orthogonal- 
metrisch ausgezeichneten  KS-Scharen  ist  die  konfokale  KS-Schar 
die  wichtigste,  weil  durch  sie,  wie  wir  in  Kap.  XIV  gesehen  haben, 
die  Brennpunkte  eines  KSes  definiert  sind.  Wir  wollen  nun  hier  die 
(zum  Teil  schon  dort  entwickelten)  Haupteigenschaften  dieser  Schar 
systematisch  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  KS-Schar  herleiten. 

Nach  Art.  204  ist  die  Schar  (22)  dann  und  nur  dann  eine  kon- 
fokale KS-Schar,  wenn  alle  Determinanten  der  Matrix 
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^11  —  ^22         ^12       «18       ^8       «88 

ßif^ßti      ßi%     ßii     Aa     fts 


(30) 

verschwinden. 

Jede  konfokale  KS-Schar  kann,  da  sie  das  absolute  Punkte- 
paar t7|,  Jj  entliält,  durch  die  Gleichung 

(50)  (p  (u,  V,  s)  —  A^  (w,  t;,  5) 

=  «11  w*  +  2ai^uv  +  OjjV*  +  2aisws  +  Za^s«^«  +  «ss«^  -  ^  (w^  +  ^0  =  0 

dargestellt  werden.     Ihre  charakteristische  Gleichung 

(61)  r(X)^a„A»-(Au  +  A„)A  +  A  =  0 

hat  dann  die  Diskriminante 

(52)  i)^_4Aj,-(Au-A„)». 

Die  konfokale  KS-Schar  ist  also  dann  und  nur  dann  eine 
allgemeine  KS-Schar  (und  zwar  immer  von  der  zweiten  Art,  weil 
sie  ein  aggregiert  imaginäres  Punktepaar  enthält),  wenn  weder 
aj3=«0,  noch  D « 0  ist,  d.h.  wenn  sie  weder  eine  Parabel, 
noch  einen  Kreis  enthält. 

Die  allgemeine  konfokale  KS-Schar  gehört  zu  den  ko- 
axialen KS-Scharen  von  Zentral-KSen  (s.  Art.  207),  und  sie 
enthält  stets  je  eine  Teilschar  von  reellen  Ellipsen,  von  ima- 
ginären Ellipsen  und  von  Hyperbeln  (s.  Art.  172).  (Unter  den 
letzteren  befindet  sich  immer  eine  reelle  gleichseitige  Hyperbel.) 

Wenn  in  (51)  «33  =«  0  und  A^  +  Ajj  ^  0  ist,  so  muß  auch 
^18  ="^28"^^  sein.  Die  konfokale  KS-Schar  entartet  also  dann 
in  eine  gleichseitig-hyperbolische  Involution  auf  der  uneigent- 
lichen Geraden.  Spezielle  nicht  entartete  konfokale  KS-Scharen 
erhalten  wir  somit  nur,  wenn  entweder  «33  =«0  oder  in  (52)  jD  =  0  ist. 

Für  «33=^0  ergibt  sich  die  konfokale  Parabel-Schar.  Bei 
ihr  ist  das  absolute  Punktepaar  doppelt  zu  zählen  und  das  einfach 
zu  zählende  ein  eigentlich -uneigentliches  Punktepaar. 

Für  jD  «=  0  ist  All "~  ^22  '^  \i  ^  0.  Die  Schar  enthält  dann  lauter 
konzentrische  Kreise  und  ist  die  konfokale  Kreis-Schar.  Sie 
enthält  das  absolute  Paar  als  einfaches  Punktepaar,  und  statt  der 
beiden  eigentlichen  Punktepaare  einen  eigentlichen  Doppelpunkt,  der 
der  Mittelpunkt  aller  ihrer.  Kreise  ist. 

Die  einzigen  nicht  entarteten  speziellen  konfokalen 
KS-Scharen  sind  also  die  konfokale  Parabel-Schar  und  die 
konfokale  Kreis-Schar.  Bei  der  ersteren  fällt  ein  Brenn- 
punktepaar mit  dem  absoluten  Paar  zusammen,  während  das 
zweite   ein    eigentlich-uneigentliches   Punktepaar    ist.     Bei 
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der  letzteren  entarten  beide  Brennpunktepaare  in  den  Mittel- 
punkt der  Schar.     Daraas  folgt  noch: 

Die  Parabel  ist  der  einzige  KS,  der  ein  eigentlich-un- 
eigentliches Brennpunktepaar  besitzt.  Der  Kreis  ist  der 
einzige  ES^  dessen  beide  Brennpunktepaare  in  einen  Doppel- 
punkt, seinen  Mittelpunkt,  entarten. 

Jede  Hyperbel  und  jede  Ellipse  (außer  dem  Kreis)  besitzt 
ein  reelles  und  ein  aggregiert  imaginäres  Brennpunktepaar 
(weil  die  allgemeine  konfokale  KS- Schar  immer  von  der  zweiten 
Art  ist).  Die  Träger  der  beiden  Brennpunketpaare  sind  die 
beiden  Hauptachsen  des  KSes  (weil  sie  die  eigentlichen  Seiten 
des  gemeinsamen  Polardreiecks  der  durch  den  KS  bestimmten  kon- 
fokalen Schar  sind),  und  jedes  Brennpunktepaar  liegt  (aus  dem- 
selben Grunde)  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  des  KSes. 

In  bezug  auf  eine  konfokale  KS-Schar  trägt  jeder  reelle 
eigentliche  Punkt  P  der  Ebene  (außer  den  Brennpunkten)  eine 
gleichseitig-hyperbolische  Strahleninvolution  (weil  die  Strah- 
len PJy^  und  Pc7,  konjugiert  sind).  Daraus,  daß  die  Doppelstrahlen 
einer  solchen  Involution  immer  reelle  zueinander  orthogonale 
Strahlen  sind  und  daß  sie  die  Tangenten  der  beiden  durch  P  be- 
stimmten KSe  der  Schar  bilden,  folgt: 

In  jedem  reellen  eigentlichen  Punkt  der  Ebene,  der  auf 
keiner  Hauptachse  liegt,  schneiden  sich  zwei  reelle  nicht 
entartete  KSe  einer  konfokalen  KS-Schar  unter  einem 
rechten  Winkel. 

Übungsaufgaben:  1.  Jede  allgemeine  konfokale  KS-Schar 
erlaubt  die  Darstellung 

(53)  a^y  +  a^v^  +s^-X(u^+  v^)  =  0, 

und  umgekehrt  stellt  diese  Gleichung,  wenn  a^^  4=  0^2  ^^^;  immer  eine 
solche  KS-Schar  dar. 

2.  Jede  konfokale  Parabel- Schar  läßt  sich  (bei  geeignet  ge- 
wähltem Einheitspunkt  des  Koordinatensystems)  durch  die  Gleichung 

(54)  w«  +  2t?s  -  k(u^  +  v^)  =  0, 
jede  konfokale  Kreis -Schar  durch  die  Gleichung 

(55)  wH  vH  s«-  X{u^+  v*)  =  0 
darstellen. 

210.  [Übungsaufgaben  Aber  Punkte  mit  orthogonaler 
Involution  bei  einer  beliebigen  XS-Sohar.]  In  Art.  208  haben 
wir  gefunden,  daß  bei  einer  KS-Schar  mit  orthogonalem  uneigent- 
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lichem  Punktepaar  jeder  Punkt  des  Hauptkreises  eine  orthogonale 
Involution,  in  Art.  209,  daß  bei  einer  konfokalen  KS-Schar  jeder 
reelle  eigentliche  Punkt  der  Ebene  eine  gleichseitig  hyperbolische 
Involution  in  bezug  auf  die  Schar  trägt. 

Wir  fragen  deshalb  zum  Schluß  noch  nach  den  Punkten,  die  in 
bezug  auf  eine  beliebige  KS-Schar  eine  orthogonale  oder  eine 
gleichseitig-hyperbolische  Involution  tragen. 

Wenn  ein  Punkt  der  Ebene  in  bezug  auf  die  KS- Schar  (22) 
eine  orthogonale  Involution  tragen  soll,  so  muß  er  auf  dem  Direktor- 
oder Hauptkreis  jedes  KSes  der  Schar  liegen.  Man  beweise  nun 
mit  Hilfe  von  Art.  197: 

1.  Die  Hauptkreise  der  KSe  einer  KS-Schar,  die  kein 
orthogonales  uneigentliches  Punktepaar  enthält,  bilden  ein 
ES-Büschel:  Das  Hanptkreis-Bfisehel  der  KS-Schar. 

Bei  einer  beliebigen  ES-Schar  gibt  es  also  (außer  den 
uneigentlichen  Punkten  J^  und  J^  i.  a.  zwei  und  nur  zwei  eigent- 
liche Punkte,  welche  in  bezug  auf  sie  eine  orthogonale  In- 
volution tragen. 

2.  Bei  der  Parabel-Schar  entartet  das  Hauptkreis -Büschel  in 
das  Strahlbüschel  der  eigentlichen  Leitlinien  und  g^  (wenn  sie  kon- 
zentrisch ist,  in  ein  Parallel-Strahlbüschel  und  ^J. 

3.  Bei  einer  konzentrischen  Schar  von  Zentral-KSen  ist 
auch  das  Hauptkreis-Büschel  konzentrisch.  Bei  ihr  existieren  also  i.  a. 
keine  eigentlichen  Punkte  mit  orthogonaler  Involution.  Nur  wenn 
das  Hauptkreis -Büschel  ein  identisches  KS-Büschel  ist,  gibt  es  einen 
(reellen  oder  imaginären  oder  in  ein  absolutes  Strahlenpaar  entarten- 
den) Ereis  von  solchen  Punkten.  Wir  erhalten  dann  als  orthogo- 
nalmetrischen Spezialfall  der  KS-Schar  die  Schar  mit  ge- 
meinsamem Hauptkreis. 

4.  Bei  einer  nicht  konzentrischen  ES-Schar  (mit  Ausschluß 
der  Parabel- Schar)  ist  auch  das  Hauptkreis-Büschel  nicht 
konzentrisch.  Seine  Zentrale  ist  die  Mittelpunkts-Gerade 
der  Schar,  seine  Chordale  die  Leitlinie  der  Parabel  (oder  des 
eigentlich -uneigentlichen  Punktepaares)  der  Schar. 

Die  eigentlichen  Grundpunkte  des  Hauptkreis-Büschels 
sind  die  Punkte  mit  orthogonaler  Involution  in  bezug  auf 
die  KS-Schar. 

Wenn  in  einem  dieser  Punkte  oder  in  beiden  die  orthogonale 
Involution  identisch  wird,  so  muß  er  einem  Punktepaar  der  Schar 
angehören  (eine  Ecke  der  Schar  sein).  Wir  erhalten  dann  die  nicht 
konzentrische  ES-Schar   mit  (mindestens)  einem  Paar   ortho- 

Heffter  u.  Koehler,  analytUohe  Geometrie,  L  82 
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gonaler   Grundstrahlen    als    orthogonalmetrisclien   Spezial- 
fall der  KS-Schar. 

5.  Die  Grenzpunkte  des  Hauptkreis-Büschels  (s.  Art.  202) 
sind  die  Mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln  der 
KS-Schar.    Daraus  folgt: 

Die  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln  in  einer  nicht  kon- 
zentrischen KS-Schar  sind  reell  oder  imaginär,  oder  sie 
fallen  zusammen;  je  nachdem  das  Hauptkreis-Büschel  der 
Schar  von  der  zweiten  oder  von  der  dritten  Art  ist  oder 
einen  eigentlichen  Kontakt  hat.  (Das  Hauptkreis -Büschel  einer 
KS-Schar  zweiter  Art  ist  also  immer  ebenfalls  von  der  zweiten 
Art.  Bei  der  KS-Schar  erster  und  bei  der  dritter  Art  kann  dagegen 
das  Hauptkreis- Büschel  zweiter  oder  dritter  Art  sein  (s.  Art.  203).) 

Als  einzige  orthogonalmetrische  Spezialfälle  der  KS- 
Schar  finden  wir  also  bei  dieser  Untersuchung  die  KS-Schar 
mit  orthogonalem  uneigentlichem  Punktepaar  und  die  nicht 
konzentrische  KS-Schar  mit  mindestens  einem  Paar  ortho- 
gonaler Grundstrahlen. 

211.  [Übnngsanl^abeii  Aber  Pmürte  mit  gleichseitig  hy- 
perbolischer Involutioii  bei  einer  beliebigen  KS-Schar.  Die 
Brennpunktsknrve.]  Wenn  ein  Punkt  in  bezug  auf  die  KS-Schar 
(22)  eine  gleichseitig  hyperbolische  Involution  tragen  soll;  so 
müssen  seine  beiden  absoluten  Strahlen  Tangenten  an  einen  ihrer 
KSo;  der  Punkt  selbst  muß  also  ein  Brennpunkt  dieses  KSes  sein 
und  umgekehrt.  Die  Frage  nach  dem  Ort  aller  Punkte  mit  gleich- 
seitig hyperbolischer  Involution  in  bezug  auf  die  KS-Schar  (22)  ist 
also  identisch  mit  der  Frage  nach  dem  geometrischen  Ort,  den  die 
Brennpunkte  ihrer  KSe  bilden,  d.  h.  nach  der  Brennpunktskurve 
der  KS-Schar. 

Ein  Punkt  x\y  ist  dann  und  nur  dann  ein  Brennpunkt  des  KSes 
(A)  der  Schar  (22),  wenn  seine  beiden  absoluten  Strahlen  den  KS  (A) 
berühren,  also  die  Koordinaten  w  ==  1,  v  =  ±  i,  5  =—  (a?  ±  yf)  dieser 
Strahlen  der  Gleichung  (22)  bei  gegebenem  k  genügen.  Setzt  man 
also  diese  Werte  in  (22)  ein  imd  eliminiert  l  aus  den  beiden  Gleichungen, 
die  sich  dadurch  ergeben,  daß  man  in  dem  erhaltenen  Ausdruck  den 
reellen  und  ebenso  den  imaginären  TeU  für  sich  gleich  Null  setzt,  so 
findet  man  fttr  die  Brennpunktskurve  der  KS-Schar  (22)  die 
Gleichung 

(56)  [ccni^^-y^) -2ai3a?+2a,3y -|-aii-a,J [ß^xy-ß^^x- ß^^y+ßu] 
-[ß9^{^-y^)-^ßiz0(>+2ß^^y+ß,^-ß^'][cc^^xy^a,^x-'a,^y+cc^]^0 
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oder,  wenn  wir 

(57)  aaÄm-«imA*  =  {««Äm) 
setzen: 

(58)  U^ßn]'^+Wnßi,)y  +  ^{<h*ßn)K'''+y') 

+  { a„  A, }  (a;*  -  y*)  +  { («11  -  «,,) /S„ }  a;  y 

-[2{«i,A,}H-{(«ii-«M)A.}Ja; 

+  f2{*i„A,}-{(«u-«^)As}]y+{(«ii-«i.)^i«}=-0- 

Die  Brennpunktskurye  einer  ES-Schar  ist  also  i.  a.  eine 
Enrye  dritter  Ordnung^);  and  sie  geht,  wie  man  direkt  sieht;  wenn 
man  in  (58)  homogene  Koordinaten  einführt,  immer  dnrch  die  Kreie^ 
punkte  J^y  J^,  was  übrigens  anch  geometrisch  evident  ist.  Sie  heißt 
deshalb  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung. 

Mit  Hilfe  der  in  diesem  Kapitel  enthaltenen  Sätze  beweise  man  nun: 

1.  Eine  KS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  konfokal,  wenn 
ihre  Brennpunktskurve  in  alle  Punkte   der  Ebene  entartet. 

2.  Eine  nicht  konfokale  KS-Schar  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Parabel-Schar,  wenn  ihre  Brennpunktskurve  in  g^ 
und  einen  Kreis  entartet.  Wenn  der  Kreis  in  ein  eigentlich- 
uneigentliches  Geradenpaar  entartet,  ist  die  Parabel-Schar  konzen- 
trisch; wenn  er  in  ein  absolutes  Strahlenpaar  entartet,  so  ist  dessen 
Trager  ein  Brennpunkt  aller  Parabeln  der  Schar,  diese  also  eine 
semikonfokale  Parabel -Schar.  (Um  das  letztere  zu  beweisen,  nehme 
man  die  Gleichung  der  nicht  konzentrischen  Parabel -Schar  in  der 
immer  möglichen  Form  a^^u^  +  2a^^uv  +  a^^v^ -\-2a^^us  —  2kvs='0  an. 
Der  gedachte  Fall  tritt  ein,  wenn  a^^ «  0^%  tmd  o^,  =  0,  wenn  also 
die  Gleichung  mit  Gleichung  (35)  übereinstimmt.) 

3.  Eine  (nicht  konfokale)  KS-Schar  (die  keine  Parabel-Schar 
ist)  ist  dann  und  nur  dann  konzentrisch,  wenn  die  Brenn- 
punktskurve in  g^  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  (oder 
ein  orthogonales  Geradenpaar)  entartet. 

Wenn  man  in  (22)  als  Koordinatenachsen  die  Hauptachsen  des 
ersten  Basis-KSes  und,  falls  die  Schar  konzentrisch  ist,  das  uneigent- 
liche Punktepaar  als  zweiten  Basis -KS  wählt,  erhält  die  Gleichung  (58) 
der  Brennpunktskurve,  wenn  man  noch  tt,3  ==»  1  setzt,  die  einfache  Form 

1)  Unter  Benutzung  homogener  Koordinaten  ergibt  sich  aus  (66)  statt 
Gleichung  (68)  eine  Gleichung  vierten  Grades,  deren  linke  Seite  aber,  wie 
man  xmmittelbar  sieht,  den  Faktor  t  enthält.  Dieser  Faktor  rfihrt  daher,  daß 
bei  der  Parabel,  die  die  Schar  i.  a.  enthält,  jeder  Punkt  von  g^  gemeinsamer 
Punkt  zweier  (zusammenfallenden)  absoluten  Tangenten  ist,  also  mit  einer 
gewissen  Berechtigung  als  ein  Brennpunkt  der  Parabel  betrachtet  werden  kann. 

82* 
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(59)  ß,,  (x' -  y«)  -  OSn  -  ß^)  xy  +  («j,  -  «„)  jS»  -  0. 

Hieraus  folgt  unter  Benutzung  Ton  Gleichung  (43): 

4.  EineKS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine  konzentrische 
KS-Schar  mit  einem  Kreis  (eine  koaxiale  Schar  vonZentral-KSen), 
wenn  ihre  Brennpunktskurve  in  g^  und  ein  orthogonales 
Ger  adenpaar  entartet  (das  natürlich  mit  den  Hauptachsen  der 
Schar  zusammenfallen  muß). 

(Die  Brennpunkts-Hyperbel  einer  KS-Schar  mit  orthogonalem 
uneigentlichem  Punktepaar  entartet  i.  a.  nicht;  sie  ist  nur  dadurch  aus- 
gezeichnet^ daß  ihre  Hauptachsen  mit  den  Punkten  des  orthogonalen 
Paares  inzidieren.) 

Wenn  man  bei  irgend  einer  nicht  konzentrischen  KS-Schar 
die  Mittelpunkts -Gerade  als  2;-Achse  und  die  Parabel,  bezw.  das 
eigentlich -uneigentliche  Punktepaar  als  zweiten  Basis-KS  wählt,  so 
kann  man  ihre  Gleichung  auf  die  Form 

(60)  a^y+  a^v^+  s^-  X{ß^y+  2ß,,uv  +  ß„v*+  2ß,,us)  « 0 {ß,^+  0) 
bringen,  und  die  Gleichung  (58)  ihrer  Brennpxmktskurre  lautet  dann 

(61)  ß^,y(x'+  y")  +  ßui^'-  f)  -  {ß^-ßn)xy  -  (^^u-  ««)  As» 

Man  beweise  nun  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen: 

5.  EineKS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine  nicht  kon- 
zentrische KS-Schar  mit  zwei  Kreisen,  wenn  ihre  Brenn- 
punktskurye  in  die  Mittelpunkts-Gerade  und  einen  Kreis 
(oder  ein  absolutes  Strahlenpaar)  entartet.  Die  (reellen  oder  ima- 
ginären) Schnittpunkte  der  Mittelpunkts -Geraden  mit  dem  „Brenn- 
punkts-Kreis" sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  in  der  Schar  ent- 
haltenen Kreise.  Beide  Kreise  fallen  also  zusammen,  wenn  die  Mittel- 
punkts-Gerade  den  Brennpunkts -Kreis  berührt. 

6.  Eine  KS-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine  semikon- 
fokale  KS-Schar,  wenn  ihre  Brennpunktskurre  in  eine  (nur 
bei  der  Parabel-Schar  uneigentliche)  Gerade  und  ein  absolutes 
Strahlenpaar  entartet.  Die  Gerade  ist  der  Mittelpunkts- Geraden 
der  Schar  parallel,  und  ihr  Abstand  vom  Träger  des  absoluten  Strahlen- 
paares wird  durch  die  Mittelpunkts-Gerade  halbiert.  (Wenn  die  Ge- 
rade mit  dem  Träger  des  Strahlenpaares  inzidiert,  erhalten  wir  als 
speziellen  Fall  der  in  Aufg.  5  betrachteten  Schar  die  sem ikonfo- 
kale KS-Schar  mit  zwei  zusammenfallenden  Kreisen.  (Vergl. 
auch  Art  205.) 
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7.  Man  beweise^  daß  durch  die  bisher  aufgeführten  alle  Ent- 
artungS'Möglichkeiten  fQr  die  Brennpunktskurve  einer  ES- 
Schar  erschöpft  sind. 

8.  Eine  ES-Schar  ist  dann  und  nur  dann  eine  nicht  kon- 
zentrische ES-Schar  mit  einem  Ereis,  wenn  ihre  Brenn- 
punktskurve nicht  entartet  ist;  aber  einen  Doppelpunkt 
besitzt  (Der  Doppelpunkt  muß  auf  der  Mittelpunkts -Geraden  liegen, 
da  die  Schar  sonst  semikonfokal;  ihre  Brennpunktskurve  also  (nach 
Aufg.  6.)  entartet  wäre.  Für  einen  Doppelpunkt  der  nicht  entarteten 
Eurve  (61)  muß  also  jedenfalls  y  «-  0  sein,  usw.) 

Wie  die  Sätze  dieses  und  des  vorigen  Artikels  zeigen,  kann  num 
zu  allen  orthogonalmetrischen  Spezialfällen  der  ES-Schar  statt  auf 
dem  in  Art.  204  gewählten  Weg  ebensogut  auch  dadurch  gelangen, 
daß  man  alle  ES -Scharen  aufsucht,  bei  denen  der  Ort  der  Punkte, 
die  in  bezug  auf  die  Schar  eine  orthogonalmetrisch  aus- 
gezeichnete, d.  h.  entweder  eine  orthogonale  oder  eine  gleich- 
seitig hyperbolische  Involution  tragen,  eine  Besonderheit  aufweist. 
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Anliang. 

(Von  L.  Hefiler.) 


Determinanten/) 

§  1.    Detexmimuiteii  sweiten  Grades. 
Definitionen: 


(1) 


^1      «IS 
»11      «M 


heißt  eine  Determinante  ü.  Grades;  a^^,  o^,;  «ai;  «»  ^^^  ^^^ 
Elemente;  dna^,  —  <h%^  ^^  Glieder;  a^iC^^  ist  das  Haupt- 
glied. Die  Elemente  mit  übereinstimmendem  ersten  (zweiten)  In- 
dex bilden  eine  Zeile  (Kolonne);  Zeilen  und  Kolonnen  nennen  wir 
zusammenfassend  Reihen.  Jedes  Glied  enthält  ein  und  nur  ein 
Element  aus  jeder  Zeile  und  Kolonne.  Die  Elemente  mit  zwei  gleichen 
Indices  a^^y  a^y  deren  Produkt  das  HauptgUed  ist;  bilden  die  Haupt- 
diagonale. 

Fundamentaleigenschaften  der  Determinanten: 

I.  Transposition  (d.  h.  Yertauschung  von  Zeilen  und  Kolonnen) 
ändert  den  Wert  der  Determinante  nicht.  (Nach  Definition 
eyident.) 

n.  Vertauschung  zweier  Parallelreihen  führt  die  De- 
terminante in  den  entgegengesetzten  Wert  über.  (Nach  De- 
finition evident) 

Folgerung:  Eine  Determinante,  in  der  zwei  Parallelreihen 
miteinander  übereinstimmen;  hat  den  Wert  Null. 

III.  Die  Determinante  ist  eine  lineare  homogene  Funk- 
tion der  Elemente  jeder  Reihe.     (Nach  Definition  evident.) 

1)  Die  Abfasrang  dieses  Anhanges  über  Determinanten  ist  teilweise  be- 
einflnßt  durch  seiner  Zeit  vom  Verfasser  bei  Eronecker  gehörte  Vorlesungen.  — 
Vgl.  auch  A.  Eneser,  Über  eine  Methode  zur  DarsteUxmg  der  Determinanten- 
theorie, Sitzungsberichte  der  Dorpater  Naturforscher-Gesellschaft  Bd.  IX  (1891), 
und  die  von  E.  Hensel  herausgegebenen  Vorlesungen  Eroneckers  über  Deter- 
minantentheorie.  Band  I,  Leipzig,  Teubner,  1903. 
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Folgenmgen: 

a)  Eine  Determinante^  bei  der  alle  Elemente  einer  Reihe 
Null  sind,  hat  den  Wert  Null. 

b)  Eine  Determinante  wird  mit  einem  Faktor  multipli- 
ziert, indem  alle  Elemente  einer  beliebigen  Reihe  mit  diesem 
Faktor  multipliziert  werden: 


(2) 


^11 


Xdii     Aa. 


*ii 


12  I 


ö|l 


*2a  I 


«12 
«21       «22 

Folgerung  hieraus  und  aus  IL: 

Eine  Determinante,  bei  der  alle  Elemente  einer  Reihe 
sich  von  denen  der  Parallelreihe  nur  durch  denselben  Faktor 
unterscheiden,  hat  den  Wert  Null. 

c)  Eine  Determinante  kann  als  Summe  zweier  anderen 
dargestellt  werden: 


(3) 


Folgerung  hieraus  und  aus  b): 

Eine  Determinante  ändert  ihren  Wert  nicht,  wenn  zu 
den  Elementen  einer  Reihe  die  mit  demselben  beliebigen 
Faktor  multiplizierten  Elemente  der  Parallelreihe  addiert 
werden: 


Ol      h+Ci 

«1   *1 

+ 

«1      Cl 

o,    h  +  c. 

o,    6. 

0,     c, 

(4) 


«11 

«21 


"'12 
«22 


«11  +  ^«12 

«21  +  Aa^j 


*12 


^22 


lY.  Eine  Determinante  |a^;^{  hat  dann  und  nur  dann  den 
Wert  Null,  wenn  zwei  Zahlen  Aj,  A,  (oder  ^,  (i^)  existieren, 
die  nicht  beide  Null  sind,  und  für  die  die  zwei  Gleichungen 
erfüllt  sind: 


Aiaii  +  Aja^-O     / 


(5)  .^.^11.^.^1.      ^     (oder('^^""  +  ^""''^) 

l    ^l«21+^«22-0        \  l^i«i2  +  ^2«22='0/. 

Beweis   (der  wegen  L  nur  für  den  nicht  eingeklammerten  Teil 
der  Behauptung  geführt  zu  werden  braucht): 

Vorausgesetzt  werde,  daß  zwei  solche  Zahlen  A  existieren  und  A^ 
+  0  sei.     Dann  ist  nach  (5) 


(6) 


«11 


12; 


«21  ^ X^  «22; 
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also  nach  der  Folgerung  aus  III.  b) 

(7) 


««!== 


—  ^  «ij     «1, 


a„     a„ 


-0. 


Umgekehrt  werde  vorausgesetzt ,  es  sei  |  a^;^  j  ^  ^'  ^^^^  dann 
alle  Elemente  a^^ »  0^  so  kann  man  natürlich  fttr  A^,  A^  beliebige 
von  Null  verschiedene  Werte  einsetzen,  um  die  Gleichungen  (5)  zu 
erfüllen.  Ist  aber  z.  B.  a^  +  0,  so  sei  A,  eine  beliebige  von  Null 
verschiedene  Zahl.     Dann  erfüllen 


(8) 


^ /,        ^7        ^ 


die  erste  der  Gleichungen  (5),  aber  auch  die  zweite,  da  nach  (8)  und 
nach  Voraussetzung 

(9)  ^a,i  +  A,a„  =  (-ila„  +  a„)A,  =  ^ia,t|-0. 

V.  Das  Produkt  zweier  Determinanten  ist  eine  Deter- 
minante, deren  Elemente  durch  Komposition  der  Reihen  der 
einen  mit  den  Reihen  der  anderen  gebildet  werden: 


(10) 


«11  ftu  +  «1  j  6i2       GTn  6^1  +  «12  6« 
«21  ^1  +  0^22  *12       «21  ^1  +  «22  ^22 

Beweis:  Die  Determinante  rechts  ist  nach  III  c)  und  b) 


j«ii 

l«21 


"'12 
«22 


'^ll 


^^21 


^12 


«^22 


"11 


«11       «11^21  +  «12*22 


«21       «21*21  +«22*22 

also  nach  der  Folgerung  aus  III.  c) 


+  6i 


12 


*12 


«11*21 


+  «12*22 


«22       «21*21  +  «22*22 


*11*22 


endlich  nach  11. 


«11 

«11 

+  6j,&,i 

«1» 

flu 

«»1 

«SS 

«M 

a« 

l«all*aU  w.  z.  b.  w. 


Da  man  jede  der  beiden  Determinanten  \a^^\,  \  b^^ \  vor  der 
Multiplikation  transponieren  kann,  so  kann  die  Multiplikation  zweier 
Determinanten  auf  vier  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden,  in- 
dem entweder  Zeilen  mit  Zeilen,  oder  Zeilen  mit  Kolonnen,  oder 
Kolonnen  mit  Zeilen,  oder  Kolonnen  mit  Kolonnen  komponiert  werden. 

Erweiterter  Multiplikationssatz.  —  Ein  aus  beliebiger  An- 
zahl von  Zeilen  und  beliebiger  Anzahl  von  Kolonnen  gebildetes  System 
von  Elementen  heißt  eine  Matrix.    Aus  einer  Matrix  von  zwei  Zeilen 
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und  n  Kolonnen   lassen   sich 


n(n  —  1) 


dem  absoluten  Wert  nach  im 


allgemeinen  yerschiedene  Determinanten  zweiten  Gbrades  bilden.     Aus 
der  Matrix 

|j  ö^i     fti     Ci 

II  ^2       ^9       ^ 

lassen  sich  so  die  drei  Determinanten  (ah),  (hc\  (ca)  bilden.    Nun  gilt 
der  Satz: 


Die  aus  den  Matrizen 


löi 


\\<h     h     ^ 


und 


w 


durch  Komposition  von  Zeilen  mit  Zeilen  zu  bildende  De- 
terminante ist  gleich  der  Komposition  der  drei  Determinan- 
ten der  ersten  Matrix  mit  den  entsprechenden  der  zweiten: 


(11) 


I  a^  a/-f-  \  h^+  Ci  c/    a^  a^'+  \  6/H-  c^  c,' 
=  (a6)(a'60  +  Q>^)Q>'c')  +  (ca)(c'a'). 


Der  Beweis  ergibt  sich  durch  wiederholte  Zerlegung  der  Deter- 
minante links  nach  DI.  c)^  Anwendung  von  Y.  und  einfache  Rech- 
nung. Der  entsprechende  Satz  gilt^  wie  aus  diesem  Beweis  unmittel- 
bar zu  erkennen  ist,  für  zwei  Matrizen  mit  zwei  Zeilen  und  beliebiger 
Kolonnenzahl. 


§  2.    Anwendung  der  Determinanten  II.  Grades  bei  Systemen 
linearer  Formen  nnd  Gleiohimgen. 

Ein  System  homogener  Gleichungen  zwischen  beliebig  vielen 
Unbekannten  iCi,  ^2 7  •  •  • ;  ^«  ^^^  s*®*^  ^^®  Lösung  iCj  =- a:^  —  •••-« rr„ « 0 . 
Wenn  es  außer  dieser  trivialen  keine  andere  Losung  besitzt,  heißen  die 
Gleichungen  des  Systems  anverträglich,  andernfalls  verträglich. 
Aus  IV.  folgt  unmittelbar: 

Zwei  lineare  homogene  Gleichungen  mit  zwei  Unbe- 
kannten 

sind  dann  und  nur  dann  verträglich,  wenn  die  Determinante 
ihrer  Koeffizienten  (a&)  «  0  ist. 
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Ebenfalls  nach  IV.  folgt  aber,  wenn  (ab)  »  0  und  nur  dann,  die 
Existenz  zweier  Zahlen  ft^,  ii^^  die  nicht  beide  gleich  Nnll  sind,  so  daß 

+  ft,a,-0 

+  Hh  -  0, 

oder  daß  för  alle  Werte  von  x^,  x^ 

(14)  ft/l(a;)  +  ^/i(a;)sO; 

d.  h.  zwei  lineare  homogene  Qleichnngen  mit  zwei  Unbe- 
kannten oder  zwei  binäre  lineare  Formen  sind  dann  und 
nur  dann  „linear  abhängig^^  („eine  Gleichung  ist  eine  Folge 
der  andern^'),  wenn  die  Determinante  ihrer  Koeffizienten 
Null  ist. 

Zwei  ternare  lineare  Formen  f^^  f^  oder  Gleichungen 

sind  dann  und  nur  dann  linear  abhängig,  wenn  alle  aus  der 
Matrix  ihrer  Koeffizienten  zu  bildenden  Determinanten 
Null  sind. 

Beweis:  Ist 

(16)  ft/;(^)+ft^w^o, 

d.  h. 

SO  folgt  nach  IV. 

(18)  {aV)  -  Q>c)  -  {ca)  =  0. 

Sind  umgekehrt  die  Gleichungen  (18)  erfüllt  und  alle  a,  &,  c 
einzebi  gleich  Null,  so  ist  die  Existenz  zweier  Zahlen  ft^,  ^,  die 
nicht  beide  gleich  Null  und  fdr  die  die  Gleichungen  (17)  bestehen, 
evident.  Ist  aber  z.  B.  \  4"  0,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (18) 
nach  lY.  die  Existenz  von  ft^,  /i,,  so  daß 

wobei  insbesondere  ftg  4"  0  ^^^)  ^^  sonst  wegen  \^0  auch  f4  »  0 
sein  müßte^  was  nach  lY.  ausgeschlossen  ist.  Ebenso  folgt  aus  der 
zweiten  Gleichung  (18)  die  Existenz  von  ft^',  f^',  so  daß 

(20)  |/h;&i+/4A-o 


(19)  { 
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wobei  insbesondere  (i^  4-  0  ist.  Nach  der  zweiten  Gleichung  (19)  und 
der  ersten  Gleichung  (20)  ist  aber 

Multipliziert  man  also  die  Gleichungen  (20)  mit  dem  Ton  Null  ver- 
gehen sie  in  die 

(22)  (Mx  +  ^A-0 

über,  so  daß  nach  (19)  und  (22)  in  der  Tat  die  drei  Gleichungen  (17) 
bestehen. 

(Der  Beweis  gestaltet  sich  ebenso,  wenn  die  beiden  Gleichungen 
(15)  mehr  als  drei  unbekannte  enthalten.) 

Durch  Elimination  einmal  von  o;,,  einmal  von  x^  ergibt  sich  die 
Auflösung  des  homogenen  Gleichungssystems  (15)  in  der 
Form 

(23)  x^ix^ix^^  (bc) :  {cd)  :  {ab). 

Die  Auflösung  yersagt  also  dann  und  nur  dann,  wenn  diese  drei  De- 
terminanten samtlich  Null  sind,  d.  h.  nach  dem  vorangehenden  Satz, 
wenn  die  au&ulösenden  Gleichungen  linear  abhängig  sind.  Dann  ge- 
nügt eben  jede  Lösung  der  einen  auch  der  andern  Gleichung. 

Aus  (23)  folgt  die  Auflösung  des  nicht  homogenen  Glei- 
chungssystems 

(24)  (  ^^1  +  ^1^«  ^  ^ 
in  der  Form 

^     ^  \{ab)x,=^{ac). 


§  3.    Determinanten  dritten  Grades. 

Die  aus  einem  System  (einer  Matrix)  von   drei  Zeilen  und  drei 
Kolonnen 

«11  «12  «18 
«21  «22  «28 
«•1       «82       «88 

nach  Streichen  der  q^^  Zeile  und  «r^  Kolonne,  d.  h.  der  beiden  sich 
in  a^g  kreuzenden  Reihen,  zu  bildende  Determinante  U.  Ghrades,  die 
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noch  mit  (—  1)^+*^  multipliziert  wird,  bezeichnen  wir  mit  Ä^y  d.  h. 
wir  setzen 

(26)  Ä^,  „  (^  l)^+a  I  ^^^  I  ^  I  (_  iy>*^^^  I  (^, ,. ,, ,,  ,j. 

(.-,»«  1,2,  3;. '4=9,  *4ia). 

Dann   definieren   wir   die   Determinante  III.   Grades    durch 
die  Gleichung 

«11     <hi    «18 

(27)  0,1    a„     flgj  =  I  a<*  |  =  (flia^a^)  =  a^ulii  +  a^^Ä^^  +  (h^A^, 

«n     <H.    a^    '''^'^'^'' 

übertragen  alle  im  Anschluß  an  (1)  bei  Determinanten  U.  Grrades  ein- 
geführten Benennungen  auch  auf  Determinanten  III.  Grades  und 
nennen  Ä^^  die  Adjunkte  Ton  a^  in  \a^^\. 

Die   Fundamentaleigenschaften   L — ^Y.  gelten   auch   für   die  De- 
terminanten ni.  Grades: 

I.    Transposition    ändert    den    Wert    der    Determinante 
nicht. 


(28) 


Beweis: 
«11 

«18 
«15 


«11^11  - 


«»1 

«»2 
«2» 
«12 
«1» 


=  «llAl 


«81 

«82 

«88 

«82  «21  —  «81  «22 
«88«21  —  «81  «28 


«21 


«12    «82 
«18    «88 


+  «81 


«12    «22 
«18    «28 


=  a^iA^i  +  tti, J-i,  +  Ojj-^i,,  w.z.b.w. 


II.  Vertauschung  zweier  Parallelreihen  führt  die  De- 
terminante in  den  entgegengesetzten  Wert  über. 

Dies  folgt  nach  der  Definition  (27)  für  Yertauschung  zweier 
Kolonnen  aus  der  Eigenschaft  11.  der  Determinanten  II.  Grades. 
Dann  aber  gUt  es  nach  L  auch  für  Yertauschung  zweier  Zeilen. 

ni.  Die  Determinante  ist  eine  lineare  homogene  Funk- 
tion der  Elemente  jeder  Reihe. 

Für  die  erste  Zeile  nach  Definition  evident  folgt  die  Richtigkeit 
dieses  Satzes  nach  L  und  11.  dann  auch  fQr  jede  andere  Reihe. 

Stellt  man  die  Determinante  als  lineare  homogene  Funktion  der 
Elemente  irgend  einer  Reihe  dar  („entwickelt  man  die  Determinante 
nach  dieser  Reihe^'),  so  ist  jedes  dieser  Elemente,  wie  aus  L,  11. 
und  (27)  leicht  folgt,  mit  seiner  Adjunkte  multipliziert: 


(29) 


*<* 


^•* 


=  «i»A*  +  «2*^»  +  «8*A*  (*-iA»). 
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Die  ans  I.,  II.,  III.  ftlr  Determinanteii  11.  Ghrades  gezogenen  Fol- 
gemngen  gelten  also  auch  für  Determinanten  III.  Ghrades. 

lY.  Eine  Determinante  UI.  Grades  hat  dann  und  nur 
dann  den  Wert  Null,  wenn  drei  Zahlen  X^,  Aj,  A3  (oder  ^j,  ftg,  fij) 
existieren,  die  nicht  sämtlich  Null  sind  und  für  die  die 
drei  Gleichungen  erfüllt  sind: 


(30) 


AiOjj+Ajajj  +  AjOjj^O      (   oder 

^«81+^2^82+  ^8^8==  0 

Beweis:  Sind  die  Gleichungen  (30)  erfaUt  und  ist  z.  B.  A^  +  0, 
so  ist 

^»11  +  ^«12  +  ^«18     ötij     ai3 1 

(31)  ^kaH     ^»21  +  ^2«22  +  ^8«28       «22       »28     =0, 

^1»81  +  ^2^82  +  ^8  »88       ^ii       «88 

also  [dikl^O.     Ist  umgekehrt  {a^;^!  »0,  sind  aber 

a)  nicht  alle  Ä^^  =  0,  z.  B.  -4.j3  +  0,  so  werden  die  beiden  ersten 
Gleichungen  (30)  durch 

(oJ)  A|  :  Aj  :  A3  «=  A^^  :  A^2  •  -^^ 

erfüllt,  wobei  also  sicher  A3  +  0  ist.  Diese  Werte  erfüllen  aber  auch 
die  dritte  Gleichung  (30),  da  nach  (29)  und  unserer  jetzigen  Voraus- 
setzung 

»81  ^81  +  »82^82  +  »88  As  =  I  »<ik  H  0 

ist. 

b)  Sind  alle  Ä^j^  =  0,  aber  nicht  alle  a^^  =»  0,  z.  B.  a^^  +  0,  so 
sind  nach  §  2  schon  je  zwei  der  drei  Gleichungen  (30)  linear  ab- 
hängig.    Wird  also  die  Gleichung 

(33)  A^a^i  +  X^a,^  +  X^a,^  =  0 

erfüllt,  so  sind  es  auch  die  beiden  anderen  Gleichungen  (30).  Gl.  (33) 
gestattet  aber,  für  A3,  A3  beliebige,  von  Null  verschiedene  Werte  zu 
setzen  und  A^  (da  o^  +  0)  durch  sie  auszudrücken. 

c)  Sind  endlich  alle  a^;^ » 0,  so  kann  man  offenbar  die  Glei- 
chungen (29)  erfüllen,  indem  man  für  A^,  A,,  A3  beliebige,  von  Null 
verschiedene  Werte  setzt. 

y.  Multiplikationssatz: 

(34)  I  «1*  1 1  &a  H  I  JS(^ixhx  I  («' *=  1' »' ») 

a  =  1,  «.  8) 

«u  &11+ »12  &12  + »18^18      »11^1 +  »12^22 +  »18  ^28  »11  ^81  +  »12  ^32  +  »18  ^88 

=    0^1  &n+ »22^12 +  »28^18      »21*21 +  »22^22 +  »28*28  »21  *81  +  »22  *82  +  »28  *88 

»81*11 +  »82*12 +  »88*18     »81  *21  +  »82  *22  +  »88  *28  »81  *81  +  »82  *S2  +  »88  *88 
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Beweis:  Zerlegt  man  die  Detenninante  rechts  in  siebennndzwanzig 
andere  entsprechend  den  in  den  Kolonnen  auftretenden  Summen,  so 
sind  alle  diese  Determinanten  Null  bis  auf  diejenigen  sechs,  bei 
denen  drei  rerschiedene  Kolonnen  der  a^^  auftreten.  Alle  Elemente 
einer  solchen  Kolonne  enthalten  noch  ein  und  dasselbe  b^^  als  Faktor. 
Setzt  man  also  diese  drei  Faktoren  b^j^  noch  Yor  die  betr.  Determinante, 


so  bleibt  nur  ±  |  a, 
(35) 


f^j^l  zurück.     Fo^lich  ist 


wo  B  nur  von   den  b^j^  abhängt,  also  bestimmt  werden  kann,  in- 
dem  man  für   die  a^j^  spezielle  Werte   einsetzt.     Setzt  man   aber 

a«=-l    ('-i.«.8)  a,jfc  =  0  (.+*),    so  wird  |  ^a^^ul  =  I  *«  li  I»<»H1> 
also  JS  =  1 6^jt  I ,  w.  z.  b.  w. 

Aus  y.  folgt  auch  hier  der   erweiterte  Multiplikationssatz 
für  die  aus  den  Matrizen 


Oj    \    Ci    dl 

<h'    V    <    d,' 

a,    b,    c,    dt 

<h'    W    <    dt' 

«8    h    Ca    <?« 

«,'    6.'    c^    d,' 

zu  bildende  Determinante: 

(36) 

io*«;-+ 

•  hh' + ^^i^k 

+  dA'\ 

(f,  *  =  1,2,8) 

=  (abc){a'Vc')  +  {abd^iciVd")  +  {acd){ac'd')  +  {bcd){Vcd'), 
wobei  statt  vier  auch  beliebig  viele  Kolonnen  yorhanden  sein  dürfen. 


§  4.     Anwendung  der  Determinanten  m.  Grades  bei  Systemen 
linearer  Formen  und  Gleioliungen« 

Aus  IV.  folgt  wieder  unmittelbar: 

Die  drei  ternären  linearen  Formen  /i,  f^,  /*,  oder  die  drei 
linearen  homogenen  Gleichungen 

(37)  f^{x)  =  a^^Xj^  +  Ogjrc,  +  a^^x^  =  0 

/i(«^)  =  «81^1  +  «82^  +  »88^8  =  0 

sind  dann  und  nur  dann  linear  abhängig,  die  Gleichungen 
yerträglich  (mindestens  eine  Gleichung  ist  eine  Folge  einer 
oder  der  beiden  anderen),  wenn  \a^^\  =0  ist. 

Ein  System  von  drei  linearen  homogenen  Gleichungen 
oder   Formen    mit    mehr    als   drei   Variablen    ist   dann   und 
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nur  dann  linear  abhängig,  wenn  alle  aus  der  Matrix  ihrer 
Koeffizienten  zu  bildenden  Determinanten  Null  sind. 
Zunächst  ist  nach  IV.  evident,  daß,  wenn  die  Gleichungen 

a^x^  +  b^x^  +  c^x^  +  d^x^  —  0 
(38)  \  a^x^  +  \x^  +  c^x^  +  d^x^  —  0 

linear  abhängig  sind,  alle  Determinanten  (a6c),  (abd),  (acd),  (bcd) 
Null  sind. 

Ist  umgekehrt  letzteres  der  Fall,  so  gibt  es  nach  lY.  drei  Zahlen 
(hy  ihf  Nf  ^^  nicht  sämtlich  Null  sind,  ebenso  drei  Zahlen  fi^',  [i^\ 
(i^',  usw.,  die  die  Gleichungssysteme  erfOllen 


(39a) 
(39b) 


usw. 


Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (39  a)  und  (39  b)  ergibt  sich  aber, 
wenn  nicht  die  drei  aus  den  a  und  b  zu  bildenden  Determinanten 
sämtlich  Null  sind, 

(40)  f*i :  /*t :  /*8  =  fh' :  Ms'  •  ft'5 

also  ist 

Sind  aber  jene  Determinanten  aus  den  a  und  b  sämtlich  Null,  so 
kann  man  i.  a.  mit  zwei  anderen  der  Gleichungssysteme  (39)  ebenso 
schließen.  —  Sind  jedoch  alle  Determinanten  11.  Grades,  die  aus  den 
a,  &,  c,  df  zu  bilden  sind,  Null,  so  sind  nach  §  2  schon  je  zwei  der 
drei  Gleichungen  (38)  linear  abhängig,  womit  die  Behauptung  aber- 
mals erwiesen  ist. 

Ebenso  gestaltet  sich  der  Beweis  fOr  drei  Gleichungen  mit  mehr 
als  Tier  Unbekannten. 

Zur  Auflösung  des  homogenen  linear  unabhängigen 
Gleichungssystems  (38)  komponiert  man  die  drei  Gleichungen 
mit  drei  Zahlen  a,  /3,  y,  bestimmt  diese  durch  Auflösung  zweier 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  so,  daß  x^  und  x^  ausfallen,  und 
findet  aus  der  resultierenden  Gleichung 
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^1  •  ^«  "■  (pcä)  •  —  (acd). 
Ebenso  ergibt  sich  dann 
(41)  x^:  x^:  x^ :  x^  =»  (bcd)  :  —  {acä)  :  (a6d)  :  —  (a6c). 

Aas  (41)  folgt  die  Auflösung  des  nicht  homogenen  Glei- 
chungssystems 

a^x^  +  \x^  +  c^x^  =  dl 


(42) 

in  der  Form 

(43) 


{ahc)x^  =  (dfcc) 
(abc)x^  «  (ade) 
(a6c)a;8  «  (a6d). 


§  5.    Determinanten  n^  Grades. 

Genau  wie  die  Determinanten  dritten  Grades  mit  Hilfe  derer  Yom 
zweiten  Grad  werden  allgemein  die  Determinanten  n*^  Grades  mit 
Hilfe  derer  vom  (n  —  1)*^  Grad  definiert.  Alle  unsere  Beweise  für 
die  Eigenschaften  der  Determinanten  dritten  Grades  sind  dabei  so 
geführt^  daß  man  sie  unmittelbar  auch  beim  Übergang  von  Deter- 
minanten (n  —  1)*^  zu  solchen  n**°  Grades  anwenden  kann.  Nur  der 
Beweis^  daß  die  Fundamentaleigenschaft  I.  auch  ftir  Determinanten 
n*"*^  Ghrades  gilt,  wenn  sie  für  diejenigen  (n  —  1)**°  Grades  besteht, 
muß  noch  kurz  angedeutet  werden. 

Nach  Definition  ist 


(44) 


WO  Ä^ 


<hl 


a« 


=  «11^11  +  aij-Ai,  +  •  •  •  +  (hnAnf 


die  wie  bei  den  Determinanten  dritten  Grades  bestimmte  Ad- 


junkte  von  a  ^  in  \aij^\  ist,  also 


9 


(45) 


9" 


(-  l)?*'  |a„|  ^  i(-  iy+*a,J       (f,»-i.V....). 


Nach  Transposition  ist  daher 


«11 


*nl 


Ka^«»---««a 


==-«iiAi~««i   • 


*ln^8n- 


+  - 


««• 

•  o«-i.« 

•±««1 

•    • 

.    .    . 

• 

«1.- 

••«•-l.« 

Entwickelt  man  aber  hierin  rechts  jede  der  Determinanten  (außer  Ä^^) 
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nach   der  ersten  Kolonne  und  faßt  zusammen,  was  mit  a^^,  a^^,  ,  .  ., 
a^^  multipliziert  ist^  so  ergibt  sich 

(hiAi  +  ^iAi  +  "'  +  ^nAn7    w.z.b.  w. 

Wir  können  also  alle  fCLr  Determinanten  zweiten  und  dritten 
Grades  abgeleiteten  Eigenschaften  fortan  für  Determinanten  beliebigen 
Ghtides  benutzen. 

Als  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Multiplikationssatz  erwähnen 
wir  den  Satz: 

Setzt  man  zwei  lineare  Substitutionen 

kssn  ÜTB  ff 

(46)  X^  =  2^ik^hy      ^i  ="  2^k X'i  (i  =  1.  8, . . .,  1.) 

zusammen  zu  der  Substitution 

(47)  ^i^2^ik^'k  (<=1,2,...,»), 

so  ist 

(48)  |ä<*l  =  |aall«i*l  (*,»-i.t,...,i.). 

Denn  das  System  der  'ä^J^  entsteht  durch  Komposition  der  Zeilen  der 
a^^  mit  den  Kolonnen  der  a^. 

Als  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Auflösung  eines  Systems 
nicht  homogener  linearer  Gleichungen  erwähnen  wir  noch,  daß  die 
lineare  Transformation 

i^i  '^<hi^i-\ V^hn^n 

^«  — »i.i^i'+ l-affff< 

die  ihr  inyerse  Transformation  liefert: 


(50) 


\<^ik\<-An^  +  "'  +  ^n^n' 


§  6.    Einige  spesielle  Sätae  der  Determinantentheorie. 

Eine  Determinante,  bei  der  von  allen  Elementen  einer 
Reihe  nur  eines  von  Null  yerschieden  ist,  ist  gleich  diesem 
multipliziert  mit  seiner  Adjunkte.  (Nach  den  auf  Determinanten 
n^*°  Grades  übertragenen  Formeln  (29)  evident.)    Hieraus  folgt: 

Eine  Determinante,  bei  der  alle  Elemente  auf  einer  Seite 
der  Hauptdiagonale  Null  sind,  ist  gleich  dem  Hauptglied. 

Heffter  n.  Koehler,  ftnalytiiohe  Geometrie,  L  88 
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Komponiert  man  die  Elemente  einer  Reihe  mit  den  Ad- 
junkten einer  von  ihr  verschiedenen  Parallelreihe,  so  er- 
gibt sich  Null: 

(51)  a,^Ä,,  +  a,,Ä,^  +  •  •  •  +  a,^Ä,^  =  0  (/+*). 

Denn  die  linke  Seite  ist  gleich  der  Determinante,  die  aus  \a^j^\  ent- 
steht, wenn  die  k^  Zeile  durch  die  i*®  ersetzt  wird,  in  der  also  zwei 
Parallelreihen  einander  gleich  sind. 

Sind  von  den  n  Determinanten  (»—1)*^  Grades  der 
Matrix 


*u 


.  a 


In 


-M 


*H-l,n 


n— 1  gleich  Null,  so  ist  auch  die  n*®  gleich  Null  oder  die 
w—  1  Elemente,  die  in  jeder  jener  n—  1  Determinanten  eine 
Kolonne  bilden,  sind  sämtlich  Null. 

Beweis:  Bezeichnet  man  die  durch  Streichen  der  ersten,  zweiten, 
n^^  Kolonne   entstehenden,   mit   abwechselnden   Vorzeichen   ge- 


nommenen Determinanten   mit  A^,  A^, 
vorigen  Satz 

(52)  a,,A,  +  a»A,  +  -..  +  at,A' 

Ist  ntin  ^  —  ^  —  •  •  •  —  Ä^_i  —  0,  so  ist  also 

(53)  a,,Ä^^O 
d.h.  ^^  =  0  oder  (hn'-<hn 


,  A^,   so   ist  nach   dem 


0 


(.  =  1,2,. 


•D- 


(<  =  1,2,...,«-1), 


^<* 


Ist   Äi^  die   Adjunkte   von   a^ 
Grades  |ajj^|=^,  so  ist 

(54)  M„|-|a,J"-^^^-i. 
Nach  V.,  (29)  und  (61)  ist  nämlich 

(55)  l%l  1^*1 


-1.«  -  0,  w.  z.  b.  w. 

in  der  Determinante  n*~ 


0    . 

..    0 

Ä  . 

..    0 

0    . 

..  Ä 

A', 


also  1-4^^1  « -4""^ 

Unterdeterminanten  und  ihre  Adjunkten.  —  Die  aus  \a^^\ 
durch  Streichung  von  A  Zeilen  und  X  Kolonnen  entstehenden  Deter- 
minanten heißen  Unterdeterminanten  X*"  Stufe  oder  (n  —  X)*®^ 
Grades  von  \a^J^\,  Die  Elemente  a^^^  selbst  sind  also  die  Unter- 
determinanten (n  —  l)^  Stufe,  ihre  Adjunkten  4|j  sind  die  mit 
(— iy+*  multiplizierten  Unterdeterminanten  L  Stufe  von  la^j^l. 
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Grad  und  Stufe  einer  ünterdeterminante  ergänzen  sich 
immer  zum  Grad  der  Determinante. 

Ist  a  irgend  eine  Unterdeterminante  X^  Stufe  Yon  ja^j^l,  so 
wollen  wir  diejenige  Unterdeterminante  {n—X)^  Stufe,  die  aus  \a^i^\ 
entstellt,  wenn  gerade  die  bei  a  benutzten  Zeilen  und  Kolonnen 
gestrichen  werden,  mit  ±  a  bezeichnen,  je  nachdem  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  von  Reihenyertauschungen  erforderlich  ist,  um 
die  Determinante  a  in  die  linke  obere  Ecke  der  Determinante  \a^i\ 
zu  schieben,     a    selbst  nennen  wir  die  Adjunkte  von  a  in  l^ij^l. 

Eine  Determinante  n*^  Grades,  bei  der  alle  A(n  — i) 
Elemente,  die  gleichzeitig  in  bestimmten  X  Kolonnen  und 
bestimmten  n  — A  Zeilen  stehen,  Null  sind,  ist  gleich  der 
mit  ihrer  Adjunkten  multiplizierten  Unterdeterminante  X*®' 
Stufe,  die  aus  der  ursprünglichen  Determinante  durch 
Streichung  der  die  Nullen  enthaltenden  Kolonnen  und  der 
die  Nullen  nicht  enthaltenden  Zeilen  entsteht. 

Z.  B.  ist 


<56) 


wo  nach  unserer  Definition  die  zweite  Determinante  rechts  die  Ad- 
junkte der  ersten  ist.  Zum  Beweis  schreiben  wir  die  rechte  Seite 
Ton  (56)  in  der  Form 


»11 

«1» 

0 

0 

0 

ön 

<ht 

0 

0 

0 

«ji 

<hi 

«M 

«M 

«»8 

— 

»« 

«« 

a„ 

»44 

»46 

«61 

«6» 

<h» 

»64 

»66 

»11 

<h» 

»M 
»4» 

»»4      <hs 
»44      »46 

«w 

<ht 

«8» 

»64      »68 

Oll    a^j    0    0    0 
a,i    a„    0    0    0 


«31       «1 


1     0    0 
0     10 
%i    «5,    0    0    1 


*41 


a. 


1    0 
0    1 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


^U       «86 


0  0  «35 
0  0  a^j 
0    0    a^    a^     a^ 


*u 


*46 


und  finden  nach  Y.,  daß  sie  gleich  der  linken  Seite  von  (56)  ist. 
Steht  die  erste  rechts  auftretende  Unterdeterminante  noch  nicht,  wie 
hier,  in  der  linken  oberen  Ecke  der  Determinante  links,  so  ist  dies 
durch  Reihenyertauschungen  zu  erreichen,  wobei  sich  die  Determinante 
links  mit  +  1  multipliziert.  Die  unveränderte  Determinante  links 
ist  also  auch  in  diesem  Falle  nach  unserer  Definition  gleich  der  ersten 
Determinante  rechts  multipliziert  mit  ihrer  Adjunkten,  und  der  Beweisi 
gilt  offenbar  ganz  allgemein. 

Folgerung:  Eine  Determinante  n^  Grades,  bei  der  alle 

S8* 
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Elemente  Null    sind,    die   gleichzeitig    in    A    Zeilen    und  fi 
Kolonnen  stehen,  ist  gleich  Null,  wenn  X  +  (i>n  ist 

Laplacescher  Determinantensatz:  Bezeichnet  man  die 
ans  bestimmten  n  —  X  Zeilen  (Kolonnen)  einer  Determinante 
n***  örades  {a^^l^A   dnrch   Streichung   von   je  A  Kolonnen 

(Zeilen)  zu  bildenden  ( J  =  ft   Unterdeterminanten  A*"'  Stufe 

mit  «^1,  a^,,  . . . ,  a    ,  ihre  Adjunkten  bezw.  mit  a^j,  a^',,  . . . , 
^Q/if  BO  ist 

(57)  ^  =  la^^l  =  a^i  <i +  «(.,<,+  •  •  •  +  a^^a;,^. 

Beweis:  Die  a  seien  z.  B.  aus  den  n  — A  ersten,  die  a  also  aus 
den  A  letzten  Zeilen  von  |  a^j^  \  gebildet  Jedes  Element  a^^  der  n  —  A 
ersten  Zeilen  denken  wir  uns  durch  a^^  +  0,  jedes  der  A  letzten 
Zeilen  durch  0  +  a^^  ersetzt  und  zerlegen  die  Determinante  |  a^^^  \ 
nach  der  hierdurch  angedeuteten  Zerlegung  der  Kolonnen  in  die 
Summe  von  2"  Determinanten.  Diejenigen  dieser  Determinanten,  bei 
denen  in  den  n  —  X  ersten  Zeilen  mehr  als  A  Kolonnen  nur  Nullen 
enthalten,  sind  nach  der  Folgerung  aus  dem  letzten  Satze  gleich 
Null.  Das  Gleiche  g^lt  Ton  denjenigen  Determinanten,  bei  denen  in 
den  A  letzten  Zeilen  mehr  als  n  •—  A  Kolonnen  nur  Nullen  enthalten. 
Also  bleiben  nur  die  /i  Determinanten  übrig,  bei  denen  die  n  —  A  ersten 
Zeilen  genau  in  A  Kolonnen,  die  A  letzten  Zeilen  genau  in  den  n  —  X 
übrigen  Kolonnen  nur  Nullen  enthalten.  Eine  solche  Determinante 
ist  aber  nach  dem  letzten  Satz  -«  a^aCCga,  womit  die  Richtigkeit 
Ton  (57)  bewiesen  ist 

Komponiert  man  dagegen  die  aus  n  —  X  Zeilen  von  la^^^j 
zu  bildenden  Unterdeterminanten  A*"  Stufe  a^,  a^,,  . . . ,  a 
mit  den  Adjunkten  ocai;  «oSf  •••>  ^a/*   der  aus  einer  anderen 
Kombination    Yon    n  — A   Zeilen    zu    bildenden    Unterdeter- 
minanten, so  ist 

(58)  a^i «ai  +  a^8 «aj H h  «^a« ^h^^        (P  +  ^)- 

Der  Beweis  ergibt  sich  durch  Anwendung  des  Laplace sehen 
Satzes  auf  die  aus  den  n  —  X  Zeilen  der  a^  und  den  A  Zeilen  der  aj 
gebildete  Determinante,  die  den  Wert  Null  hat,  weil  mindestens 
zwei  Zeilen  einander  gleich  sind. 

Determinante  eines  Systems  Yon  Unterdeterminanten 
gleicher  Stufe.    Nach  V.,  (57)  und  (58)  ist 

(59)  |a,*||aa|-^''  =  ^®. 
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Da  nun  bei  beliebigen  Werten  der  a^;^  die  Determinante  Ä  nicht  das 
Produkt  zweier  ganzen  Funktionen  der  a^^  sein  kann,  so  muß  nach 
(59)  jede  der  Determinanten  links  eine  Potenz  von  A  sein.  Die  Ab- 
zahlung der  Grade  von  Ä,  \  utk  \ ,  \  cclk  \   in  den  att  ergibt 


(60) 


|a/*| 


AT       ^A^^-^^     . 


Aus  dem  nach  (57)  und  (58)  gültigen  Gleichungssystem 

(61)  .     a^i  a^'i  H h  a^^  a^^  =  A 

ergibt  sich  endlich 

(62)  a^a\f^ik\  -^  AK'^aj 

wo  A^cr  die  Adjunkte  von  a'ga  in  |aa|  bedeutet.     Nach  (60)  und  (62) 
ist  also 

(63)  apa4^"-»^"'-A;„. 

Spezialisiert    man    diese    Formel ,   indem    man    >l«n— 1,    also 

«(»a^a^a,  a^(T  =  -4^a,  A^'fl  =  (— 1)^+*'|^4|  (t-,*  =  i,>,. ..,••;  i=#(>,*-j«a)  setzt> 
so  ergibt  sich 

(64)  o^,^-«=(-l)e+''|^„|-|(-iy+*^J. 

(/,*  =  !,  8,.. .,n;  .^»(J,  k  ^  a) 

Speziell  fürn  =■  3  und  eine  symmetrische  Determinante  |  a^t  |  =  -4, 
d.  h.  eine  solche^  bei  der  a^^  »-  aj^i,  also  auch  A^^  ^  Aj^^  ist,  ergibt 
sich  aus  (64) 

/ggN  j   öt„  ^  «  ^«  ^u  -  A*^  (^.*,'-l,«,8) 

l  ö^ij-^  =»  -4ji  -4.2J  —  Af^  -A33,   usw. 

Diese  Formeln  sind  natürlich  auch  ganz  direkt  sehr  einfach  abzuleiten, 
z.  B.  für  2 »  1,  indem  man  o^^,  a^^y  a^   aus  dem  Gleichungssystem 

(66)  a^i^i  +  Ojj^  +  ai,^, -  0 

«ii  Ai  +  «12  A*  +  »13^3  =- 0 

berechnet  und  die  Gleichung  |  A^j^  \  =  A^  berücksichtigt. 
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Abbildung,  isogonale,  konforme,  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnliche  429. 

Abstandsverhältnis  (AV)  eines  Punktes 
in  bezug  auf  zwei  andere  29. 

—  einer  Geraden  in  bezug  auf  zwei 
Punkte  196.  206. 

Abszissen  81. 

Achse  eines  Ebenenbüschels  10. 

Achsen  eines  Strahlenpaares  102. 

—  einer  Strahleninvolution  118  f. 

—  des  Hesseschen  (Cartesischen)  Koor- 
dinatensystems 202. 

Achsenlängen  eines  ES  es  446. 

Achsenpaare  eines  ES  es  und  einer  kon- 
fokalen ES -Schar  468.  j 

A^junkte  eines  Determinantenelementes 
508.  612. 

—  einer  ünterdeterminante  616. 
AfGnität,  konlokale  221. 

—  zentrische  oder  Perspektive  222. 

—  bei  afßner  Lage  222. 
Af&nii&tsachse  222. 
Ähnlichkeit  bei  ähnlicher  Lage  222. 
Ähnlichkeitskreis  481. 
Ähnlichkeitspunkt  66. 
Ähnlichkeitspunkte   zweier  Ereise  481. 
Ähnlichkeitstransformation  66. 
Analysis  1. 

Anfangspunkt  d.  Eoordinatensystems  202. 

Äqui-Affinität  221. 

Äquivalent,  analytisches  eines  Punktes  48. 

Asymptoten  868. 

Aflymptotenpaar^    Gleichung    des   — es 

bei  einem  Zentral -ES  860. 
Auflösung    eines    linearen   Gleichungs- 

systems  607.  512. 
AusdrAcke,  linear  abhängige  76. 
A  V  ^  Abstandsverhältnis. 
AV-Eoordinaten  s.  Eoordinaten. 
Axialebenen    eines    Ebenenpaares    102 

Anm. 


Axiom  1. 

—  Archimedisches  26  Anm.  8. 

—  Gantor -Dedekindsches  27. 

—  Parallelen-  4. 

Axiome  der  Verknüpfung  6. 

Basis -ES  eines  ES -Büschels,  einer  ES- 

Schar  812. 
Bereich,  dreieckiger,  viereckiger  eines 

Vierecks  171. 

—  dreiseitiger,  vierseitiger  eines  Vier- 
seits  170. 

—  trigonaler,  tetragonaler  eines  eigent- 
lichen Dreiecks  216. 

Berührung,  einfache,  mehrfache  zweier 
Punkt-(Strahlen-)Eurven  328. 

—  zweier  Punktepaare  (Elementepaare) 
ß.  Punktepaar. 

Berührungspunkt  einer  Eurve  IE.  Elasse 

264. 
Berührungssehne  eines  Tangentenpaares 

804. 
Beziehungen,  affine  17. 

—  äquiforme  18. 

—  der  Lage  oder   der  Verknüpfung  2. 

—  elementare  2. 

—  metrische  20. 

—  projektive  17. 

Brennpunkt,      Brennpunktepaar     eines 

ES  es  450. 
Brennpunktsinvolution  467. 
Brennpunktskurve  eines  ES-Büschels  478. 

—  einer  ES -Schar  498  f. 
Brennstrahlen  467. 
Brianchon,  Satz  von —  163.  272. 
—scher  Punkt  273. 

— sches  Sechsseit  278. 
Bündel  10. 

Büschel,  konlokale  projektive,  gleich-, 
ungleichsinnige  107. 

—  von  Punktepaaren  84. 
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Ceva,  Satz  des^  199. 
Chasles,  Satz  von —  875. 
Ghordale  oder  Badikalachse  eines  Kreis- 
Büschels  479. 

Desargues,  Satz  von —  161. 
Determinante  IL,  m.,  n^  Grades  602. 
508.  512. 

—  einer  Form  (Gleichung)  68. 

—  eines  Systems  von  Unterdetermi- 
nanten 616  f. 

—  symmetrische  517. 
Diagonaldreieck  eines  vollständigen  Vier- 
ecks 160. 

Diagonaldreiseit  eines  voUst&ndigen 
Yierseits  160. 

Diagonalen  eines  voUsiAndigen  Vieiseits 
160. 

Diagonalpunkte  eines  vollständigen  Vier- 
ecks 160. 

Direktorkreis  s.  Hanptkreis. 

Direktrix  s.  Leitlinie. 

Doppelelemente  konlokaler  projektiver 
Felder  182. 

—  eines  involutorischen  Feldes  186. 
Doppelpunkte  einer  Livolution  76. 

—  zweier  konlokalen  projektiven  Punkt- 
reihen 58. 

Doppelverhältnis  (DV)  eines  Punkt- 
Wurfes  86. 

—  eines  Punkt -Geraden -Wurfes  120. 
186. 

Drehungssinn  im  Büschel  97.  99. 

—  in  der  affinen  Ebene  196. 

—  positiver  des  Hesseschen  (Cartesi- 
schen)  Koordinatensystems  202. 

Dreieck  oder  Dreiseit,  eigentliches  195. 

—  imaginäres  425. 
Dualität  im  Bündel  10. 

—  im  ebenen  Feld  9. 

—  im  Raum  8. 

Dualitätsgesetz  in  der  projektiven  Geo- 
metrie der  Ebene    146  ff. 
Durchmesser  eines  KSes  857. 

—  innere,   äußere  einer  Hyperbel  868. 

Gleichung  eines  Zentral-KSes  861. 

Involution  eines  KSes  858. 

Tangenten-Gleichung  d.  Parabel  878. 

DV  =-  Doppel  Verhältnis. 

DV- Koordinaten  s.  Koordinaten. 


Ebene,  afßne  195. 
—  projektive  195. 
Ebenenbüschel  10  (s. 


Büschel). 


Ecken  einer  KS- Schar  819. 

Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  160. 

Eichkurve  des  Hesseschen  (Cartesischen) 

Koordinatensystems  218. 
Eichsystem  der  Hyperbel  868. 

—  der  Parabel  880. 

—  eines  beliebigen  Zentral-KSes  869. 

—  zweier  koiyugierten  Hyperbeln  869 
Anm. 

Einheitsdreieck  des  baryzentrischen  Ko- 
ordinatensystems 228. 

—  des  Hesseschen  Koordinatensystems 
219. 

Einheitselement  der  projektiven  Koordi- 
naten im  Büschel  94. 

—  der  Tangenskoordinaten  102. 
Einheitsgerade  der  baryzentrischen  Ko- 
ordinaten in  der  Ebene  222. 

—  der  projektiven  Koordinaten  in  der 
Ebene  187. 

Einheitspunkt  der  AV- Koordinaten  in 
der  Funktreihe  85. 

—  der  Cartesischen  Koordinaten  in  der 
Punktreihe  81. 

—  der  DV -Koordinaten  in  der  Punkt- 
reihe 45. 

—  der  Hesseschen  Koordinaten  in  der 
Punktreihe  202. 

—  der  projektiven  Koordinaten  in  der 
Ebene  127. 

Einheitsquadrat  289. 
Einheitsstrecke  bei  Cartesischen  Koordi- 
naten in  der  Punktreihe  81. 

—  der  einzelnen  Richtungen  in  der 
affinen  Ebene  218. 

—  für  jede  Richtung  in  der  äquiformen 
Ebene  287. 

Einteilung  des  affinen  Punktfeldes  (Strah- 
lenfeldes) durch  ein  reelles  eigent- 
liches Parallelenpaar  (Punktepaar) 
885. 

—  des  äquiformen  Punktfeldes  durch 
ein  reelles  nicht  paralleles  Geraden- 
paar 422. 

-~  des  projektiven  Punktfeldes  durch 
einen  nicht  entarteten  reellen  KS  294. 

—  des  projektiven  Punktfeldes  (Strah- 
lenfeldes) durch  zwei,  drei,  vier 
Gerade  (Punkte)  149.  151.  170. 

—  s.  auch  Zusammenstellungen  und 
Tabellen. 

Elemeutarteiler  826  Anm. 

Elemente,  absolute  16. 

— ,  eigentliche,  uneigentliche  8. 
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Elemente  einer  Determinante  602. 

—  geometrische  2. 

—  imaginäre  23.  141  ff. 

—  elliptische,  hyperbolische,  parabo- 
lische, in  bezug  auf  einen  KS  300. 

—  unendlich  ferne  6. 
Elementepaar,  absolutes  im  Büschel  98. 
Elementepaare,  harmonische  mit  ima- 
ginärem Träger  166. 

Elf- Punkte -ES  387. 
Ellipse,  reelle  und  imaginäre  847.  449. 
Ellipsen,  zwei  einander  konjugierte  862. 
Ellipsen -Büschel,    homothetisches   393. 
Ellipsen  -  Hyperbel  -  Büschel  867. 

—  konzentrisches  402. 

—  mit  einem  Ereis  476. 
Entwicklung   einer  Determinante  nach 

einer  Reihe  608. 
Exzentrizität,  lineare  466. 

—  numerische  467.  460. 

Feld,  ebenes  9. 

—  involutorisches  186. 

Felder,  konlokale  projektive  182. 
Figur  12. 

Fläche  eines  eigentlichen  Dreiecks  196. 
Flächenverhältnis  (FY)  zweier  Flächen 
196.  216  ff. 

—  eines  Dreiecks  220. 
Focus  s.  Brennpunkt. 
Fokalsehne  462. 
Form,  bilineare  68. 

—  bilineare  symmetrische  69.  267. 

—  binäre  lineare  47. 

—  binäre  quadratische  68. 

—  einer  anderen  adjungierte  quadra- 
tische 266. 

—  temäre  quadratische  266. 
Fundamentaldreieck,   -punkte,   -gerade 

des  projektiven  Koordinatensystems 
im  ebenen  Feld  127. 

Pundamentalpunkte  des  projektiven  Ko- 
ordinatensystems in  der  Punktreihe 
47. 

pundamentalsatz  der  projektiven  Geo- 
metrie 48. 

Fußpunktkurve  461. 

FV  =  Flächenverhältnis. 

PV- Koordinaten  224. 

gebiet,  eindimensionales  der  Punkt- 
reihe 32. 

—  zweidimensionales  d.  Punktfeldes  128. 


Gegenecken  (-seiten)  eines  vollständigen 

Vierseits  (-ecks)  160. 
Geometrie  1. 
^  affine  16. 

—  analytische  22. 

—  äqmforme  16. 

—  der  Inzidensen  17. 

—  elliptische  (im  Büschel)  117. 

—  Euklidische  2. 

—  Kongruenz-  19. 

—  parabolische  (in  der  Punktreihe)  117. 

—  projektive  16. 

—  Punkt-,  Linien-,  Ebenen-  9. 

—  reine  22. 

—  synthetische  22. 

Gerade,  Eulersche  eines  Dreiecks  477. 

—  8.  auch  Strahlen. 
Geradenwinkel,  s.  Strahlenwinkel. 
Gleichung,  charakteristische  einer  qua- 
dratischen Form  280. 

eines    KS- Büschels    (einer    KS- 

Schar)  314. 

—  der  Geraden  184. 

—  der  Kurven  IE.  Ordnung  (Klasse)  261  f. 

—  der  Zentral -KSe    bezogen    auf  die 
Hauptachsen  444. 

—  des  Punktes  139, 

—  s.  auch  Mittelpunkts-,  Durchmesser- 
und  Scheitel-Gleichung. 

Gleichungen,  linear  abhängige  606. 

—  verträgliche,  unverträgliche  606. 
Glieder  einer  Determinante  602. 
Grenzpunkte  eines  Kreis -Büschels  480. 
Größe  einer  Fläche  196. 

—  eines  Winkels  196.  284. 
Grundgebilde  L,  ü.,  m.  Stufe  11. 

—  gleichartige,  ungleichartige  41. 

—  s.  auch  Zuordnung. 
Grundpunkt  eines  KS- Büschels  (Grund- 
strahl einer  KS- Schar)  814. 

—  mehrfacher  320  ff. 
Grundpunkte,  Gleichung  der  —  eines  KS- 

Büschels  834. 
Grundstrahlen,  Gleichung  der  —  einer 

KS-Schar  384. 
Gruppe,  äqui-affine  19  Anm.  2. 

—  projektive,  affine,  äquiforme  14.  16. 

Halbachsen  eines  Zentral -KSes  446. 
Halbmesser      „  „  „      367. 

—  konjugierte    eines    Systems    koigu- 
gierter  Hyperbeln  374. 

—  koigugierte  eines  Zentral -KSes  374. 
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Halbstrahl  92. 
Halbstrahlen-Winkel  196. 
Harmonikale  187. 
Harriotscher  o.  CartesiBoher  Satz  S84 

Aiun. 
Hauptachse,  große,  kleine  der  Ellipse  446. 

—  innere,  äußere  der  Hyperbel  446. 
Hauptachsen  der  KSe  489. 
Hauptdiagonale  einer  Determinante  602. 
Hauptglied  einer  Determinante  602. 
Hauptkreis  eines  EBes  469. 

~  -Büschel  einer  ES -Schar  497. 
Hauptunterdeterminanten    einer  Deter- 
minante 281. 
Höhenpunkt  eines  Dreiecks  426. 
Hyperbel  847.  449. 

—  bezogen  auf  ihre  Asymptoten  860. 

—  gleichseitige  419.  484  ff. 

—  „        mit  imaginären  GleichnngB- 
koeffizienten  482. 

—  positiver  u.  negativer  Zweig  der — 864. 

—  spitze,  stumpfe  445. 

Hyperbeln,  zwei  einander  koi^ugierte  862. 
Hyperbel -Büschel  887. 

gleichseitiges  474. 

homothetisches  398. 

konzentrisches  402. 

Hyperbel -Parabel -Büschel  887. 

konzentrisches  408. 

Hyperbel -Schar,  gleichseitige  482. 

Inneres  eines  eigentlichen  Dreiecks  196. 
Invariante,  absolute  einer  Form  70. 

—  absolute  einer  Gruppe  25. 

—  charakteristische      absolute      einer 
Gruppe  26. 

—  einer  Form  70. 

Inversion  oder  Spiegelung  am  Ejreis  427. 

an  einem  Zentral -ES  481. 

Inversionskreis  427. 

Involution,  absolute  in  der  eigentlichen 

Punktreihe  88. 
im  eigentlichen  Büschel  98. 

—  bestimmt  durch  einen  Wurf  81  ff. 

—  elliptische  76. 

—  gleichseitig  hyperbolische  88.  111. 

—  hyperbolische  76. 

—  identische  85. 

—  in  der  Ebene  186. 

—  orthogonale  98. 

—  parabolische  77. 

—  symmetrische  88. 

—  unbestimmte  77. 


Inyolution  von  Punktepaaren  68.  74  ff. 
von  Strahlen-(Ebenen-)paaren  112. 
Inzidenz  (von  Elementen)  2. 

Kegelschnitt  (ES)  268.  813. 

—  zu  zwei  ESen  harmonischer  836. 
Eegelschnitte,  aggregiertimaginäre  813. 

—  als  Ereisprojektionen  422. 
Eegelschnittbüschel   (Eegelschnittschar) 

812. 

—  allgemeines  817. 

—  entartetes  814. 

—  erster,  zweiter,  dritter  Art  818. 

—  identisches  818. 

—  nicht  entartetes  817. 

—  spezielles  820. 
Eegelschnittbüschel,  homothetisches  887. 

—  konzentrisches  896. 

—  mit  einem  Ereis  477. 

—  orthogonalmetr.  ausgezeichnete  474. 

—  8.  auch  Zusammenstellungen  usw. 
Eegelschnittschar  s.  Eegelschnittbüschel. 

—  koaxiale  491. 

—  konfokale  451. 

—  konzentrische  406. 

—  konzentrische  mit  einem  Ereis  486. 

—  mit  einer  Parabel  404. 

—  mit     orthogonalem     uneigentlichem 
Punktepaar  486. 

—  nicht  konzentrische  mit  einem  oder 
zwei  Ereisen  486. 

—  ohne  Parabel  404. 

—  orthogonale  465. 

—  semikonfokale  486. 

—  s.  auch  Zusammenstellungen  usw. 
Eegelschnittscharen,  orthogonalmetrisch 

ausgezeichnete  484  ff. 

Eemkurve  der  Polarität  oder  des  Polar- 
feldes 301. 

Eogredienz  von  Yariablenreihen  64.  141. 

EoUineation,  s.  auch  Transformation. 

—  in  derselben  Ebene  182. 

—  zentrische  184. 
EoUineationsachse  184. 
Eollineationszentrum  184. 
Eolonne  einer  Determinante  602. 
Eomposition  zweier  linearen  Formen  69. 
Eonstruktion,  lineare  168. 

Eontakt,   einfacher,    zweifacher,    drei- 
facher 828. 

—  hyperbolischer,  elliptischer,  parabo- 
lischer 898.  894. 
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Eontragredienz  von  Yariablenreihen  64. 

141. 
Koordinaten  in  derPunktreihe,  AY-  34  f. 

affine  62. 

baryzentrische  86. 

Cartesische  81. 

DV-  44. 

Hessesche  62. 

homogene  46. 

kontragrediente  48. 

projektive  44. 

—  im  Büschel,  DV-  94. 

RV-  101  flf. 

Tangens-  101  ff. 

—  in  der  Ebene,  affine  201. 

allgemeinste      Cartesische      und 

Plückersche  202  f. 

aquiforme  282. 

baryzentrische  223. 

elliptische,  parabolische  467. 

projektive  126.  186. 

zusammengehörige    Punkt-    und 

Linien-  189  f. 
Koordinatensystem  22. 

—  allgemeinstes  Hessesches  in  der 
Ebene  201. 

—  Cartesisches   in   der  Punktreihe  31. 

—  gleichseitiges  orthogonales  280. 

—  „  schiefes  244  Anm. 

—  naturgemäßes  oder  charakteristisches 
26. 

Koordinatensysteme,  affine  in  der  Punkt- 
reihe 62. 

Koordinatentransformation  affiner  Koord. 
in  aquiforme  und  äquiformer  in  eben- 
solche 234  ff. 

—  aquiforme  im  Büschel  106  ff. 

—  der  projektiven  Funktkoordinaten  in 
der  Ebene  129  ff. 

—  der  projektiven  Linienkoordinaten 
in  der  Ebene  104  f. 

—  gleich-  und  ungleichsinnige  62.  206. 

—  Hessescher  Koord.  in  ebensolche  206. 

—  im  Abszissensystem  84. 

—  im  Hesseschen  Koordinatensystem  der 
Punktreihe  64. 

—  im  homogenen  projektiven  Koordi- 
natensystem der  Funktreihe  48  ff. 

—  projektiver  Koordinaten  in  Hessesche 
204. 

—  zwischen  baryzentrischenKoord.  einer- 
seits, projektiven,  Hesseschen,  bary- 
zentrischen  andererseits  224  ff. 


Korrelation  146.  188. 

—  in  derselben  Ebene  190. 
Kosinus  241. 

Kreis  287. 

—  durch  drei  Punkte  428. 

—  Feuerbachscher  340.  476. 

—  mit  imaginären  Gleichungskoeffi- 
zienten 482. 

—  reeller  und  imaginärer  418. 
Kreis-Büschel  472.  474.  479. 

konjugierte  481. 

Kreispunkte,  die  imaginären  uneigent- 
lichen 422. 

Kreispunktpolaren  438. 

Kreis -Schar  486. 

Kreisverwandtsohaft  429. 

Kriterien,  s.  Zusammenstellungen  usw. 

Krümmung  488. 

Krümmungskreis,  -mittelpunkt,  -radius 

488. 
KS  =»  Kegelschnitt. 
Kurve  268. 

—  n.  Klasse  262. 

—  n.  Ordnung  261. 

—  nicht  entartete  II.  Ordnung  (Klasse) 
267. 

—  zirkuläre  499. 

Lage,  elliptische,  hyperbolische  eines 
Punktes  (Strahles)  in  bezug  auf  ein 
Vierseit  (Viereck)  168. 

—  trigonale,  tetragonale  von  vier  Punk- 
ten 216. 

—  s.  auch  Beziehung. 

Laplac escher   Determinantensatz   616. 

Leitkreis  461. 

Leitlinie  (Direktrix)  468. 

—  positive,  negative  der  Zentral -KSe 
469. 

Linienkoordinaten  in  der  Ebene,  allge- 
meinste Plückersche  203. 

homogene  projektive  136. 

Lotverhältnis  94. 

—  in  bezug  auf  ein  Speerepaar  261. 

Mannigfaltigkeit  der  Punkte  einer  Ebene 
128. 

einer  Punktreihe  82. 

Maßstrecke  s.  Einheitsstrecke. 
Matrix  127.  604. 
Menelaos,  Satz  des—  200. 
Minimalgerade  867  Anm. 
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Mittelelemente  einer  Strahlen  (Ebenen-) 
Involution  118  f. 

—  eines  Strahlen-(Ebenen-)Paares   102. 
Mittelpunkt   der   entarteten   Kurven  11. 

ElasBe  384. 

—  der  entartetenEurvenü.  Ordnung  882. 

—  einer  Involution  89. 

—  eines  Kreises  287. 

—  eines  KSes  854. 

—  eines  Punktepaares  89. 

—  eines  Strahlbüschels  10. 
Mittelpunkts  -  Gerade     einer    ES  -  Schar 

414. 

Gleichung  der  Parabel  866. 

einer  Involution  90. 

eines  Punktepaares  89. 

eines  Zentral -KSes  866. 

KS  eines  KS-Büschels  399. 

Linie  eines  Parallelenpaares  388. 

Multiplikationssatz  der  Determinanten- 
theorie 504.  509  f. 

—  erweiterter  der  Detenninantentheorie 
505.  510. 

Nebenwinkel  96.  149. 
Neun -Punkte -Hyperbel,      gleichseitige 
eines  Kreisvierecks  478. 

KS  338. 

Kreis  eines  Dreiecks  476. 

Normale  eines  KSes  464. 
Normalform,   affine,  der  Gleichung  des 
Punktepaares  91. 

—  affine  der  Gleichungen  der  Zentral- 
KSe  862. 

der   Gleichungen   der  entarteten 

Kurven  11.  Klasse  884. 
der  Gleichungen   der  entarteten 

Kurven  11.  Ordnung  888. 
der  Parabelgleichung  879. 

—  äquiforme  der  Gleichungen  der  Zen- 

tral-KSe  444. 
der  Parabelgleichung  448. 

—  der  baryzentrischen  Koordinaten  224. 

—  der    Gleichung    einer    eigentlichen 
Geraden  204. 

—  der    Gleichung    eines    eigentlichen 
Punktes  204. 

—  Hessesche  der  Gleichung  einer  eigent- 
lichen Geraden  249. 

—  projektive  der  Gleichung  des  Punkte- 

paares 78. 

der  KS- Gleichungen  286. 

Normalstrahlen,  konjugierte  462. 


Nullpunkt  der  AV- Koordinaten  in  der 
Punktreihe  85. 

—  der  Cartesischen  Koordinaten  in  der 
Punktreihe  81. 

—  der  DV- Koordinaten  in  der  Punkt- 
reihe 45. 

—  der  Hesseschen  Koordinaten  in  der 
Ebene  202. 

Nullstrecke  27. 

Ordnungskurve  eines  Polarfeldes  192. 301. 
Ordnungspaar  einer  Involution  76. 
Orthogonalität  2. 
Orthogonalmetrik  20. 

Paarung,    involutorische    s.  Involution. 

—  orthogonale  der  uneigentlichen  Ele- 
mente 7. 

—  unbestimmte  oder  freie  76. 
Parabel  847.  449. 

—  positive,  negative  456. 

Parabel -Büschel   (homothetisches)   898. 
Parabel- Schar  405. 
ParaUelenaziom  4. 
ParalleUtat  2.  211. 
Parallelkoordinaten  202. 

—  gleichseitige  orthogonale  280. 
Parallelmetrik  20. 
Parallelverschiebung  des  Achsenkreuzes 

206. 
Parameter    der  Ellipse    und   Hyperbel 
449.  461. 

—  der  Parabel  448.  455. 

—  eines  Büschels  von  Punktepaaren  84. 

—  eines  KS-Büschels  813. 

—  eines   Strahlbüschels    (einer  Punkt- 
reihe) 164. 

Pascal,  Satz  von—  158.  272. 

—sehe  Gerade  278. 

— Bches  Sechseck  273. 

Perspektivität  s.  Zuordnung. 

Planimetrie  11. 

Pol  einer  Fußpunktkurve  461. 

—  harmonischer  einer  Geraden  in  bezug 
auf  ein  Dreieck  188. 

—  einer  Geraden  in  bezug  auf  einen 
KS  800. 

—  eines  Punktes  in  bezug  auf  ein  Punkte- 
paar 76. 

—  und   Polare  voneinander    in    einem 
Polarfeld  192. 

Polardreieck  (Poldreieck,  Polardreiseit) 
eines  KSes  305. 

—  gemeinsames  eines  KS-Büschels  830. 
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Polare  eines  Punktes  in  bezug  auf  einen 
KS  300. 

—  harmonische  eines  Punktes  in  bezug 
auf  ein  Dreieck  137. 

—  zweite  eines  Punktes  in  bezug  auf 
eine  Kurve  III.  Ordnung  137  Anm. 

Polarelemente  in  bezug  auf  einen  KS  301. 
Polarfeld  191,  301. 

—  elliptiBches,  hyperbolisches  302. 

—  parabolisches  erster  und  zweiter 
Spezies  310. 

Polarform  69.  267. 

Polargleichung  der  KSe  in  bezug  auf 
den  Mittelpunkt  447. 

—  der  KSe  in  bezug  auf  einen  Brenn- 
punkt 461. 

Polarität  76.  191: 

—  in  bezug  auf  einen  entarteten  KS  308. 

—  in  bezug  auf  einen  Kreis  424. 

—  zwischen  Punkten  und  Geraden  durch 
einen  KS  erzeugt  301. 

—  s.  auch  Involution. 
Polarkegelschnitt  s.  Polkegelschnitt. 
Polarkoordinaten  eines  Punktes  in  der 

Ebene  242. 
Polarkurve   einer  Kurve  in  bezug  auf 

einen  KS  302. 
Poldreieck  s.  Polardreieck. 

—  eines  Polarfeldes  192. 
Polgerade  309. 

Polkegelschnitt  einer  Geraden  (Polar- 
KS  eines  Punktes)  in  bezug  auf  ein 
KS-Büschel  (eine  KS-Schar)  337. 

—  Entartungsfälle  des  —es  341. 
Polygon,  eingeschriebenes  261. 

—  umschriebenes  269. 

Potenz  einer  Involution  90.  114. 

—  eines  Punktes  in  bezug  auf  einen 
Kreis  426. 

—  eines  Punktes  in  bezug   auf  einen 
Zentral -KS  373. 

Potenzlinie  eines  Kreis -Büschels  479. 
Prinzip  der  reziproken  Radien  428. 
Projektion,  orthogonale  246. 
Projektivität  s.  Zuordnung. 
Punkt,  absoluter  der  Geometrie  in  der 
Punktreihe  60. 

—  innerer,  äußerer  in  bezug  auf  ein 
Punktepaar  61  f. 

Punkte,  imaginäre  in  d.  Punktreihe  32. 77. 

—  aggregiert  imaginäre  32. 

—  reelle  33. 

—  koi\jugierte  s.  Punktepaare. 


Punkte,  koi^ngierte  in  bezug  auf  ein 
vollständiges  Viereck  173. 

in  bezug  auf  einen  KS  299. 

. ein  KS-Büschel  327. 

—  singulare  einer  Kurve  n.  Ordnung 
266.  287. 

eines  KS-Bfischels  328. 

—  innere  eines  eigentlichen  Dreiecks 
196. 

—  elliptische,  hyperbolische  in  bezug 
auf  einen  KS  294. 

—  innere,  äußere  in  bezug  auf  einen 
KS  296. 

—  innere,  äußere  in  bezug  auf  ein  Pa- 
rallelenpaar 386. 

—  s.  auch  Elemente. 
Punktepaar  71. 

—  einfach,  zweifach  entartetes  72. 

—  absolutes  der  Ebene  227. 
Punktepaare',  zwei  einander  trennende, 

nicht  trennende,  berührende  36. 

—  konjugierte  76. 

—  harmonische  78  ff. 
Punktfeld,  s.  Einteilung  des  — es. 
Punkt- Geraden -Wurf  120. 
Punktkoordinaten,    projektive    in    der 

Ebene  126 f 
Punktkurve  der  Inzidenzen  191. 

—  n.  Grades  261. 
Punktreihe  10. 

—  affine  60. 

—  auf  imaginärem  Träger  164. 

—  I.,  n.,  n*~  Grades  268. 
Punktreihen,   konlokale  projektive   68. 

—  gleich-,  ungleichsinnige  68. 
Pythagoreischer  Lehrsatz  der  affinen 

Geometrie  214. 

—  —  der  äquifoimen  Geometrie  239. 

Badikalachse  s.  Chordale. 
Radius  eines  Kreises  237. 
Radius  Vektor  eines  Punktes  238. 
Rang  einer  Determinante  73. 

—  einer  quadratischen  Form  276. 

Raum   als   Grundgebilde   III.  Stufe  11. 

Reihe,  charakteristische  einer  quadrati- 
schen Form  oder  ihrer  Determinante 
284. 

—  einer  Deteiminante  602. 
Reihenfolge,   positive,   negative  imagi- 
närer Punkte  einer  Punktreihe  33. 

Reziprozität ««  Korrelation. 
Richtung  einer  Geraden  4. 
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filditongen,  kozgugierte  in  bezng   anf 
einen  ES  367. 

—  innere,    äußere    in  bezug   auf  eine 
Hyperbel  368. 

Bichtongskoeffizient  einer  Geraden  238. 
Bichtnngskosinus  eines  Speeres  246. 
Richtnngssinn  einer  Strecke  28. 

—  positiver    eines    Koordinatensystems 
in  der  Punktreihe  46. 

Bichtnngsverhältnis  (KV)  eines  Büschel- 
elementes  in  bezug  auf  zwei  andere  99. 

—  einer  Geraden   der  Ebene  in  bezug 
auf  zwei  andere  228. 

BV  »  BichtungsverhSJtnis. 

BY- Koordinaten  s.  Koordinaten. 

Scheitel  eines  KSes  441. 

—  eines  Winkels  196. 
Scheiteltangenten  eines  KSes  441. 
Scheitelgleichung  von  Ellipse,  Hyperbel, 

Parabel  449.  448. 
Scheitelwinkel  196. 
Schenkel  eines  Winkels  196. 
Schließungsstrecke  eines  Sireckenzuges 

247. 
Schweringsche  Koordinaten  226. 
Schwerpunkt  eines  Dreiecks  199. 
Seiten  einefl  voUstftndigen  Vierecks  160. 

—  eines  KS- Büschels  819. 
Sekante  eines  KSes  371. 
Signatur  einer  Determinante  73. 

—  einer  quadratischen  Form  276. 
Sinn  s.  Bichtungssinn,  ümlaufssinn. 
Sinus  240. 

Sinusverhftltnis  einer  Geraden  in  bezng 

auf  ein  Speerepaar  261. 
Speer  240. 

Spiegelung  s.  Inversion. 
Stellung  einer  £bene  6. 
Stereometrie  11. 
Strahlbfischel  10. 

—  mit  imagin&rem  Mittelpunkt  164. 

—  L,  n.  Grades  261. 

—  8.  auch  Büschel. 

Strahlen^   elliptische,   hyperbolische   in 
bezug  auf  einen  KS  296. 

—  innere,  äußere  in  bezug  auf  ein  eigent- 
liches Punktepaar  386. 

—  singul&re  einer  Kurve  II.  Klasse  266. 

einer  KS- Schar  328. 

Strahlenfeld,  s.  Einteilung  des  —es. 
Strahlenkurve  der  Inzidenzen  191. 

—  n.  Grades  262. 


Strahlenwinkel  96. 
Strecke,  absolute  26. 

—  gerichtete  27. 

—  imaginäre  367. 

Strecken,  gleich-  und  ungleichsinnig 
kongruente  28. 

Streckenmessung  26  ff. 

Streckensumme  28. 

Streckenverhaltnis  29  Anm. 

Streckenzug  247. 

Substitution,  orthogonale  107. 

Substitutionsdeterminante  62. 

Symmetrie,  axiale,  zentrische  222. 

System,  charakteristisches  absoluter  In- 
varianten 229. 

—  orthogonales  107. 

—  räumliches  11. 

—  symmetrisches  von  Größen  68. 

Tabellen  s.  Zusammenstellungen. 
Tangens  eines  Strahlen-,  Ebenenpaares 

103. 
Tangente  eines  Kreises  262. 

—  einer  Kurve  H.  Ordnung  264. 
Tangentenschnittpunkt     eines     Berüh- 
rungspunktepaares 304. 

Tangentenstrecke  eines  Punktes  370. 
Teilschar  einer  KS- Schar  407. 
Träger  einer  Punktreihe  10. 

—  eines  Bündels  9  f. 

—  eines  ebenen  Feldes  9. 

—  eines  Ebenenbüschels  10. 

—  eines  Elementepaares  in  der  Ebene  148. 

—  eines  Strahlbfischels  10. 
Trägheitsgesetz  der  quadratischen  For- 
men 276. 

Transformation,  affine  14. 

—  äqui-afifine  19. 

—  äquiforme  16. 

—  Ähnlichkeits-  66. 

—  der  Gleichung  eines  Zentral -KSes 
auf  die  Hauptachsen  442. 

—  der  Parabelgleichung  auf  Haupt- 
achse und  Scheiteltangente  447. 

—  identische  66. 

—  inverse  einer  linearen  Transfor- 
mation 613. 

_  koUineare  12. 

—  kongruente  19. 
im  Büschel  109. 

—  korrelative  oder  reziproke  der  Ebene 
188. 

~  orthogonale  einer  quadrat.  Form  282. 
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Tranaformation,  projektive  18. 
TransformationBdeterminaiite  62. 
Transposition  64.  602. 
Trennung    zweier  Pnnktepaare    durch- 
einander 8.  Punktepaare. 

Umlaufssinn  in  der  affinen  Ebene  196. 

unendlich,  die  Zahl  81. 

Ünendlichkeitspunkt  eines  Koordinaten- 
systems 82.  36.  46. 

ünterdeterminante  bestimmter  Stufe 
einer  Determinante  614. 

Untergruppe  14. 

Terhältnis,  anharmonisches  «»  DV. 

—  paralleler  Strecken  212. 
Verknüpfung  s.  Axiome  und  Beziehung. 
Yerschwindungsgrad  einer  Determinante 

78. 

—  einer  Matrix  148. 
Verwandtschaft,  harmonische  188. 
Viereck  (Vierseit),    vollständiges,    ein- 
faches 160. 

L,  n.,  m.  Art.  161,  162. 

—  vollständiges  trigonales,  tetragonales 
216. 

—  (Vierseit),  ein  KS- Büschel  (eine  KS- 
Schar)  tragend  818. 

Vierseit  s.  Viereck. 

Winkel  96. 

—  eines  Halbstrahlenpaares,  rechter, 
spitzer,  stumpfer  240. 

—  eines  Strahlenpaares,  rechter,  spitzer, 
stumpfer  97. 

—  positiver,  negativer  240. 
Winkelgröße  109. 
Winkelhalbierende  eines  Strahlen -(Ebe- 

nen-)Paares  102. 
Winkelmaß,  natürliches  97  Anm. 
Wurf,  äqui-anhannonischer  89. 

—  elliptischer,  hyperbolischer,  parabo- 
lischer 37. 

—  harmonischer  88. 


Wurf  von  zwei  Punkte-(Elemente-)Paaren 
86. 

—  8.  auch  Punkt -Geraden -Wurf. 

Zeüe  einer  Determinante  602. 
Zuordnung,  Perspektive  zweier  Grund- 
gebilde I.  Stufe  41  f. 
n.  Stufe  124. 

—  projektive  zweier  Punktreihen  41. 
zweier  Grundgebilde  I.  Stufe  in  der 

Ebene  167  fF. 

Zusammengehörigkeit   von  Punkt-   und 
Linienkoordinaten  140. 

Zusammensetzung   linearer    Substituti- 
onen 618. 

Zusammenstellungen  und  Tabellen: 
Geometrie  in  der  eigentlichen  Punkt» 
reihe  67. 

Projektive  Einteilung  der  Punkte- 
paare 74. 

Gesamteinteilung    der    Punktepaare 
und  ihrer  Involutionen  87.  88. 
Gesamteinteilung  der  Strahlen -(Ebe- 
nen-) Paare  n.  ihrer  Involutionen  112. 
Geometrie  im  eigentl.  Büschel  116. 

—  in  der  eigentlichen  Ebene  266. 
Projektive    Einteilung    der    Kegel- 
schnitte 278.  286  f. 

Projektive  Einteilung  derES- Büschel 
(ES -Scharen)  824  ff. 
Affine  Einteilung  der  Kurven  IE.  Ord- 
nung 348  f. 

n.  Klasse  862  f. 

Parallelmetrische  Einteilung  der  nicht 
entarteten  KS-Büschel  388.  896. 

KS- Scharen  404  f.  406. 

Geometrische  Kriterien  für  die  paral- 
lelmetrische Einteilung  der  ES- 
Büschel  897  f. 

der  KS-Scharon  414. 

Orthogonalmetrisch  ausgezeichnete 
KS-Arten  421. 

—  KS-Büschel  474 f. 

—  KS- Scharen  486  ff. 
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Berichtigangen. 

S.  6.  Amn.  2.  Z.  1  v.  u.  liee  „1903"  statt  „1898". 

S.  40.  Z.  16  ist  hinter  ,^aben^'  hinzuzufügen:  „d.  h.  je  nachdem  ihre  An&ngs- 
punkte  durch  die  Verbindungsgerade  ihrer  Endpunkte  und  die  un- 
eigentliche Gerade  nicht  getrennt  oder  getrennt  werden^S 

S.  42.  Z.  2  ist  „und^'  durch  ein  Komma  zu  ersetzen  und  Z.  8  hinter  „inzidieren^* 
hinzuzufügen:  ,,und  je  zwei  entsprechende  Elemente  ein  Element  des 
vermittelnden  Gebildes  bestimmen". 

S.  47.  Anm.  Z.  2  y.  u.  lies  „dieses"  statt  „des  zweiten". 

S.  97.  Z.  12.  lies  „projektiven"  statt  „projektveni". 

S.  128.  Eopftitel  lies  „Zweiter"  statt  „Erster". 

S.  228.  Die  beiden  ersten  Sfttze  sind  miteinander  zu  vertauschen. 

S.  287.  Z.  6  V.  u.  lies  „einen"  statt  „6iner^\ 

S.  386.  Z.  4  lies  u^  8  tatt  u^    8. 


Digitized  by 


Google 


I>niek  Ton  B.  Q.  Ttobaar  la  Ii«lpslf  . 


Digitized  by 


Google 


Richter,  0.,  die  bizirkulare  Kun^e  vierter  Ordminof. 

Schroeter,H.,  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordn.  u.  Raumkurven  8.  Ordn. 

Theorie  der  ebenen  Kurven  H.  Ordnung. 

Grundzüge  einer  rein  geometr.  Theorie  der  Raumkurven  4.  0.  1.  Sp. 

Steiner,  J.,  Vorlesungen  über  synthetische    Geometrie,  bearbeitet  von 

Geiser  und  Schroeter. 
Sturm,  K.,  die  Gebilde  1.  und  2.  Grades  der  Liniengeometrie  in  synthe- 
tiHcher  Behandlung. 

synthetische  Untersuchungen  über  Flächen  3.  Ordnung. 

die  kubische  Raumkurve. 

Thomae,  J.,  Untei-suchungen  über  zwei  zweideutige  Verwandtschaften. 
Treutlein  und  Henrici,  siehe:  Henrici  und  Treutlein. 
VVeyer,  E.»  Einführung  in  die  neuere  konstruierende  Geometrie. 
Weyr,  E.,  Theorie  der  mehrdeutigen  geometi-ischen  Elementargebilde. 

Geometrie  der  räumlichen  Erzeugnisse  1 — 2deutiger  Gebilde. 

Witzschel,  B.,  Grundlinien  der  neueren  Geometrie. 

5.    Topoiogie  (Gestaltenlehre)  und  Kristallographie. 

Brückner,  M.,  Vielecke  und  Vielflache;  Theorie  und  Geschichte. 

Dinge Idey,  F.,  topologische  Studien  usw. 

Eberhard,  V.,  die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie. 

zur  Morphologie  der  Polyedei*. 

Naumann,  F.,  über  die  Rationalität  der  Tangentenverhältnisse. 
Schoen  flies,  A,  Kristallsysteme  und  Kristall  struktur. 
Sohncke,  L.,  Entwickelung  einer  Theorie  der  Kristall  struktur. 
Wiener,  C,  Vielecke  und  Vielflache. 

6.    Abzählende  Geometrie.- 

Schubert,  H.,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie. 
Zeutheu,  H.,  die  abzählenden  Methoden  der  Geometrie. 

7.    Geometrie  der  Bewegung. 

(Kinematik.) 
Abdank-Abakanowicz,  B.,  die  Integi-aphen,  deutsch  von  Bitterli. 
Dinge  Idey,  F.,  Erzeugung  von  Kurven  4.  Ordnung  durch  Bewegungs- 

mechanismen. 
Schell,  W.,  Theorie  der  Bewegung  uYid  der  Kräfte.     I.  Band. 
Schoenflies,  A.,  Geometrie  der  Bewegung. 
Somoff,  J.,  theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziwet.     I.  Band. 


II.  Analytische  Geometrie  (Koordinatenfreometrie) 

und  Differentialgeometrie  (Flfichentheorio). 

1.    Analytische  Geümetrie  der  Kbei.e 

(Kegelschnitte  und  höhere  ebene  Kurven.) 

Benter,E.,  Untersuchungen  iiVter  Tanj^entialkegel  und  die  Kurven  "2  Or. 

Clebsch,  A.,  Vorlesungen  üiier  Geometrie.  1.  Band,  bearb.  von  Ijindeniann. 

Dingeldey,  F.,  Erzeug,  von  Kurven  4.  0.  durch  I-Jewegungfiinechanisnien. 

topologische  Studien  usw. 

Du  rege,  11.,  die  ebenon  Kurven  H.  Ordnung. 

Ebner,  A.,  Leitfaden  d^^r  technisch  wichtigen   Kurven. 

Fiedler,  W.,  die  Elemente  der  neueren  Geometrie  und  die  Algebra  der 

binären  Formen. 
Fort,  U.,  u.  0.  Schiömilch,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  I.  Teil. 
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G anter,  H.,  u.  F.  Rudio,  Elemente  der  analytischen  GJeometrie  dör  Ebene. 

Graefe,  F.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Qnaternionen. 

Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analyschen  Geometrie  der  Ebene. 

Auflösungen  und  Beweise  dazu. 

Gundelfinger,S.,  analytische  Greometrie  der  Kegelschnitte» v.  Dinegeldy. 
Heffter,  L.,  und  C.  Koehler,  Cehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 
H es 86,0;,  7  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte. 
Vorlesgn.  aus  der  anal.  Geom.  der  Geraden,  des  Punktes  u.  d.  Kreises. 

4  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Hodkiheim,  A.,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 
Klein,  F.,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeomefcrie. 
Kohn,  G.,  rationale  Kurven. 

Loria,  G.,  die  hauptsächl.  Theorien  der  Geometrie  in  ihi*er  Entwickelung. 

spezielle  algebraische  und  transzendente   ebene  Kurven ;    Theorie 

und  Geschichte. 
Äfuth,  P.,  geometrische  Anwendungen  der  Invariantentheorie. 
Reiche],  0.,  Vorstufen  der  höheren  Analysis  und  analytischen  Geometrie. 
Rudio  und  Ganter,  siehe:  Ganter  und  Rudio. 
Runge,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 
Salmon,G.,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  bearb.  von  Fiedler. 

analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven,  bearb.  v.  Fiedler. 

Sauerbeck,  P.,  Einleitung  in   die  analytische  Geometrie  der  höheren 

algebraischen  Kurven. 
Schlömilch  und  Fort,  siehe:  Fort  und  Schlömilch. 
Schwering,  K.,  Theorie  und  Anwendung  der  Linienkoordinaten. 
ServuB,  H.,  die  analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Staude,  0.,  analyt.  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  u.der  Ebene. 
Thaer,  A.,  Bestimmung  von  Gestalt  und  Lage  eines  Kegelschnittes  aus 

einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  ohne  Koordinaten-Transformation. 
Thomae,  J.,  Grundriß  der  analytischen  Geometrie. 
Weber,  H.,  und  J.  Wellstein,  Enzyklopädie  der  Elementar- Geometrie. 
Weinnoldt,  E.,  Leitfaden  der  analytischen  Geometrie. 
Weißenborn,  H.,  Grundzüge  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 


2.   Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

(Flächen  2.  und  höheren  Grades,  algebraische  Raumkurven  und  Flächen.) 

Benter,  C,  Untersuchungen  über  Tangential kegel  und  die  Kurven  2.  Gr. 
Castelnuovo,  G.,  und  F.  Enriques,  Theorie  der  algebraischer  Flächen. 
C leb s ch,  A.,  Vorlesungen  über  Geometrie.  11.  Band,  bearb.  v.  Lindemann. 
Escherich,  G.  v.,  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  des  Raumes. 
F or t , 0., und  0. Schlömilch, Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  11. Tl. 
Graefe,  F.,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  aus  der  analyt.  Geometrie  des  Raumes. 

Auflösungen  und  Beweise  dazu. 

Heffter,  L.,  und  C.  Koehler,  Lehrbuch   der   analytischen    Geometrie. 
He8  8e,0.,  Vorlesgn  über  analyt.  Geometrie  d.  Raumes,  rev.  v.  Gundelfinger. 
Klein,  F.,  höhere  Geometrie  I. 
Möbius,  F.,  über  die  Grundformen  der  Linien  der  dritten  Ordnung. 

die  Tlieorie  der  Kreis  Verwandtschaft  in  rein  geometr.  Darstellung. 

Reye,  T.,  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsystenie. 

Rohn,  K.,  die  Flächen  vierter  Ordnung. 

Rudio,  F.,  die  Elemente  der  aualytiöchen  Geometrie  des  Raumes. 

Salmon,  G.,  analytische  Geometrie  des  Raumes,  bearbeitet  von  Fiedler. 

Schlömilch  und  Fort,  siehe:  Fort  und  Schlömilch.  • 

Segre,  C,  Vorlesungen  über  algebraische  Geometrie. 

Staude,  0.,  die  Fokaleigenschaften  der  Flächen  2.  Ordnung. 

Flächen  erster  Ordnung,  ihre  Systeme  und   Durchdringungskurven. 

Thomae,  J.,  Grundriß  der  analytischen  Geometrie. 
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3.    Liniengeometrie,   analytisch  behandelt. 

(Strahlensysteiiie  n.  -komplexe.) 
Clebsch,  A-,  Vorlesgn  über  Geometrie.  11.  Bd.,  bearbcit.  von  Lindemann. 
Heffter,  L.,  und  C.  Koehlcr,  Lehrbuch  der  analytinchen  Geometrie. 
Hesse,  0.,  4  Vorlesungen  aus  der  aualytischeu  Geometrie. 
Li 6,  S.,  Geometrie'der  Berührungstransf'onnationen,  bearb.  v.  Schetfers. 
Flacker,  J.,  neue  Geometrie  des  Raumes,  herausgegeben  von  Clebsch 
und  Klein. 

mathematische  Abhandlungen,  herausgeg.  v.  Schoenfliea. 

Schwering,  K.,  Theorie  und  Anwendung  der  Linienkoordinaton, 
Sturm,   R.,   die    Gebilde    1.    und    2.    Grades    der    Liniengeometrie    in 

synthetischer  Behandlung. 

4.  Differentialgeometrie  (Flächentheorie  und  Kurventheorie). 

Bianchi,  L.,  Vorlesungen  über  Ditferentialgeometrie. 

Bolke,  G.,  die  Komplementärflllchen   der  pseudo-ßphärischen  Rotations- 
flächen. 

Oestro,    E.,    Vorlesungen    über    natürliche    Geometrie,    deutsch     von 
Kowalewski . 

Joachimsthal,  F.,  Anwendung  de 
auf  Flächentheorie. 

Klein,  F.,  höhere  Geometrie  II. 

Knoblauch,  J.,Kinleit.  in  die  allge 

Differentialgeometrie. 

Lilienthal,  R.  v.,.  Differentialgcoi 

Grundlagen   einer  Krümm uug* 

Schell,  W.,  Kurven  doppelter  Kn3         i/y':. 
Stäckel,  P,  Differentialgeometrie 
Stahl,  H.,  und  V.  Kommereil,  Q 

Voß,  A.,  Abbildung  und  Abwickeb 
Wilczinski,  E.  J.,  Projective  Diu 


5.    Allgemeine  Ma 

Graßmann,  H.,  gesammelte  Wert 
Killing,  W.,  die  nicht-Euklidisch( 
Schlegel,  V.,  System  der  Räumte 
Schoen flies,  A.,  die  Entwickeluc 
faltigkeiten. 

6.    Konfom 

(Isogonale  Verwandtschaft  —  sie! 

Holzmüller,   G.,    Einfühining    in 

wandtschaften. 
— —     Durchführung     einer     isogoi 

durch  eine  gebrochene  Funkti 
einige  Aufgaben  der  darstelle i^. 


7.  Eartenprojektionen. 
Herz,  N.,  Lehrbuch  der  Landkartenprojektionen. 
Holzmüller,  G.,  einige  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  und  der 

Kartographie. 
Sc  hui  je,  B.,  das  militärische  Aufnehmen. 
Stavenhagen,  W.,  die    geschichtliche   Entwickelung    des    preußischen 

MilitÄrkartenwesens. 
Zondervan,  H.,  allgemeine  Karteukunde. 
Zöppritz,  K.,  Leitladen  der  Kartenentwurfslehre. 


